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摘  要 

连通度是评估网络可靠性的经典指标。根据故障处理器的分布情况，网络的条件连通性受到了广泛关注。

本文旨在研究仙人掌基网络的1-额外连通度和2-额外连通度，为大规模并行计算系统和分布式网络的拓

扑设计提供理论支持。 
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Abstract 
Connectivity serves as a fundamental metric for evaluating network reliability. Based on the distribu-
tion of faulty processors, the conditional connectivity of a network has received much attention. This 
paper aims to investigate the 1-extra connectivity and 2-extra connectivity of cactus-based networks, 
providing theoretical support for the topological design of large-scale parallel computing systems 
and distributed networks. 
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1. 引言 

随着信息技术的飞速发展，大规模并行计算系统和分布式网络的应用日益广泛，网络拓扑结构的设

计与优化成为研究热点。网络拓扑的可靠性直接影响到系统的容错性和性能，因此，如何设计具有高可

靠性和强容错能力的网络结构成为了一个重要课题。仙人掌基网络(Cactus-based Networks)作为一种特殊

的层次化网络结构，因其独特的拓扑性质和良好的容错能力，受到了广泛关注。仙人掌基网络基于对换

生成的凯莱图构建，具有对称性和高连通性，能够有效应对节点或链路故障，确保网络的稳定运行。本

文旨在研究仙人掌基网络的 1-额外连通度和 2-额外连通度，为大规模并行计算系统和分布式网络的拓扑

设计提供理论支持。 

2. 预备知识 

2.1. 术语和概念 

设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个简单有限图，其中 ( )V G 表示点集， ( )E G 表示边集。 ( ),x y 表示点 x 和

点 y 之间的边，文中有时简记为 xy 。对于任意的点 ( )u GV∈ ，用 ( ) ( ) ( ) ( ){ },G GN u w V u w E G= ∈ ∈ 表示

u 在G 中的邻点集，用 ( ) ( )Gd u N u= 表示 u 在图G 中的度。对于图G 的顶点集 S ，用 

( ) ( ) ( ) ( ){ }\ | , ,GN S w V G S u S u w E G= ∈ ∃ ∈ ∈ 表示 S 的开邻集， [ ] ( )N S N S S= ∪ 表示 S 的闭邻集。当图

G 可以从文中清楚看出时，用 ( )N u 代替 ( )GN u ，用 ( )N S 代替 ( )GN S 。对于图G 的两个顶点集 A 和 B ，

用 ( ) ( ){ }, , ,E A B x y x A y B= ∈ ∈ 表示 A 和 B 之间的边集，用 ( ),E A B 表示顶点集 A 和 B 之间的边数。用

[ ]G H 表示由 H 在G 中诱导的子图。对于一个网络G 的连通度是指删除某个顶点集后使G 不连通的最小

顶点集大小，记为 ( )Gκ 。如果 ( )G kκ ≥ ，则称G 是 k-连通的[1] [2]。 

2.2. CNn的拓扑结构性 

设 S 是 Γ的子集，1Γ 群Γ的单位元，且 1S S −= 。凯莱图 ( ),Cay SΓ 是一个顶点集为 Γ，边集为 

( ){ }, : ,g gs g s S∈Γ ∈ 的图。 
 

 
Figure 1. Cactus graph 
图 1. 仙人掌图 

 
由换位生成的凯莱图 ( )( ),Cay Sym n T 有 !n 个顶点，其中 ( )Sym n 是 { }1,2, , n 上的对称群， T 是

( )Sym n 上的换位集。设 ( )G T 是具有 n 个顶点{ }1,2, , n 的图，当且仅当换位 ( )ij T∈ 时， ( )G T 中有一条

边 ( ),i j 。图 ( )G T 被称为 ( )( ),Cay Sym n T 的换位生成图。如果 ( ){ }1 : 2T i i n= ≤ ≤ ，是 ( )Sym n 上的换位集，
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则 ( )G T 是一个星图， ( )( ),Cay Sym n T 是著名的星图 nS  (Star graph)。如果 ( )G T 是一个具有 n 个顶点的

路径，则 ( )( ),Cay Sym n T 是冒泡排序图 nB  (Bubble sort graph)。如果 ( ){ }:1T ij i j n= ≤ ≠ ≤ 是 ( )Sym n 上的

换位集，则 ( )G T 是一个完全图， ( )( ),Cay Sym n T 是完全转置图 nCT  (Complete-transposition graph)。如果

( )G T 是一个环，则 ( )( ),Cay Sym n T 是修正冒泡排序图 nMB  (Modified bubble sort graph) [3]-[7]。 
如果 ( ){ } ( ){ }1 : 2 2 1 2  2 1 :1T i i n j j j n= ≤ ≤ + + ≤ ≤

是 ( )Sym n 上的换位集，则 ( )G T 是一个仙人掌图

(见图 1)， ( )( ),Cay Sym n T 是仙人掌基网络 nCN  (Cactus-based networks) [8]。 
详细定义如下。 
定义 2.1 [8]： n 维仙人掌基网络 nCN 的顶点集由{ }1,2, , 2 1n + 上的所有 ( )2 1 !n + 个置换组成。 

{ }1,2, , 2 1n + 上的一个置换u 记为 1 2 2 1nu u u + 。点 ( )1 2 2 1n nu u u u V CN+= ∈ 与点 ( )1 2 2 1n nv v v v V CN+= ∈

相邻当且仅当以下情况之一成立： 
(规则 1) 存在整数 { }2,3, , 2 1i n∈ + ，使得 1 iu v= ， 1iu v= ，且对每个 { } { }1,2, , 2 1 \ 1,j n i∈ + ， i iu v= ，

即交换第 1 位和第 i 位。 
(规则 2) 存在整数 { }1,2, ,i n∈  ，使得 2 2 1i iu v += ， 2 1 2i iu v+ = ，且对每个 { } { }1,2, , 2 1 \ 2 ,2 1j n i i∈ + + ，

i iu v= ，即交换第 2i 位和第 2 1i + 位，其中1 i n≤ ≤ 。 
例如，在 2CN 中，有 5!个点，点 12345u = ，通过规则 1 交换第 1 位和第 i 位，连接 21345 、32145、

42315 、 52341这 4 个点，通过规则 2 交换第 2i 位和第 2 1i + 位，连接13245 、12354 这 2 个点。在 nCN
中，有 ( )2 1 !n + 个点，对于任意的点 ( )nu V CN∈ ，u 通过规则 1 连接 2n 个点，通过规则连接 n 个点，所 

以， nCN 是 3n-正则的， nCN 包含 ( )3 2 1 !
2
n n + 条边。 

 

 
Figure 2. CN1 
图 2. CN1 

 

 
Figure 3. CN2 
图 3. CN2 
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下面探讨仙人掌基网络 nCN 的层次结构，当 1n = 时， 1CN 有 3!个点(见图 2)；当 2n = 时， 2CN 有 5!
个点， 2CN 中有 4 5× 个 1CN 的拷贝(见图 3)；当 3n = 时， 3CN 有 7!个点， 3CN 中有 6 7× 个 2CN 的拷贝。

在 nCN 中，有 ( )2 1 !n + 个点，有 ( )2 2 1n n + 个 1nCN − 的拷贝，可以固定最后两个系数，将这些 1nCN − 的拷贝

依次记为 1,2 1,3 1,2 1 2,1 2,2 1 2 (2 1), , , , , , , ,n n n n
n n n n n nCN CN CN CN CN CN+ + +

  

， ，或者简记为 1 2 2 (2 1), , , n n
n n nCN CN CN +

 。其 

中，对任意正整数 ( ){ }1,2, , 2 2 1i n n∈ +
， i

nCN 与 1nCN − 同构，所以 ( ) ( )
( ) ( )

2 1 !
2 1 !

2 2 1
i
n

n
V CN n

n n
+

= = −
+

，仙人

掌基网络具有良好的层次结构。 
命题 2.2：仙人掌基网络 nCN 具有以下性质。 

1) nCN 有 ( )2 1 !n + 个点， ( )3 2 1 !
2
n n + 条边， nCN 是 3n-正则的，对任意正整数 ( ){ }1,2, , 2 2 1i n n∈ +

，

( ) ( )
( ) ( )

2 1 !
2 1 !

2 2 1
i
n

n
V CN n

n n
+

= = −
+

。 

2) nCN 是二部图。 
3) 当 2n ≥ 时，对任意正整数 ( ){ }1,2, , 2 2 1i n n∈ +

，对任意的 ( )i
nu V CN∈ ，在 ( )

nCNN u 中，恰有 3

个点分布在 ( ) ( )\ i
n nV CN V CN 中。 

4) 设{ } { }, , , 1, 2, , 2 1p q s t n⊆ + ，在 ,p q
nCN 和 ,q p

nCN 之间有 ( )2 1 !n − 条独立边；在 ,p q
nCN 和 ,s q

nCN 之间

有 ( )2 2 !n − 条独立边；在 ,p q
nCN 和 ,p s

nCN 之间有 ( )2 2 !n − 条独立边；在 ,p q
nCN 和 ,s t

nCN 之间没有边。 
证明： 
1) 前文叙述可得。 
2) 一次交换会改变一个排列的奇偶性，其中一次交换对应于生成集的生成元。例如 1CN 就是一个完

全二部图。 
3) nCN 是 3n-正则的， 1nCN − 是 ( )3 3n − -正则的，在 nCN 中，对任意的 ( )i

nu V CN∈ ， i
nCN 和 1nCN − 同

构，所以 ( ) 3 3i
nCN

N u n= − ， ( )\
3i

n nCN CN
N u = 。 

4) 对任意的 ( ),p q
nu V CN∈ ，设 ( )1 2 2 1, , , , ,nu u u u p q−=  ，由规则 2 可知 u 与 ( )1 2 2 1, , , , ,nu u u q p− 相邻，

固定 ,p q ，任取 1 2 1, , nu u − ，得到第 1)条结论；由规则 1 可知，u 与 ( ) ( )2 2 1 1 2 2 1 1, , , , , , , , , , ,n np u u u q q u u p u− −  ，

相邻，固定 1, ,u p q ，任取 2 2 1, , nu u − ，得到第 2)、3)条结论；其他情况无边相连，得到第 4)条结论。 

3. 仙人掌基网络 CNn的连通度 

由于仙人掌图中含有三角形，只使用[9]中含有三角形情况的定理。 
引理 3.1 [9]：设G 设是由具有 m条边，在{ }1,2, , n 上的生成图 A 得到的凯莱图，且 7m ≥ 。假设T

是G 的一个点集，当 A 中有三角形时 2 3T m≤ − 。那么以下情况之一成立： 
1) G T− 连通。 
2) G T− 不连通，恰好有两个分支，并且其中一个分支为一个孤立点。 
3) 生成图 A 有三角形，G T− 不连通，恰好有三个分支，其中两个分支为孤立点，并且 2 3T m= − 。 
引理 3.2 [9]：设G 设是由具有 m条边，在{ }1,2, , n 上的生成图 A 得到的凯莱图，且 4n ≥ 。则G 中

不包含 2,4K 作为子图。另外，如果 A 中没有 3K ，则G 中不包含 2,3K 作为子图。 
定理 3.3：对仙人掌基网络 nCN ， 3n ≥ 时， ( ) 3nCN nκ = 。 
证明：一方面，显然有 ( ) ( ) 3n nCN CN nκ δ≤ ≤ 。 
另一方面，设仙人掌基网络 nCN 在{ }1,2, , n 上的生成图为 A ，A 中存在三角形，并且 A 有 3n 条边，

对 nCN 任意割集 F ，有 3 6 3F n n≤ ≤ − ，由引理 3.1 可知，以下情况之一成立： 
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1) nCN F− 中恰好有两个分支，并且其中一个分支为一个孤立点。 
2) nCN F− 中恰好有三个分支，其中两个分支为孤立点，并且 6 3F n= − 。 
若为情况 1)，因为其中一个分支为孤立点，所以割集 F 为这个孤立点的邻集， nCN 是 3n -正则的，

所以 3F n= 。若为情况 2)，此时 6 3F n= − ，结合 3 6 3F n n≤ ≤ − 可知 1n = ，有 3F n= 。所以 

( ) 3nCN nκ = 。 
定义 3.4 [10]：对G 的一个割集 F ，如果G F− 的分支中不存在孤立点，则称 F 为G 的一个超割集。

称G 的最小超割集的大小为超连通度，记为 ( )Gκ′ 。 
定义 3.5 [11]：对G 的一个割集 F ，如果G F− 的分支点数均大于 g ，则称 F 为G 的一个 g-额外割集。

称G 的最小 g-额外割集的大小为 g-额外连通度，记为 ( )g Gκ 。 
定理 3.6：对仙人掌基网络 nCN ， 4n ≥ 时， ( ) 6 2G nκ′ = − 。 
证明：任取 nCN 的一条边 xy ，取 ( )

nCNF N xy= ，由于 nCN 是二部图，所以 x 和 y 没有公共邻点，结合

nCN 是 3n-正则的，可知 ( ) ( ) 3 1
n nCN CNN x N y n= = − ，从而 6 2F n= − 。 

若 nCN F− 存在孤立点分支 u ， u 只能和 ( )
nCNN x 或 ( )

nCNN y 中的点相邻， ( ) 3d u n= ，所以 u 在

( )
nCNN x 中 ( )

nCNN y 均有邻点，分别设为 x′和 y′，则 xyy ux x′ ′ 为一个 5-长圈(见图 4)，与 nCN 是二部图矛

盾， nCN F− 不存在孤立点分支。所以 ( ) 6 2G nκ′ ≤ − 。 
若 nCN 中存在割集 F ′，使得 6 3F n′ ≤ − ，由引理 3.1 可知，以下情况之一成立： 
1) 恰好有两个分支，并且其中一个分支为一个孤立点。 
2) 恰好有三个分支，其中两个分支为孤立点，并且 6 3F n′ = − 。 
不论哪种情况 F ′都不是超割集，所以 ( ) 6 2G nκ′ = − 。 

 

 
Figure 4. Illustration for Theorem 3.6 
图 4. 定理 3.6 的图例 

 
定理 3.7：对仙人掌基网络 nCN ， 4n ≥ 时， ( )2 9 6nCN nκ = − 。 
证明：仙人掌基网络 nCN 的生成图 A 中含有三角形，由引理 3.2 知， nCN 中没有 2,4K 作为子图，而

nCN 中含有 1CN ，所以 nCN 中存在 2,3K ，任取 nCN 中一个 2-长路 uvw，且 ( ) ( ) 3N u N w =
，取 

( )
nCNF N uvw= ， ( ) { }1 nCNF N u v= − ， ( ) { }2 ,

nCNF N v u w= − ， ( ) { }3 1nCNF N w F v= − − ，不难发现 1 3 1F n= − ，

2 3 2F n= − ， 3 3 3F n= − ，所以 9 6F n= − 。 

若 nCN F− 存在孤立点分支 x ， ( ) 3Fd x n= ，若 x 与 2F 中的点相邻，则必会与 2\F F 中的点相邻，会

出现 5-长圈，与 nCN 是二部图矛盾；又因为 nCN 中没有 2,4K ，所以 x 邻 1F 中至多 3 个点，同理 x 邻 3F 中

至多 1 个点，这与 ( ) 3d x n= 矛盾。 
若 \nCN F 存在一个分支 H ， 2H = ，设 ( ),x y V H∈ ，由 nCN 是 3n-正则的二部图可知， 

( ) ( )F FN x N y = ∅ ， ( ) ( ) 3 1F FN x N y n= = − ，若 x 与 2F 中的点相邻，则必会与 2\F F 中的点相邻，会

出现 5-长圈，与 nCN 是二部图矛盾， y 同理不与 2F 中的点相邻，所以 ( )FN x ， ( ) 2\FN y F F⊆ ，有 
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( ) 26 2 \ 6 4Fn N y F F n− = ≤ = − ，矛盾。 
所以 F 为 nCN 的 2-额外割集， ( )2 9 6nCN nκ ≤ − 。设 F 为 nCN 的最小 2-额外割集， 9 7F n≤ − ，定义 

( ){ }, 1, 2, , 2 2 1k
n kCN F F k n n= ∈ + 

 

[ ]{ } [ ]{ }, 3 3 , , 3 4i jI i i n T n J j j n T n= ∈ ≥ − = ∈ ≤ −  

, I i
I i I i n i I nT T CN CN∈ ∈= =   

可知 3I ≤ ，否则 ( )3 3 3 9 7In F F n− ≤ ≤ ≤ − ，和 4n ≥ 矛盾。(若无特殊说明，下文均默认 i I∈ ，j J∈ )。 
将 ( )2 2 1n n + 个 1nCN − 块按照 1,2 1,2 1 2,2 1 2 ,2 1 2 ,1 2 1,1 2 1,2, , , , , , , , , ,n n n n n n n n

n n n n n n nCN CN CN CN CN CN CN+ + + + +
    的

顺序依次排列，从而保证每两个相邻的 1nCN − 块之间存在 ( )2 2 !n − 条独立边，并且 1,k
nCN 和 ,1k

nCN 之间存在

( )2 1 !n − 条独立边(见图 5)， { }2,3, , 2 1k n∈ + 。因为
j

n jCN F− 不会产生新的连通分支，所以 {1,2,..., }\n I
nCN F−

之间是相互连通的，即 nCN F− 产生的较小分支只能出现在 I
nCN F− 中。 

 

 
Figure 5. Illustration for Theorem 3.7 
图 5. 定理 3.7 的图例 

 
对 nCN 中任意一个 2-长路 uvw，有 ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 3 9 6N uvw n n n n≥ − + − + − = − ，所以 nCN F− 产生的

最小分支点数应大于 3。 
情况 1： 1I =  
在 i

nCN 中，点数大于等于 3 3n − 的割集，即所有 i
n iCN F− 中至多只有一个会产生不连通分支。若

i
n iCN F− 中的分支和其他分块中的点相连，则 nCN F− 连通，矛盾。所以 i

n iCN F− 中存在至少一个分支 H

支也是 nCN F− 中的分支，并且 3H ≥ ，可知 H 中存在一个 2-长路 uvw，并且 ( ) 9 15i
nCN

N uvw n≥ − ，所

以 ( ) 9 15 3 9 12i
nCN

N H n H n H≥ − − + = − − ，而 ( )\
3i

n nCN CN
N H H= ，又 ( )

nCNN H F⊂ ，所以 

( ) ( )\
9 12 2i i

n n nCN CN CN
F N H N H n H≥ + ≥ − + ，这和 9 7F n≤ − 矛盾。 

情况 2： 2I = ，设 { }1 2,I i i=  
在 i

nCN 中，点数大于等于 3 3n − 的割集，即所有 i
n iCN F− 中至多只有两个会产生不连通分支。现不妨

设
1 2i iF F≤ ，结合对集合 I 的定义可知，

1

9 73 3
2i

nn F −
− ≤ ≤ ，

2

9 7 6 4
2 i

n F n−
≤ ≤ − 。 

若 i
n iCN F− 中不出现孤立点，则 ( ) 6 8i

i nF CN nκ≥ ′ = − ；若 i
n iCN F− 中出现至少两个孤立点 1 2,u u ，则

( ) ( )1 2 3 6 9iF N u N u n≥ + − ≥ − 。 
所以 1

1

i
n iCN F− 中有且仅有一个孤立点，不妨设为 u 。若 { }1

1

i
n iCN F u− − 中的分支数大于等于 2，说明

{ }
1i

F u 至少为一个 2-额外割集，有 ( )1
1 6 8i

i nF CN nκ+ ≥ ′ = − ，这显然矛盾。说明 1
1

i
n iCN F− 只产生了两个

分支，并且其中一个为孤立点。 
联系前文对 ( )2 2 1n n + 个 i

nCN 块的排序， ( )
1 2

6 4 2 2 !i iF F n n≤ ≤ − ≤ − ，可知 1
1

i
n iCN F− 产生较大的那

个分支和 2
2

i
n iCN F− 中产生的部分分支会与 {1,2, , }\n I

nCN F− 连通，现只考虑 2
2

i
n iCN F− 中不与 
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{1,2,..., }\n I
nCN F− 连通的分支。不妨设其中一个为 H ′，若 1

1

i
n iCN F− 中产生的点分支 u 不与 H ′相邻，即 H ′

为 nCN F− 中的一个分支，此时证明过程类似情况 1。 
可知 1

1

i
n iCN F− 中产生的点分支 u 与 H ′相连，即 { }H u′ 为 nCN F− 中的一个分支，若 2H ′ = ，可知

{ }( ) 9 6
nCNN H u n′ ≥ −

，和 { }( )nCNN H u F′ ⊂
矛盾。所以 3H ′ ≥ ，可得 H ′中存在 2-长路，设为 uvw，

并且 ( )2 9 15i
nCN

N uvw n≥ − ，所以 ( )2 9 15 3 9 12i
nCN

N H n H n H′ ≥ − − ′ + = − − ′ ，而另一方面 

( )2\
3i

n nCN CN
N H H′ = ′ ，又因为 u 与 H ′相连，有 ( ) { }\

nCNN H u F′ ⊂ ，所以 

( ) ( ) { }\
9 13 2i i

n n nCN CN CN
F N H N H u n H≥ + − ≥ − + ，这和 9 7F n≤ − 矛盾。 

情况 3： 3I = ， i I∈  
在 i

nCN 中，点数大于等于 3 3n − 的割集，即所有 i
n iCN F− 中至多只有三个会产生不连通分支。由集合

I 的定义可知，3 3 3 1in F n− ≤ ≤ − ，类似情况 2 的讨论可知， i
n iCN F− 只产生了两个分支，并且其中一个为

孤立点。类似讨论可知， nCN F− 中产生最小的分支只能是三个孤立点相连组成的 2-长路，这和 9 7F n≤ −

矛盾。 
综上， ( )2 9 6G nκ = − 。 
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