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摘  要 

本文主要研究高维传染病模型如SEIR模型，其中在某种条件下可获得一维中心流形的存在性结论。 
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Abstract 
This paper focuses on high-dimensional Epidemiological models such as the SEIR model, in which con-
clusions about the existence of a one-dimensional central manifold can be obtained under certain con-
ditions. 
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1. 引言 

传染病动力学通过构建数学模型，定量解析疾病传播机制与种群动态的相互作用，其核心在于结合

社会因素与生物学特性建立动态系统。该方法通过微分方程描述易感者(S)、感染者(I)、康复者(R)等群体

的状态转换，实现对疫情发展过程的动态推演。经典 SIR 模型经扩展后形成包含潜伏期(E)的 SEIR 模型，

并进一步融入空间扩散、社会网络传播等复杂维度[1] [2]。 
在经典传染病模型的构建中，通常假定个体传播强度与易感者数量呈线性正比关系。然而，该理论

框架在特定边界条件下显现出明显的局限性——当易感者密度突破临界阈值时，模型将推导出单位时间

内单个感染者可实现无限次传播的悖论。这与现实传播相矛盾，而非线性传染率 1 1
u vaI S 的饱和特性弥补了

这一条件，通过量化个体传播能力的边际递减效应来完善模型的生物现实性。 

2. 模型分析 

具有非线性传染率的高维传染病模型如下： 

( )
( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

u v

u v

S aI S b S

E aI S E

I E I
R I R

µ

β µ

β γ µ
γ µ

′ = − + −

′ = − +

′ = − +

′ = −

                                (2.1) 

其中，参数均为正数，需要进行分析的总人口记为 1N ，可以划分为易感者、潜伏者、染病者和移除者，

分别表示为 1S 、 1E 、 1I 、 1R ，即 1 1 1 1 1N S E I R= + + + 。非负常数 µ 表示死亡率，b 为出生率，ε 表示潜伏

者到染病者的转化率， γ 为康复率。 
借助无量纲变换(假设出生率与死亡率相等情况下) 

( ) 1t tγ µ= + ， m µ
γ µ

=
+

， n β
γ µ

=
+

，
ap

γ µ
=

+
 

注意 1n > 时， β γ µ> + ； 1n < 时， β γ µ< + ；并且 1p < 。 
系统(2.1)可以等价于： 

( )
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

u v

u v

S pI S m mS

E pI S m n E
I nE I

′ = − + −

′ = − +

′ = −

                               (2.2) 

取值 1v = ， 2u = 系统则为： 

( )

2
3 3 3 3

2
3 3 3 3

3 3 3

S pI S m mS

E pI S m n E
I nE I

′ = − + −

′ = − +

′ = −

                                (2.3) 

由计算可知当
2 4 0mn m

m n p
  − = + 

，系统(2.1)存在一个疾病消除平衡点 ( )0 1,0,0P 及一个地方病平衡点

( ) ( )
1 , ,
2 2 2

m mnP
m n m n

∗  
  + + 

，且疾病消除平衡点始终为局部渐近稳定的。 

3. 一维中心流形存在性 

令 3 3
1
2

S S∗ = − ，
( )3 3 2

mE E
m n

∗ = −
+

，
( )3 3 2

mnI I
m n

∗ = −
+

，则可得 
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              (3.1) 

这样系统(2.3)的正平衡点
( ) ( )

1 , ,
2 2 2

m mnP
m n m n

∗  
  + + 

就转化为系统(3.1)的平衡点 ( )0,0,0 ；当参数满足

( )2 1
1

m m n
m n
+ −

>
+

时，依据特征值情况以及中心流形定理[3]，可将向量场约化到一维中心流形的向量场上。 

情形 1 取 1m n= = ，由
2 4 0mn m

m n p
 ∆ = − = + 

可得 16p = ，此时系统转化为： 
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由特征方程 

( ) ( )( )2 3 1 2 1 2 0m n m m n mλ λ∗ ∗+ + + + − + − =    

得出特征根为： 

1 2 30, 1 0, 4 0λ λ λ∗ ∗ ∗= = − < = − < ， 

利用坐标变换 
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系统(3.2)转化为可应用中心流形的形式[4]： 

0 0 0
0 1 0 0
0 0 4

g

g

ξ ξ
η η

ςς

∗ ∗

∗ ∗

∗∗

 ′            ′ = − +          − − ′      

， 

其中 

( ) ( ) ( )( )2
4 2 2 4 2 3 3g ξ η ς ς ξ η ξ η ς ξ η ς∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + + − − − + + + − ， 

对应的中心流形为： ( ) ( )1 2,g gη ξ ς ξ∗ ∗ ∗ ∗= = ，利用中心流形近似计算方程 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , 0xD h x Ax f x h x Bh x g x h xε ε ε ε ε ε + − − =   

其中 
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计算可得： 
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那么 

( )
( )

1

2 3
2

0

1 2
2

f

f

η ξ

ς ξ ξ ξ

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= =

= = + +
 

系统(3.2)在中心流形上的降阶形式可以转化为： 
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此时，零解为不稳定的。 
情形 2 取 0m = ，系统(3.1)可转化为： 
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转化为可应用中心流形的形式： 
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中心流形为： ( ) ( )3 1 3 3 2 3, , ,E f S p I f S p∗ ∗ ∗ ∗= = ，利用近似计算方程， 
其中 

( ) ( )3 3 3 1 2, , , , , 0x S y E I p h f f Aε∗ ∗ ∗≡ ≡ = = = ， 
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计算可得 

1 2 1 20, 0, 0, 0ρ ρ κ κ= = = =  

可得到一低维控制方程 

( )( ),A f hξ ξ ξ ξ∗ ∗ ∗ ∗′ = +  

对系统(3.3)可知： 3 0I ∗ = 且 3 0E∗ = 即 S 轴是不变流形，意思是 S 轴上每个点都是吸引点。 

4. 结论 

传染病动力学是一种基于数理建模与系统分析的疾病传播研究方法。该方法通过整合病原体扩散特

征、宿主群体动态变化及社会环境变量等多维参数，构建包含微分方程、网络拓扑和随机过程的理论框

架，重点解析疫病传播的内在机理与外部驱动因素。 
本文主要考虑具有非线性传染率的高维传染病模型，进行定性分析[5]。在参数满足相应条件下，一

维中心流形的存在性得以说明，类似的方法也适用于其他传染病模型的全局分析。 
当参数在相应范围内变动的时候，系统(2.1)不仅存在边界平衡点还存在一正平衡点，边界平衡点始

终为局部渐近稳定的。而当正平衡点满足
( )2 1

1
m m n

m n
+ −

>
+

的条件时，系统存在一维中心流形，平衡点不

稳定；此外，参数范围内的其他情况，诸如二维中心流形、利用正向不变集分析轨线走向等也将会继续

探讨。 
这种系统动力学视角不仅可突破横断面数据的局限性，更能通过相空间分析预判流行态势的长期演

化轨迹，为应对新发突发传染病提供具有前瞻性的科学依据。对于次数达到四阶及以上的高维系统，由

于动力性态非常复杂，具有一定的研究价值；关于高维系统的同宿异宿环问题以及高维系统周期轨道的

唯一性问题及分支问题还有待于进一步探讨和研究。 
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