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摘  要 

本文应用动力系统分支方法研究了Radhakrishnan-Kundu-Lakshmanan方程的分支相图和非线性波

解，给出了µ < 0和µ > 0时RKL方程的分支相图，同时，对λ、τ、µ和n的不同参数值条件下的分析，结合

特殊轨道进行积分得到了RKL方程的12个新的非线性波解。 
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Abstract 
In this work, the bifurcation phase portraits and exact nonlinear solutions of the Radhakrishnan-
Kundu-Lakshmanan equation (RKL) are studied by using the bifurcation method of dynamical systems. 
The bifurcation phase portraits of the RKL equation are presented when µ < 0 and µ > 0. Additionally, 
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by analyzing different parameter values of λ, τ, µ and n, and integrating along specific orbits, 12 new 
nonlinear wave solutions of the RKL equation are obtained. 
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1. 引言 

非线性偏微分方程已经成为现代数学中的重要分支。随着研究的深入，人们发现很多复杂的自然科

学问题最终都可归结为非线性偏微分方程，非线性偏微分方程在物理学、生物医学、空气动力学、海洋

物理和材料科学等众多领域中有广泛的应用价值。因此，对于非线性偏微分方程及其精确解的研究倍受

学术界关注，是目前热门研究领域之一[1]-[5]。随着光纤通信技术的发展，发现了光脉冲的传播受到多种

因素的影响，例如群延迟色散、三阶色散、自相位调制以及自陡峭效应。为了描述这些物理现象[6] [7]。
Radhakrishnan、Kundu 和 Lakshmanan 引出了 Radhakrishnan-Kundu-Lakshmanan (RKL)方程[8]，该方程是

通过对光纤中光脉冲传播过程的物理机制进行分析和建模而得到的非线性偏微分方程。 

( ) ( )2 4 2 4
1 2 1 2 0, 1n n n n

i xx xxx
x

i a b b i c c i iψ ψ ψ ψψ ψ ψ ψ γψ+ + + + + + = = −              (1) 

其中，b1 和 b2 源自自相位调制，而 γ 源自三阶色散(3OD)，c1 和 c2 源自自陡峭结构，而 a 源自色散。n > 
0 源自完全非线性，而 ψ = ψ(x, t)表示非线性波形，其中 x 和 t 依次为空间变量和时间变量。RKL 方程是

非线性薛定谔方程(NLSE)的一个修正方程，它纳入了高阶色散和非线性效应。该方程已在各种光纤系统

中得到广泛应用，包括孤子传输、破碎波、非线性脉冲动力学，以及等离子体物理学、流体动力学和玻

色–爱因斯坦凝聚等其他领域[9]-[11]。近年来，许多学者使用不同的方法来构造 RKL 方程及其广义 RKL
方程的孤子解。在过去的几年里，许多学者对 RKL 方程进行了研究。例如，Bansal 等人[12]运用李群分

析方法来研究具有幂律非线性和非线性色散的 RKL 方程，得到了明孤子和暗孤子解。Biswas 等 3 人[13]
采用扩展试验函数法求解 RKL 方程，得到了具有克尔定律和幂律非线性的光孤子解。Yıldırım 等人[14]
利用五种积分方法求解了双折射光纤中由 RKL 方程描述的色散光学孤子问题。Arshed 等人[15]应用 G′/G2

展开法和 sine-Gordon 方程展开法求解了含有完全非线性的 RKL 方程。Mahmood 等人[16]使用 EDA 法求

解 RKL 方程，得到了多种孤子解，研究了光孤子在双折射光纤中的传播特性。Peng 等人[17]主要研究了

含有乘性噪声的分数阶 RKL 方程的孤子解和动力学特性。Samir 等人[18]利用一种改进的直接代数积分

技术求解了含有乘性噪声的 RKL 方程。Hussain 等人[19]通过使用多种方法研究了具有迈克尔折射率的

RKL 方程，分析了孤子解以及系统的动力学行为。Arnous 等人[20]研究了具有双幂律非线性折射率的 RKL
方程，通过多种方法求解光孤子、推导守恒定律。但是，上述文章在研究 RKL 方程时，由于系统参数众

多，全面分析参数变化对系统的影响存在困难，导致研究不够全面。此外，有些方法会产生复杂的方程

组，导致求解困难，没有对方程的非线性波解进行全面分析。 
本文运用动力系统的分支方法[21]-[25]研究了 RKL 方程的各类精确非线性波解。当非线性偏微分方

程能转化为结构清晰且奇点可求解、特殊轨道可积分的动力系统时，动力系统分支方法可有效找到非线
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性波解。我们首先通过特定的变换将该偏微分方程转化为一个常微分方程。然后，我们把这个常微分方

程转化为一个平面动力系统。通过将分支理论与数学软件 Mathematica 相结合，我们绘制出分支相图。随

后，经过进一步分析，沿一些特殊的轨道积分，我们得到了非线性波解。之后，我们应用定性理论和分

支方法，得到当参数 0µ < 、 0µ > 时 RKL 方程的分支相图。当参数 λ、τ、µ 和 n 处于不同的取值范围时，

我们推导出了方程(1)的许多新非线性波解，其中包括孤立波解、扭波解、奇异波解和周期波解。 

2. 分支分析 

为了研究 RKL 方程，首先，我们设定非线性波变换 ( ) ( ) ( , )e, i x tx t Uψ ξ=  ， ( )k x tξ ν= − ， 

( ),x t x tκ ϖ ϑ= − + + ，其中， ( )U ξ 是振幅分量，ξ 是波变量， ( ),x t 是相位分量，κ、ϖ、ν 和 ϑ 依次为

频率、波数、速度和相位常数，将其代入方程(1)中，令实部和虚部为 0。将方程(1)转化为关于 ( )U ξ 的常

微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 1 4 1 2
1 1 2 2 3 0n na U b c b c U k a UU ξξκ γκ ϖ κ κ γκ+ +− + + + + + + + + =              (2) 

和 

( )( ) 2 1 4 1 2
1 22 3 0n na U c U c U k Uξξκ γκ ν γ+ +− + + + + + =                        (3) 

通过使方程(2)和方程(3)这两个方程的系数相等，可得到以下关系式 2a γ= − ，ϖ ν= ， 1 2 0b b= = 。令

1κ = ，通过化简可以得到以下方程： 

( ) 2 1 4 1 2
1 2 0n nU c U c U k Uξξγ ν γ+ +− + + + =                             (4) 

通过转换方程(4)可得： 

2 1 4 11 2
2 2 2

n nc cU U U U
k k kξξ

γ ν
γ γ γ

+ +−
= − − −                              (5) 

为了方便讨论，令 1 2
2 2 2, ,c cµ

k k k
γ ν τ λ
γ γ γ
−

= = − = − 。 

方程(4)可以构造出以下平面哈密顿系统： 

4 1 2 1

d ,
d
d
d

n n

U y

y U U

ξ

λ τ µ
ξ

+ +

 =

 = + −


                                  (6) 

(6)式首次积分可以得到如下的哈密顿函数： 

( ) 4 2 2 2 2 21,
4 2 2 2 2 2

n n µH U y U U U y h
n n
λ τ+ += + − − =
+ +

                       (7) 

其中，h 是哈密顿量。 
为了研究系统(6)的奇点分布情况，令 

( ) 4 1 2 1n nf U U U Uλ τ µ+ += + −                                   (8) 

假设 ( ),0φ∗ 是系统(6)的奇点，则系统(6)在点 ( ),0φ∗ 处的特征根为： 

( ) ( )2 ,0 fλ φ φ= ′  

根据动力学系统的理论，我们得出了以下结论： 
1) 当 ( ) 0f φ′ < 时， ( ),0φ∗ 是中心； 
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2) 当 ( ) 0f φ′ > 时， ( ),0φ∗ 是鞍点； 
3) 当 ( ) 0f φ′ = 时， ( ),0φ∗ 是退化鞍点。 
分别求解方程 ( ) 0f φ′ = 和 ( ),0 0H φ∗ = ，得到如下两条分支曲线 1L 和 2L ： 

2

1 :
4

L
µ
τλ = −  

和 

( )
( )

2

2
2 1

:
2 2
n

L
n

τ
λ

µ
+

= −
+

 

利用分支方法、定性理论和数学软件 Mathematica，我们得到了图中系统(6)的分支相图(见图 1)。 
 

 
(a) µ < 0，n 是奇数 

 
(b) µ < 0，n 是偶数 
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(c) µ >0，n 是奇数 

 
(d) µ < 0，n 是偶数 

Figure 1. Bifurcation phase portraits of the RKL equation 
图 1. RKL 方程的分支相图 

3. 非线性波解 

3.1. 命题 1 

当 0, 0, 0µ τ λ< < < 时，由图 2 可以看出，在平面系统上，轨道 1 2,Γ Γ 的表达为： 

[ ]2 4 1 2 2 2
1 2,  ,

2 1 1
n ny U U U U

n n
λ τ µ φ φ+ += + − ∈
+ +

                        (9) 

其中 

( )
( )

( )
( ) ( )

1
1 2
22

1 2

2 1 2 1
2 2 2 12 2

n

n n
n nn

τ τ λµφ
λ λ

  − + +  = − − +  + ++   
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( )
( )

( )
( ) ( )

1
1 2
22

2 2

2 1 2 1
2 2 2 12 2

n

n n µ
n nn

τ τ λφ
λ λ

  − + +  = − +  + ++   

 

 

 
Figure 2. The phase portraits when 0, 0, 0µ τ λ< < <  
图 2. 0, 0, 0µ τ λ< < < 时相图 

 

将方程(9)代入
d
d

yφ
ξ
= ，并沿着轨道 1 2,Γ Γ 进行积分，我们得到 

1

1 0
4 1 2 2 2

1 d d

2 1 1

U

n n

s s
s s s

n n

ξ

φ λ τ µ+ +

− =
+ −

+ +

∫ ∫                          (10) 

和 
2

2 0
4 1 2 2 2

1 d d

2 1 1

U

n n

s s
s s s

n n

ξ

φ λ τ µ+ +

=
+ −

+ +

∫ ∫                          (11) 

对方程(10)和(11)进行积分，由此可以得到方程(1)的两个孤立波解： 

( )

1
2

2
1

1 2
2

1 1 1

4 e

e 4

n
n

n

pU
q p

ξ µ

ξ µ

β

β λ

−

−

 
 =  

− − 
 

                              (12) 

( )

1
2

2
1

2 2
2

1 1 1

4 e

e 4

n
n

n

pU
q p

ξ µ

ξ µ

β

β λ

− −

− −

 
 =  

− − 
 

                              (13) 

其中， ( ) ( )
( )

( )4 2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 2
1

2 22 1
2 1 , ,

1

n n n

n

p q p q pn
p n q

n

λφ φ φ
µ τ β

φ

+ + + ++
= − + = =

+
。 

3.2. 命题 2 

当
( )
( )

2

2

2 1
0, 0,

2 2
n

µ
n

τ
τ λ

µ

− +
< < =

+
时，由图 3 可以看出，在平面系统上，轨道 3 4,Γ Γ 的表达式为： 

( )
( )

2
2 4 2 2 2 2

32 ,  0,
12 2

n ny U U U U
nn

τ τ µ φ
µ

+ += − + − ∈
++

                   (14) 
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其中 

( )
1

2

3
2 1 nn µ

φ
τ

 
 
 

+
=  

( )
1

2

4
2 1 nn µ

φ
τ
+ 

= − 
 

 

其中， ( )1 30,φ φ∈ 。 
 

 

Figure 3. The phase portraits when ( )
( )

2

2

2 1
0, 0,

2 2
n

µ
n

τ
τ λ

µ
− +

< < =
+

 

图 3. ( )
( )

2

2

2 1
0, 0,

2 2
n

µ
n

τ
τ λ

µ
− +

< < =
+

时相图 

 

将方程(14)代入
d
d

yφ
ξ
= 并沿轨道 3 4,Γ Γ 进行积分，我们得到 

( )

3
1 02

4 2 2 2 2
2

1 d d

12 2

U

n n

s s
s s s

nn

ξ

φ
τ τ µ

µ
+ +

∫ =

− + −
++

∫

                          (15) 

和 

( )

3

1 2 0
4 2 2 2 2

2

1 d d

12 2

U

n n
s s

s s s
nn

ξ

φ τ τ µ
µ

+ +

− =
− + −

++

∫ ∫

                          (16) 

对方程(15)和(16)进行积分，由此可以得到方程(1)的两个扭波解： 

( )

1
2

2
2

3 2
2 2

2 2 2

4 e 
e

n
n

n

µU
q q

µξ

µξ

β

β

−−

−−

 
− =  

− − 
 

                               (17) 
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( )

1
2

2
2

4 2
2 2

2 2 2

4 e

e

n
n

n

µU
q q

µξ

µξ

β

β

−

−

 
− =  

− − 
 

                                (18) 

其中， 2 1
q

n
τ

=
+

，

2
4 2 2 22

1 2 1 2 1

2 2
1

2 2
4

n n n

n

q q qφ µ φ µ φ µ
β

φ

− + + −
=

  



。 

3.3. 命题 3 

当
( )
( )

2

2

2 1
0, 0,0

2 2
n

µ
n

τ
τ λ

µ

− +
< < < <

+
时，由图 4 可以看出，在平面系统上，轨道 5 6,Γ Γ 的表达式为： 

[ ]2 4 1 2 2 2
6 5,  ,

2 1 1
n ny U U U U

n n
λ τ µ φ φ+ += + − ∈
+ +

                      (19) 

其中 

( )
( )

( )
( ) ( )

1
1
2

2
2

5 2

2 1 2 1
2 2 2 12 2

n

n n
n nn

τ τ λµφ
λ λ

  − + +  = − +  + ++   

 

( )
( )

( )
( ) ( )

1
2

1
2

2

6 2

2 1 2 1
2 2 2 12 2

n

n n
n nn

τ τ λµφ
λ λ

  − + +  = − − +  + ++   

 

 

 

Figure 4. The phase portraits when ( )
( )

2

2

2 1
0, 0,0

2 2
n

µ
n

τ
τ λ

µ
− +

< < < <
+

 

图 4. ( )
( )

2

2

2 1
0, 0,0

2 2
n

µ
n

τ
τ λ

µ
− +

< < < <
+

时相图 
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将方程(19)代入
d
d

yφ
ξ
= 并沿着轨道 5 6,Γ Γ 进行积分，我们得到 

5

5 0
4 1 2 2 2

1 d d

2 1 1

U

n n

s s
s s s

n n

ξ

φ λ τ µ+ +

=
+ −

+ +

∫ ∫                           (20) 

和 

6

6 0
4 1 2 2 2

1 d d

2 1 1

U

n n

s s
s s s

n n

ξ

φ λ τ µ+ +

− =
+ −

+ +

∫ ∫                           (21) 

对方程(20)和(21)进行积分，由此可以得到方程(1)的两个孤立波解： 

( )

1
2

2
3

5 2
2

3 2

4 e
4e

2 1

n

n

n

µU
q

n

ξ µ

ξ µ

β
λµβ

− −

− −

 
 −

=  
 − +

+ 

                            (22) 

( )

1
2

2
3

6 2
2

3 2

4 e
4e

2 1

n

n

n

µU
q

n

ξ µ

ξ µ

β
λµβ

−

−

 
 −

=  
 − +

+ 

                            (23) 

其中，

4 2 2 2
5 2 5 2 5

3 2
5

2 2
2 1

n n n

n

µ µq q
n
λ φ φ µ φ µ

β
φ

−
− + + −

+= 。 

此外，由图 4 还可以看出，在平面系统上，轨道 7 8,Γ Γ 的表达式为： 

( )2 4 1 2 2 2
5 7,  ,

2 1 1
n ny U U U U

n n
λ τ µ φ φ+ += + − ∈
+ +

                      (24) 

其中 

( )
( )

( )
( )

1
1 2
22

7 2 ( )
2 1 2 1
2 2 2 12 2

n

n n
n nn

τ τ λµφ
λ λ

  + +  = − + +  + ++   

 

和 

( )
( )

( )
( ) ( )

1
1 2
22

8 2

2 1 2 1
2 2 2 12 2

n

n n
n nn

τ τ λµφ
λ λ

  + +  = − − + +  + ++   

 

其中， ( )2 5 7,φ φ φ∈ 。 
将方程(24)代入

d
d

yφ
ξ
= ，沿着轨道 7 8,Γ Γ 进行积分，我们得到 
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                          (26) 

对方程(25)和(26)进行积分，由此可以得到图 4 参数情况下方程(1)的另外两个奇异波解： 
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其中，
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n n n

n

µ µq q
n
λ φ φ µ φ µ

β
φ

−
− + + −

+=
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

。 

3.4. 命题 4 

当 0, 0µ λ> > 时，由图 5 可以看出，在平面系统上，轨道 9 10,Γ Γ 的表达式为： 
 

 
Figure 5. The phase portraits when 0, 0µ λ> >  
图 5. 0, 0µ λ> > 时相图 
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和 

( )
( )
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其中， ( )3 90,φ φ∈ 。 

将方程(29)代入
d
d

yφ
ξ
= ，并沿着轨道 9 10,Γ Γ 进行积分，我们得到 
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                          (31) 

对方程(30)和(31)进行积分，由此可以得到方程(1)的两个奇异波解： 
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其中 
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3.5. 命题 5 

当
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时，由图 6 可以看出，在平面系 

统上，轨道 11 12,Γ Γ 的表达式为： 
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其中， ( )4 110,φ φ∈ 。 
 

 

Figure 6. The phase portraits when ( )
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图 6. ( )
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时相图 

 

将方程(34)代入
d
d

yφ
ξ
= ，并沿着轨道 11 12,Γ Γ 进行积分，我们得到 
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                          (36) 

对方程(35)和(36)进行积分，由此可以得到方程(1)的两个周期波解： 
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4. 结论 

本文应用平面动力系统分支方法和定性理论，研究了 Radhakrishnan-Kundu-Lakshmanan 方程。我们

得到了四种情况下 Radhakrishnan-Kundu-Lakshmanan 方程的分支相图：1) 0µ < ，n 是奇数；2) 0µ < ，

n 是偶数；3) 0µ > ，n 是奇数；4) 0µ > ，n 是偶数。在命题中，我们得到了 12 个新的非线性波解，包

括 4 个孤立波解、2 个扭波解、4 个奇异波解和 2 个周期波解。与参考文献的结果相比，我们通过详细分

析不同参数组合下的解，揭示了参数与解之间更为精细的内在联系，这种方法从全局视角分析波的存在

与类型，更系统地揭示方程解的特性，极大地拓展了 RKL 方程解的多样性，丰富了 RKL 方程的解系。

同时，本文的方法可应用于许多其他的非线性变化的方程，我们相信有许多新的结果有待于运用该方法

进行进一步的研究。 
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