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摘  要 

本文研究了半耗散格点非线性Schrödinger方程组解的拉回渐近行为及其概率分布。该方程组描述带有

杂质的Bose-Einstein浓缩模型，模型中的Bose波函数具有耗散性，杂质波函数的能量守恒。作者首先证

明该问题的整体适定性，然后研究Bose波函数在适当意义下拉回吸引子的存在性，接着应用该拉回吸引

子和广义Banach极限构造统计解，并证明统计解满足Liouville型定理。 
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Abstract 
In this paper, the pullback asymptotic behavior of solutions to the nonlinear Schrödinger system of 
equations with semi-dissipative lattices and their probability distributions are studied. The equations 
describe the Bose-Einstein condensation model with impurities, in which the Bose wave function is 
dissipative, and the energy of the impurity wave function is conserved. The authors first prove the 
global well-posed of the problem and then investigate the existence of a pullback attractor for the Bose 
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wave function in a suitable sense. The authors then apply the pullback attractor and the generalized 
Banach limit to construct a statistical solution and show that the statistical solution satisfies the Liou-
ville-type theorem. 
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1. 引言 

研究下面非自治耦合格点非线性 Schrödinger 方程组的初值问题： 
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其中，表示整数集，i 表示虚数单位， ( )mu ⋅ 和 ( )mv ⋅ 是未知的复值函数， ( )mf ⋅ 是给定的外力项，γ 和δ
均为正的常数，τ ∈为初始时刻， ,mu τ 和 ,mv τ 为初值，线性算子 A 定义为： 

( ) ( )1 12 , .m m m mm m
Au u u u u u+ − ∈

= − − ∀ = 
 

方程组(1)1~(1)2 来源于下面的非自治耦合格点非线性 Schrödinger 方程组 

 
( ) ( )2 2

2

1 | | , ,
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 + ∆ + − − + =
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在一维直线上对空间变量 x 离散化，取步长为 1，则由方程组(2)得到方程组(1)1~(1)2。 
方程组(2)刻画了存在杂质的 Bose-Einstein 浓缩模型，其中 u 和 v 分别表示 Boson 和杂质波动函数，

0γ > 表示冷凝物的潮湿系数， ( ),f x t 是随着时间变化的外力项。 
当系统不含任何杂质(即 ( ) 0v t ≡ )时，方程组(2)变成 

 ( ) ( )21 , .tiu u u u i u f x tγ+ ∆ + − + =  (3) 

方程(3)是下面 Schrödinger 方程 

 ( )21 0tiu u u u+ ∆ + − =  (4) 

带有弱阻力的形式。方程(4)作为现代数学物理的基本方程已经被广泛研究(参考[1]-[4])。 
方程(2)1 具有耗散性，而方程(2)2 的能量( 2L 范数)守恒，因此耦合方程组(2)在 2 2L L× 范数下不可能存

在经典的全局吸引子或拉回吸引子(见[5])。为了克服方程(2)2 能量守恒带来的困难，在[6]中，作者将方

程(2)2 解的集合作为方程(2)1 解映射生成的半过程的符号空间，在 2L 空间中的范数拓扑下，以及在 1H
空间中弱拓扑下证明了一致吸引子 δ 的存在性，并研究了耦合参数 δ 趋于 0 时一致吸引子 δ 的极限
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行为。 
在[7]中，作者利用[6]的思想证明了格点系统(1)在自治情形下一致吸引子的存在性并给出了其

Kolmogorov- ε 熵的上界估计。格点系统包括耦合的常微分方程组、耦合映射格点和细胞自动机。在某些

情况下，格点系统表现为偏微分方程的空间变量离散化近似。已有许多关于格点系统的理论研究与应用，

在应用方面涉及电气工程[8]、图像处理[9]、模式识别[10]等领域，其中关于吸引子理论方面的研究可以

参考文献[11]-[17]。 
本文的初衷是应用无穷维动力系统的途径研究系统(1)的统计解。统计解的概念来源于统计物理中人

们对湍流的研究。湍流中的大多数物理量如速度、动能、能量耗散等，在不同时间和空间点上变化差异

非常大，表现为高度的不规则和不可预测特征，但对这些量于时间或空间进行平均后则表现出一定的规

律(见[18])。为了刻画湍流的这一共性，人们引入了统计解的概念。较早的统计解的概念有两种，一种是

由 Foias 和 Prodi 引入的 Foias-Prodi 统计解(见[19])，它是一族以时间变量为参数的 Borel 概率测度，用来

刻画二维不可压 Navier-Stokes 方程组的解在其相空间上的概率分布。另一种是由 Vishik 和 Fursikov 引入

的 Vishik-Fursikov 统计解(见[20])，它是单个的 Borel 概率测度，用来描述三维不可压 Navier-Stokes 方程

组的解在其时空速度场的概率分布。 
目前，统计解已成为严格的数学概念，用来刻画微分方程的解在相应相空间中的概率分布，统计解

的理论也有很大发展。例如，文献[21]研究了三维不可压 Navier-Stokes 型方程轨道统计解的存在性，文

献[22]则给出了演化方程统计解与轨道统计解的理论框架；文献[23]利用自然平移半群和轨道吸引子构造

了三维全局修正 Navier-Stokes 方程组的轨道统计解；文献[24]给出了一般自治发展方程轨道统计解存在

的充分条件。其他从无穷维动力系统途径研究微分方程统计解的文献可以参考[25]-[28]等，这些文献中，

作者先证明相应的解映射存在拉回吸引子或轨道吸引子，然后结合广义 Banach 极限构造解映射的不变测

度，接着证明构造的不变测度为相应方程的统计解或轨道统计解。事实上，对于耗散演化系统不变测度

的存在性，目前已有较成熟的结果。例如，文献[29]证明了耗散半群存在不变测度的充分条件，文献[30]
将[31]的结果推广到了非自治情形，给出完备度量空间上的耗散过程存在不变测度的充分条件；文献[32]
讨论了一阶格点系统的不变测度；最近，文献[33]证明了具有全局随机吸引子的随机动力系统存在不变样

本测度的充分条件。需要指出的是，耗散性在上面提到的文献的研究中起到了关键作用。 
然而，本文研究的耦合格点非线性 Schrödinger 方程组(1)1~(2)1 仅具有半耗散的特征，已有的方法将

不能直接应用，这是本文研究中需要解决的主要困难。事实上，经简单计算可知 ( ) ,v t v t Rτ= ∈ ，这表

明杂质波函数 ( )v ⋅ 的能量是守恒的，将导致方程组(1)1~(1)2在
2 2×  范数下不可能存在经典的全局吸引子

或拉回吸引子(见[5])。为克服这一困难，我们考虑集合 { }2Ξ j v v j= ≤ ，其中 j 为任意给定的自然数，把

方程(1)1 看作带有势函数 ( ) ( )2
m mv u⋅ ⋅ 和外力项 ( )mf ⋅ 的非自治演化方程，其中 ( )( ) Ξ ,m jm

v t t
∈
∈ ∀ ∈


 ，进

而在非自治格点系统的理论框架下研究方程(1)1 的拉回吸引子，并应用拉回吸引子和广义 Banach 极限构

造其解映射的不变测度，最后证明该不变测度是(1)1 的统计解且满足 Liouville 定理。 

2. 解的整体适定性 

首先介绍一些符号空间和算子。对于1 p≤ < +∞，记 

 ( ){ }| , pp
m m mmm

u u u u
∈∈

= = ∈ < +∞∑




   

并赋以范数 ( )
1

p p
mm Zpu u

∈
= ∑ 。特别地，当 1p = 时，在 2

 上定义内积和范数为 ( ), m m
m

u v Re u v
∈

= ∑


，

( )2 ,u u u= ， ( ) ( ) 2,m mm m
u u v v

∈ ∈
∀ = = ∈  ，其中 mv 表示 mv 的共轭。显然， ( )( )2 , ,⋅ ⋅ 为 Hilbert 空间。 
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在 2
 上定义线性算子 B 和 *B 如下： 

( ) ( ) 2
1 , , ,m m mm m

Bu u u m u u+ ∈
= − ∀ ∈ ∀ = ∈  

( ) ( )* 2
1 , , .m m m mm

B u u u m u u− ∈
= − ∀ ∈ ∀ = ∈  

不难验证 *B 是 B 的伴随算子，且 

( ) ( ) ( )* 2, , , , , ,Au v B Bu v Bu Bv u v= = ∀ ∈  

2 2 2 2 216 , 4 , .Au u Bu u u∀ ∈≤ ≤   
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。考虑方程(1)1 相应的初值问题如下： 
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
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其中， Ξ jv∈ ，j 为某自然数。为保证初值问题(5)解的整体适定性，我们假设函数 ( )f ⋅ 满足下面条件： 

(H)：设 ( ) ( )( ) ( )2
m m

f t f t
∈

= ∈ 


 ，且存在正的常数 0,

2
γκ  ∈ 

 
使得 

 ( ) ( )2 2e d e , ,
tt

f K t t R
γ κ

γθ θ θ
 + 
 

−∞
< ∈∫  (6) 

其中， ( )K ⋅ 是上连续函数，对每个 t∈， ( )K ⋅ 在区间 ( ], t−∞ 上有界。 
引理 2.1：设条件(H)成立，则对任意自然数 j，任意初始时刻τ ∈，以及任意 2uτ ∈ ，初值问题(5)

存在唯一的解 [ ]( ) ( )( )2 1 2, ; , ;u τ τ∈ +∞ +∞    ，满足 

 ( ) ( ) ( )2 22 ee e d , .
t tt su t u f s s t

γ
γ τ γ

τ τ
τ

γ

−
− −≤ + ∀ ≥∫  (7) 

并且，解 ( )u ⋅ 在 2
 范数下连续地依赖于初值。 

证明：容易验证方程(5)1 中的非线性项满足局部 Lipschitz 条件。对任意给定的自然数 j，任意初始时

刻τ ∈，以及任意 2uτ ∈ ，解的整体存在性可由经典的常微分方程理论得到。下面先证明估计式(7)。用

( )u t 与(5)1 式作内积 ( ),⋅ ⋅ 并取虚部，然后用 Hölder 不等式，可得 

 ( ) ( ) ( )2 2 2d 1 , .
d

u t u t f t t
t

γ τ
γ

+ ≤ ∀ ≥  (8) 

对(8)式应用 Gronwall 不等式即得(7)。 
下面证明解关于初值的连续依赖性。设

( ) ( ) ( ) ( )( ), ; , 1, 2k k ku u u kττ⋅ = ⋅ = ，分别为初值问题(5)的解，记

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2u u u⋅ = ⋅ − ⋅ ，则 ( )u s 满足 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

d
1 , , , ,

d
,

u s
i Au s i u s G u s s G u s s s

s
u u u

γ τ

τ τ τ


− + + = − >


 = −



 



 (9) 

其中， ( ) 2 2, , Ξ jG u t u u v u v= + ∈ 。用 ( )u s 与(9)1 式在 2
 上作内积并取虚部得 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 21 d , , , .
2 d

u s u s Im G u s s G u s s u s
s

γ+ = −    (10) 

直接计算得到 
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其中，
( ) ( )( )1 2

1 1 , , ,c c w w tτ τ τ= 是只依赖于
( ) ( )1 2, , ,u u tτ τ τ 和 j，但不依赖于 s 的正的常数。结合(10)和(11)，

我们得到 

( ) ( ) ( )2 2
1

d 2 .
d

u s c u s
s

γ≤ −   

应用 Gronwall 不等式，即得 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1
2 21 2 2 1 2, ; , ; e .c tu t u u t u u uγ τ

τ τ τ ττ τ − −− ≤ −  (12) 

证明完毕。 
由引理 2.1 知对于任意给定的自然数 j，问题(5)的解映射 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1, : , ; , , ,U t u u t u t u U t u tτ τ ττ τ τ τ∈ = = ∈ ∀ ≥ 

 

在 2
 上生成过程一个连续的过程 ( ){ },

t
U t

τ
τ

≥
，其中 ( ) ( ), ;u t u t uττ= 表示问题(5)在初始时刻τ 以 uτ 为初值

的解。 

3. 拉回吸引子的存在性 

在这一节中，我们先证明过程 ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥
在 2
 中存在一个有界拉回吸收集，然后证明其具有拉回渐

近零性质，进而得到拉回吸引子的存在性。 
记 ( )2

 为 2
 中所有非空子集构成的集合。根据(6)式，我们记 γ 为一族非空子集 

( ){ } ( )2|D̂ D s sγ γ= ∈ ∈   ，其中 ( ) 2D sγ ⊂  并且满足 

 
( )

2lim e sup 0.s

s D sγ

γ

ξ
ξ

→−∞ ∈
=  (13) 

则 2
 中所有有界集都属于 γ 。 

定义 3.1：1) 若存在 ( ){ }0 0
ˆ |s s= ∈  ，其中对每个 s∈， ( )0 s 是 2

 中的有界集，使得对任意

( ){ }|D̂ D s sγ γ γ= ∈ ∈  ，存在 ( )0 0 , ˆt D tγτ τ= ≤ 有 ( ) ( ) ( )0 0, ,U t D tγτ τ τ τ⊂ ∀ ≤ ，则称 0̂ 为过程 

( ){ },
t

U t
τ

τ
≥
在 2
 中的有界拉回吸收集。 

2) 设 t∈给定。若对任意满足 n tτ ≤ 且 lim nn
τ

→∞
= −∞的数列{ } 1n n

τ
≥
，任意 

( ){ } ( )2 |ˆ ,
n nD D s s u Dγ τ τ= ∈ ∈ ∈ ∈   ，序列 ( ){ }

1
,

nn n
U t uττ

≥
在 2
 中存在收敛的子列，则称过程 

( ){ },
t

U t
τ

τ
≥
在 2
 中是拉回渐近紧的。 

3) ( ){ }|t tγ ∈ 称为过程 ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥
在 2
 中的拉回吸引子，若其满足下面三个性质： 

① 紧性：对每一个 t∈， ( )tγ 是 2
 中的非空紧子集； 
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② 不变性： ( ) ( ) ( ), ,U t t tγ γτ τ τ= ∀ ≥  ； 

③ 拉回吸引性： ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }2lim dist , , 0, |ˆ ,U t D t D D s s tγ γ γ γ γτ
τ τ

→−∞
= ∀ = ∈ ∈ ∈



   ，其中 ( )2dist ,⋅ ⋅


表示 2
 的子集间的 Hausdorff 半距离。 
下面先证明过程 ( ){ },

t
U t

τ
τ

≥
在 2
 中存在一个有界拉回吸收集。 

引理 3.1：设条件(H)成立，则过程 ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥
在 2
 中存在一个有界拉回吸收集。 

证明：记 

 ( ) ( )
1
22e1 e d , .

t t sR t f s s t R
γ

γ
γ γ

−

−∞

 
= + ∈ 
 

∫  (14) 

则由(6)、(13)、条件(H)和定义 3.1-1)知 ( )( ){ }0 0 |ˆ ; R s sγ= ∈  即为过程 ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥
在 2
 中的有界 

拉回吸收集，其中 ( )( ) ( ){ }220; |B R s u u R sγ γ= ∈ ≤ 。 
接下来证明过程 ( ){ },

t
U t

τ
τ

≥
具有拉回渐近零的性质。 

引理 3.2：设条件(H)成立。则对于给定的 , 0t ε∈ > 和 ( ){ }|D̂ D s sγ γ γ= ∈ ∈  ，存在 

( ), ˆ,M M t Dγε= ∈  和 ( )ˆ, ,t D tγτ τ ε= ≤  ，使得 

 
( )

( )( )
2 2sup , , .

mu D m M
U t u

τ γ
τ

τ
τ ε τ τ

∈ ≥

∀≤ ≤∑


  (15) 

证明：根据 Urysohn 引理知存在光滑函数 ( ) ( )1 ,χ + +⋅ ∈   满足 

 

( )
( )

( )
( ) ( )0

0, 0 1,

0 1, 1 2,

1, 2,

, 0.

x x

x x

x x

x x

χ

χ

χ

χ χ

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

′

 =


 = ≥
 ≥ ≤ 某正数

 (16) 

考虑任意的 ( ){ }|D̂ D s sγ γ γ= ∈ ∈  。对任意 , ,t tτ τ∈ ≥ ， ( )u Dτ γ τ∈ ，记 ( ) ( ) 2,u t U t uττ= ∈ ，则

( )u ⋅ 是方程(5)以 ( )u uττ = 为初值，以 ( ) Ξ jv ⋅ ∈ 为势函数的解。设 M 为某自然数。 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , .m m m m

m
p u m p p p

M
χ

∈

 
⋅ = ⋅ ∈ = ⋅ = ⋅ 

  
  

用 ( )p s 与(5)1 式作内积 ( ),⋅ ⋅ 并取虚部得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ]

2

2

1 ,

, , , .

Im iu s Au s i u s u s u s p s

Im v s u s f s p s s t

γ

τ

− + + −

= + ∈



 (17) 

化简得 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , , .u s p s u s p s Im f s p s Im Au s p s s tγ τ+ = + ∈  (18) 

经计算和估计，得到 

 ( ) ( )( ) ( ) 21 d, ,
2 d m

m

m
u s p s u s

s M
χ

∈

 
=  

 
∑


 (19) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

( )

1 1

1 1

1

2
0

0

, ,

1

1

1

, ,

m m m m
m

m m m m
m

m m
m

Im Au s p s Im Bu s Bp s

m m
Im u u u u

M M

m m
Im u u u u

M M

m m
u u

M M

R s
s

M
γ

χ χ

χ χ

χ χ

χ
τ τ

+ +
∈

+ +
∈

+
∈

=

   +   
=             

     + 
= − +            

  +   
≤ −         

≤ ∀ ≥

− −

⋅

≥

⋅

∑

∑

∑







 (20) 

 ( ) ( )( ) ( ) 2
, ,m

m

m
u s p s u s

M
γ γ χ

∈

 
=  

 
∑


 (21) 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2

,

1 ,
2 2

m m
m M

m m
m m M

m
Im f s p s f s u s

M

m
u s f s

M

χ

γ χ
γ

≥

∈ ≥

 
≤ ⋅ 

 

 
≤ + 

 

∑

∑ ∑


 (22) 

其中， 0τ 为引理 3.1 中的拉回吸收时间。结合(18)~(22)得 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 02d 1 .

d m m m
m m m M

R sm m
u s u s f s

s M M M
γχ

χ γ χ
γ∈ ∈ ≥

   
+ +   

   
≤∑ ∑ ∑

 
 (23) 

对(23)式应用 Gronwall 不等式，得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 0
0

21e e d ,
tt t s

m m m
m m m M

R sm m
u t u f s s t

M M M
γ τ γγ

τ

χ
χ χ τ τ τ

γ
− − − −

∈ ∈ ≥

    
≤ + + ≥ ≥           

∑ ∑ ∑∫
 

 (24) 

其中， ( ) ( ) ( )2 2e et t
m

m

m
u u

M
γ τ γ τ

τχ τ − − − −

∈

 
≤ 

 
∑


。显然，对给定 0ε > ，存在 ( )1 1 , , ˆt Dγτ τ ε= 使得 

 ( ) ( ) ( )2
1e , , .

3
t

m
m

m
u t u D

M
γ τ

τ γ
εχ τ τ τ τ− −

∈

 
< ≥ ≥ ∀ ∈ 

 
∑


 (25) 

并且对上述 0ε > ，由假设(H)知存在 ( )1 1 , ˆ,M M t Dγε= ∈使得 

 ( ) ( )2
1

1 e d , .
3

t t s
m

m M
f s s M Mγ

τ

ε
γ

− −

≥

< ≥∑∫  (26) 

同样由假设(H)知，存在上连续函数 ( )K ⋅ ，对每个 ( )t K∈ ⋅， 在区间 ( ], t−∞ 上有界，使得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

20 0

20 0

0 20

00

2 2 ee d e 1 e d d

2 2e d e e d

22 e d

22 ,

2

st t st s t s

st tt s t

t st

R s
s f s

M M

s K s s
M M

K t
s

M M
K t

M M

γ
γ γγ γθ

τ

γ κγ γ

γ κ

χ χ θ θ
γ

χ χ
γ

χχ
γ γ

χχ
γγ γ κ

−
− − − −

 + − − −  

 − − − 

−∞ −∞

−∞

 

−∞

−∞

 
≤ + 

 

≤ +

≤ +

≤ +
 − 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫



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其中， ( )K t 是依赖于 ( )K t 的常数。因此，对上述 0> 存在 ( )2 2 , ˆ,M M t Dγ=  使得 

 
( ) ( )

0
0

2
2

e d , .
3

t t sr s
s M M

M
γ

τ

χ ε− − < ≥∫  (27) 

取 { }1 2max ,M M M= ， { }0 1min ,τ τ τ= ，由(24)~(27)即得(15)式。证明完毕。 
综合引理 3.1、引理 3.2 和文献[34]，我们得到： 
定理 3.1：设条件(H)成立。则对于任意给定的自然数 j，过程 ( ){ },

t
U t

τ
τ

≥
在 2
 中存在拉回 γ -吸引子

( ){ }ˆ |t t
γ γ
= ∈   满足定义 3.1-3)。 

4. 不变测度的存在性 

在这一节，我们证明过程 ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥
存在一族不变 Borel 概率测度{ }t t

µ
∈

，且对每个 t∈， tµ 的支

集包含于 ( )t
γ

 中。先介绍两个定义。 
定义 4.1：记Λ为定义在上的有界实值函数的全体。 Λ上的任意一个线性泛函(记作 LIM.→−∞ )若

满足： 
1) 对任何上的非负函数 ( )ϕ ⋅ ，有 ( )LIM 0y⋅→−∞ ⋅ ≥ ； 
2) 如果通常意义下的极限 ( )lim y

⋅→−∞
⋅ 存在，则 ( ) ( )LIM limy y⋅→−∞ ⋅→−∞

⋅ = ⋅ ， 

则称 LIM.→−∞为广义 Banach 极限。 
定义 4.2：若对于每个固定的 2uτ ∈ 和 t∈， 2

 -值函数 ( ),U t uττ τ

在 ( ), t−∞ 上连续且有界，则称

过程 ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥
在 2
 上是τ -连续的。 

已有结果[31]表明，完备度量空间中的一个连续过程若存在拉回吸引子且满足τ -连续性，则其存在一

族不变 Borel 概率测度。 
引理 4.1：设条件(H)成立。则对于给定的自然数 j，t∈和 2

*u ∈ ， 2
 -值函数 ( ) *,U t uτ τ

在 ( ), t−∞

上有界。 
证明：对于给定的自然数 j，给定的 2

*u ∈ 和 ,t τ ∈，由(6)得 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ]

2 22
*

22
*

22
*

ee e d

e e d

e e d , , .

s ss

t t

t t

u s u f

u f

u f s t

γ
γ τ γθ

τ

γ
γθ

τ

γ
γθ

θ θ
γ

θ θ
γ

θ θ
γ

−
− −

−

−

−∞

≤ +

≤ +

≤ + ∀ ∈ −∞

∫

∫

∫

 (28) 

由条件(H)知(28)式的右端是与 ( ),s t∈ −∞ 无关的有界量。 
引理 4.2：设条件(H)成立。则对于给定的自然数 j， 2

* *,uτ ∈ ∈ 和任意的 0ε > ，存在 

( )* *, , 0uδ δ ε τ= > ，使得 

 ( ) [ ) [ )* * * * *, , , , , .U t u u tτ ε τ τ τ δ τ τ δ− < ∀ ∈ + ∀ ∈ +  (29) 

证明：设 2
* *,uτ ∈ ∈ 和自然数 j 给定。直接计算得到 

 ( ) ( ) ( )( )
2

2 *
* * * * * *

d ,
, d 2 , , , .

d
t U u

U t u u Re U t u u u t
τ

θ τ
τ θ τ τ τ

θ
− = − − ≤ ≤∫  (30) 

接下来，我们对(30)式的右端项分别进行估计。首先，由(8)得 
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( ) ( ) ( ]

2
2*

*

d , 1 , , .
d

U u
f t

θ τ
θ θ τ

θ γ
≤ ∈  (31) 

对(31)式两边关于θ在 [ ], tτ 上积分，得 

 
( ) ( )

2
2*d , 1d d .

d
t tU u

f
τ τ

θ τ
θ θ θ

θ γ
≤∫ ∫  (32) 

由假设(H)知，对任意的 0ε > ，存在 ( )1 1 * *, , 0uδ δ ε τ= > ，使得 

 
( ) ( ) [ ) [ )

2 2
2*

* * 1 * 1

d , 1d d , , , , .
d 2

t tU u
f t

τ τ

θ τ εθ θ θ τ τ τ δ τ τ δ
θ γ

≤ < ∀ ∈ + ∀ ∈ +∫ ∫  (33) 

下面估计 ( )( )* * *, ,Re U t u u uτ − 。首先由 Cauchy 不等式得到 

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *
* * * *

1
2 21

*2 *

d , d ,
, , d , d

d d

d ,
d .

d

t t

t

U u U u
U t u u u u u

U u
t u

τ τ

τ

θ τ θ τ
τ θ θ

θ θ

θ τ
τ θ

θ

 
− = ≤ 

 

 
 ≤ −
 
 

∫ ∫

∫



 (34) 

而由方程(5)1 知 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2*
* * * * *

222 6 2 2
* * *6

d ,
, 1 , , , ,

d

, , , ,

U u
AU u U u U u i U u f t v U u

U u U u f v U u

θ τ
θ τ θ τ θ τ γ θ τ θ τ

θ

θ τ θ τ θ θ τ

= − − − + +

+ + +

 (35) 

其中我们使用了记号 a b 来表示 a cb≤ 对于某个常数 0c > 成立。 
其中 c只依赖于所讨论问题的参数而不起本质作用。注意到 2 6

   ，因此存在常数 ( )2 2 *, 0c c u t= >

使得 

 ( ) ( )6 2
* 2 *6

, , .U u c U uθ τ θ τ≤  

关于 ( )
22

*,v U uθ τ ，我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22 8 2

* * 2 2 *4 4
, , , .v U u v U u c j v c U uθ τ θ τ θ τ+≤+≤  

这些估计，结合(35)和条件(H)知存在常数 ( )3 3 *, , 0c c j u t= > ，使得
( )

1
2 2

*
3

d ,
d

d
t U u

c
τ

θ τ
θ

θ

 
 
 


≤


∫ 。因此， 

由(34)知对上述 0ε > ，存在 ( )2 2 , , 0uδ δ ε τ= >  使得 

 ( )( ) ] [
2

2 2, , , , , , .
4

Re U t u u u tετ τ τ τ δ τ τ δ − < ∀ ∈ + ∀ ∈ +        (36) 

结合(33)和(36)，取 ( ) { }1 2, , min ,uδ δ ε τ δ δ= =  ，则 

 ( ) [ ) [ )2 2
1 , , , , , .U t u u tτ ε τ τ τ δ τ τ δ− < ∀ ∈ + ∀ ∈ +      

证明完毕。 
用与引理 4.2 类似的证明，我们不难得到： 
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引理 4.3：设条件(H)成立。对于给定的 2
* *,uτ ∈ ∈ 和任意的 0ε > ，存在 ( )* *, , 0uδ δ ε τ= > ，使得 

 ( ) ( ] [ ]* * * * *, , , , , .U t u u tτ ε τ τ δ τ τ τ− < ∀ ∈ − ∀ ∈  (37) 

应用引理 4.2 和引理 4.3，接下来我们证明： 
引理 4.4：设条件(H)成立。对于给定的 t∈和 2

*u ∈ ， 2
 -值函数 ( ) *,U t uτ τ

在 ( ), t−∞ 上连续。 
证明：设 2

*,t u∈ ∈ 。只需证明对每一给定的 ( )* , tτ ∈ −∞ ，任意的 0ε > ，存在 ( )*, , 0uδ δ ε τ= > ，

当 *s τ δ− < 时，有 

 ( ) ( ), , .U t s u U t uτ ε− <    (38) 

我们将证明分成两部分。 
情形 1： *s τ≥ 。由过程的不变性，结合(12)式，得到 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )1

2 2
* * * * * *

22
* * *

, , , , ,

e , .c t

U t s u U t u U t s u U t s U s u

U s u uγ τ

τ τ

τ− −

− = −

−
 (39) 

根据引理 4.2，对任意的 0ε > ，存在 1 0δ > ，当 1sτ τ δ≤ ≤ +  时， 

( ) ( ) 2 2
* * *, , .U t s u U t uτ ε− <  

情形 2： s τ≤ 。再次由过程的不变性，我们得到 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )1

2 2
* * * 1 * * * * *

22
* * *

, , , , ,

e , .c t

U t s u U t u U t U s u U t u

U s u uγ τ

τ τ τ τ

τ− −

− = −

−
 (40) 

根据引理 4.3，对上述 0ε > ，存在正常数 2 0δ > ，当 * * 2sτ τ δ< < + 时，我们有 

( ) ( ) 2 2
* * *, , .U t s u U t uτ ε− <  

取 { }1 2min ,δ δ δ= ，则当 *s τ δ− < 时，有(38)式成立。证明完毕。 
结合引理 4.1 和引理 4.4，应用[31]，我们得到下面的结果。 
定理 4.1：设条件(H)成立，自然数 j 给定。则对于给定的广义 Banach 极限 LIM.→−∞和 2

*w ∈ ，在
2
 上存在唯一一族 Borel 概率测度{ }t t

µ
∈

使得 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2*
1LIM , d d d ,

t
t tt

U t s w s u u u u
t γ

τ τ
ϕ ϕ µ ϕ µ

τ→−∞ = =
− ∫ ∫ ∫


 (41) 

其中， ( )2Cϕ∈  ，并且 tµ 满足下述不变性质： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )d , d , .tt t

u u U t u u t
γ γ

τϕ µ ϕ τ µ τ= ≥∫ ∫
  

 (42) 

5. 统计解与 Liouville 定理 

在这一节，我们证明定理 4.1 中构造的不变 Borel 概率测度是方程(5)1 的统计解并且满足统计力学中

的 Liouville 定理。 
首先将方程(5)1 写成下面的形式： 

 ( ) ( ) ( )2 2d , , .
d
u F u t iAu i u i u v u if t
t

γ τ= = − + − − + − >  (43) 

下面介绍与统计解相关的试验函数类  的定义。 
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定义 5.1：(参考[35])试验函数类  是定义在 2
 上的实值泛函 ( )Φ = Φ ⋅ 的集合，这些泛函在 2

 的有界

子集上有界，且满足： 
1) 对任意的 2u∈ ， ( )uΦ 的 Fréchet 导数(记作 ( )u′Φ )存在，也即对每个 2u∈ ，存在 2

 中的元素 ( )u′Φ ，

使得 

( ) ( ) ( )( ) 2

0

,
lim 0, ;

u u u
ξ

ξ ξ
ξ

ξ→

′Φ + −Φ − Φ
= ∈  

2) 从 2
 到 2

 的映射 ( )u u′Φ

连续且有界。 
定义 5.1 中的条件 1)~2)保证了方程(43)的解满足 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )( )d , , .
d

u t u t u t t
t

′Φ = Φ   (44) 

下面介绍方程(43)统计解的定义，并证明它的存在性。 
定义 5.2： 2

 上的一族 Borel 概率测度{ }t t
µ

∈
称为方程(43)的统计解，若其满足下面条件： 

1) 对任意的 ( )2Cψ ∈   ( 2
 上连续有界函数全体)，映射 ( ) ( )2 d tt u uψ µ∫



 是连续的； 
2) 对任意的 2ξ ∈ ，映射 ( )( ), ,u u tξ  对于几乎所有的 t∈是 tµ -可积的，并且映射 

( )( ) ( )2 , , d tt u t uξ µ∫


  属于 ( )1
locL  对任意 2ξ ∈ 成立； 

3) 对任意的试验函数Φ∈ ，以及任意的 ,t τ ∈有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2d d , , d d , .
t

t su u u u u u s u s tτ τ
µ µ µ τΦ − Φ = ′Φ ≥∫ ∫ ∫ ∫

  

  

本文的主要结果如下。 
定理 5.1：设条件(H)成立。定理 4.1 中得到的 Borel 概率测度{ }t t

µ
∈

是方程(43)的统计解。 
证明：我们证明由定理 4.1 得到的 Borel 概率测度{ }t t

µ
∈

满足定义 5.2 中的 1)~3)。 
首先证明 1)。对于给定的 s ∈ ，我们证明对任意的 ( )2Cψ ∈  ，有 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2lim d d .s ss s
u u u uψ µ ψ µ

→
=∫ ∫

 




 (45) 

事实上，由(41)和(42)知，对于 s s>  有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2d d , d .s s ss
u u u u U s s u u u

γ
ψ µ ψ µ ψ ψ µ− = −∫ ∫ ∫

 

  


 (46) 

由于当 s s+→  时， ( ),U s s u u→ 在 2
 中强收敛(见引理 4.2)，且 ( )s

γ  是 2
 中的紧集， ( )2Cψ ∈  ，

因此(46)式表明 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2lim d d .s s
s s

u u u uψ µ ψ µ
+→

=∫ ∫
 




 (47) 

同样地，对于 s s<  ，有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2 1d d , d .s s ss
u u u u U s s u u u

γ
ψ µ ψ µ ψ ψ µ− = −∫ ∫ ∫

 

 


 

由于当 s s−→  时， ( )1 ,U s s u u→ 在 2
 中强收敛(见引理 4.3)，类似地我们可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2lim d d .s s
s s

u u u uψ µ ψ µ
−→

=∫ ∫
 




 (48) 

结合(47)式和(48)式，1)得证。 
接着证明 2)。对于任意的 s∈，我们已经证明了{ }t t

µ
∈

的支集包含于 ( ) 2t
γ

⊂  中(见定理 4.1)。
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下面证明对任意的 2ξ ∈ ，映射 ( )( ) ( )2, ,u u tξ ∈   。为此设 2u ∈ 给定，考虑
( ){ } 2nu ∈ 满足 

( )lim 0n

n
u u

→∞
− = 。直接计算得 

 

( )( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

22 2

22 2

, , , ,

, ,

, , .

n

n n n

n n n

F u t F u t

iA i i v u u i u u u u

iA i i v u u i u u u u

ξ ξ

ξ γ ξ

ξ γ ξ

−

  = − + − − − + − −    

  ≤ − + − − − + − −    



  

  

 (49) 

注意到 ( ) ,v t j t R≤ ∀ ∈ ，不难验证 

 ( ) ( )( )( )2, 0, ,niA i i v u u nξ γ− + − − − → →∞  (50) 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

,

, , 0, .

n n

n n n n

i u u u u

i u u u u i u u u u n

ξ

ξ ξ

  − −    

      ≤ − − + − − → →∞            

 

   

 (51) 

结合(49)~(51)式，我们得到 ( )( )( ) ( )( )lim , , , , 0n

n
u t u tξ ξ

→∞
− =  。故而由(41)式可知，映射 

( )( ), ,u uξ ⋅  是 tµ -可积的，且由(1)知 ( )( ) ( )2 , , d tt u t u uµ∫


  在上连续，因此它属于 ( )1
locL  。 

最后证明 3)。对任意的Φ∈ ，从(44)式推知对于所有的 ,t τ ∈，其中 t τ≥ ，有 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , d , .
t

u t u u F u t
τ

τ θ θ θ θ τΦ −Φ = Φ ∀ ≥′∫  (52) 

现对于任意的 s τ≤ ，设 ( ) ( )2 , ,u u U s uθ θ∈ = ，其中 [ ], tθ τ∈ 。由(52)式得 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , , , , , d .
t

U t s u U s u U s u U s u
τ

τ θ θ θ θ′Φ −Φ = Φ∫     (53) 

由(41)式和(42)式我们可以得到 

 
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1LIM , d d

1LIM d d d .

t

t
t tt t

U t u u
t

u u u u
t γ γ

τ θτ

τ τ

φ θ µ θ
τ

φ µ θ φ µ
τ

→−∞

→−∞

−

= =
−

∫ ∫

∫ ∫ ∫



  

 (54) 

结合(54)式并运用 Fubini 定理得到 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

2 2

2

2

2

d d d d

, d d

1LIM , , d d

1LIM , , , , d d d

1LIM , , , , d d d

t t

M sM

t
M sM

M s

u u u u u u u u

U t u u u u

U t s u U s u u s
M

U s u U s u u s
M

U s u U s u u s
M

γ γ

γ γ

τ ττ τ

τ ττ τ

τ

τ

τ

µ µ µ µ

τ µ µ

τ µ
τ

θ θ θ θ µ
τ

θ θ θ µ θ
τ

→−∞

→−∞

→−∞

′

′

Φ − Φ = Φ − Φ

= Φ − Φ

= Φ −Φ
−

= Φ
−

= Φ
−

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 







 

 

 

 

  

  

  



 .
t

M

τ

τ∫ ∫ ∫

 (55) 
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再由{ }t t
µ

∈
的不变性(见(41)和(42))得到 

 

( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

2

2

2

1

, , , , d

, , , , , , d

, , , , d .

s

s

U s u U s u u

U U s u U U s u u

U u U u uτ

θ θ θ µ

θ τ τ θ τ τ θ µ

θ τ θ τ θ µ

′

′

Φ

Φ′

= Φ

=

∫
∫
∫







  

  

  







 (56) 

(56)式的右端与 s 无关，再次利用{ }t t
µ

∈
的不变性得 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

2 2

2

2

1 1

d d

, , , , d d

, , d d ,?  .

t

t

t

u u u u

U u U u u

u u u t

τ

ττ

θτ

µ µ

θ τ θ τ θ µ θ

θ θ θ µ θ τ

Φ − Φ

= Φ

=

′

Φ ≥′ ∀

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 





  



 (57) 

证明完毕。 
根据定理 5.1，我们得到下面的推论。 
推论 5.1：设条件(H)成立，且Φ∈ 满足 ( ) 20,u u=′Φ ∈ 。则 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d , .tt t

u u u u t
γ γ

τµ µ τΦ = Φ ∀ ≥∫ ∫
  

 (58) 

值得指出的是，当 ( ) 0u′Φ = 时，统计物理中称系统达到其统计平衡点(见[18])，表明系统的统计信息

不再随时间演化而发生变化。此时，(58)式表明，尽管拉回吸引子的截面 ( )
γ
⋅ 的形状可随着时间的演化

而变化，但是截面上的“总体积”(这里指关于测度的积分)是不变的。这正是统计力学中的 Liouville 定理

(见[36])。本文研究表明，在含有杂质的 Bose-Einstein 浓缩模型中，Bose 波函数在系统的拉回渐近行为中

起主导作用，存在统计解且满足 Liouville 定理，而杂质波函数在整个系统的拉回渐近行为和统计解研究

中起次要作用。 
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