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摘  要 

保险是一种风险管理工具，通过支付保费，个人或企业可以将潜在的经济损失转移给保险公司。再保险

则是保险公司为了分散自身风险而采取的一种策略。保险公司将其承保的部分风险转移给再保险公司，

以减轻自身在重大损失事件中的财务压力。保险和再保险共同构成了风险管理的多层次体系，为社会经济

的稳定运行提供了重要保障，所以对保险和再保险的研究具有重要的理论和实践意义。本研究聚焦于时滞

效应下的最优再保险投资策略问题。研究内容主要为：在期望效用最大化准则下，多保险公司的最优再保

险投资问题。首先金融市场由无风险资产和风险资产构成，其中风险资产的表达式服从Heston模型，并

在时滞效应的框架下推导出保险公司的财富过程，随后针对n家保险公司参与的竞争模型，通过运用动态

规划原理和随机最优控制理论，分别求解了n家保险公司的最优投资策略和最优再保险策略的解析解。 
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Abstract 
Insurance is a risk management tool that allows individuals or businesses to pass on potential fi-
nancial losses to insurance companies by paying premiums. Reinsurance is a strategy adopted by 
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insurance companies to spread their own risks. Insurers transfer some of the risks they cover to re-
insurers to relieve their own financial stress in the event of a major loss. Insurance and reinsurance 
together constitute a multi-level system of risk management, which provides an important guaran-
tee for the stable operation of social economy, so the study of insurance and reinsurance has important 
theoretical and practical significance. This study focuses on the optimal reinsurance investment strat-
egy under the time-lag effect. The research content mainly includes the optimal reinsurance-invest-
ment problem for multiple insurance companies under the expected utility maximization criterion. 
Firstly, the financial market consists of a risk-free asset and a risky asset, where the dynamics of the 
risky asset follow the Heston model. The wealth process of the insurance company is derived under 
the framework of time-delay effects. Subsequently, for the competitive model involving n insurance 
companies, the explicit solutions for the optimal investment strategies and optimal reinsurance strat-
egies of the n insurance companies are derived by applying the dynamic programming principle and 
stochastic optimal control theory. 
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1. 引言 

保险企业作为面向市场，向社会提供保险服务的经营组织，同样面临着市场风险，再保险是降低理

赔风险的有效方式，而投资则是最常见的财富增值方式。随着保险业的蓬勃发展，再保险业也越来越

壮大。 
自从 Borch [1]有关再保险的开创性研究问世以来，最优再保险问题已成为学术界广泛关注的焦点，

相关研究文献不断涌现。在经济全球化快速发展的今天，保险公司普遍存在横向比较倾向，往往通过与

其他保险公司的财务指标对比来评估自身的经营状况和发展水平。Hopkins [2]的研究指出，个体的绩效

不仅受自身财富水平的影响，还在很大程度上取决于他人的财富水平，这一现象被称为相对绩效。因此，

相对绩效已成为衡量竞争水平的重要标准，而博弈论为深入探究再保险市场中参与者的决策行为提供了

坚实的理论基础和方法支撑，保险公司之间的博弈问题已经成为当下的热点。Bensoussan 等[3]应用动态

规划技术研究了制度转换架构下的非零和再保险投资博弈问题，Wang 等[4]研究了当两家保险公司的盈

余受到不同风险控制时的最优再保险问题。Chen 等[5]研究了两家保险业务相同，但财富和风险偏好不同

的保险公司之间的最优保险投资博弈，根据建立数值函数的强对偶关系，提出了一种计算纳什均衡策略

的封闭式解决方案。 
保险公司和再保险公司的策略可能涉及保费定价、风险分担比例等，在考虑时滞效应的情况下，这

些基本概念需要相应扩展，以探讨时滞对决策行为和均衡结果的影响。Elsanousi 等[6]为采用动态规划原

理或最大值原理来解决这类问题提供了理论基础。阿春香[7]在 CEV 模型下考虑了时滞最优投资与比例

再保险问题，Mao 等[8]研究了金融期权估值中的时滞几何布朗运动。 
本研究基于时滞效应理论，探讨了保险公司之间以及与再保险公司之间的最优再保险投资策略问题。

首先保险公司的索赔过程可由带漂移的布朗运动来近似刻画，其投资组合包含无风险资产和服从 Heston
随机波动模型的风险资产，在考虑时滞效应的前提下，构建了一个包含 n 家竞争性保险公司的市场模型，
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并在期望效用最大化准则下，通过动态规划方法求解了保险公司的最优投资策略和再保险策略的解析解。 

2. 模型假设 

设 { }( )0
, ,t t T

P
≤ ≤

Ω  是完备概率空间，过滤{ }0t t T≤ ≤
 是右连续的且是 P 完备的，P 是实际概率测度； t

是到 t 时间位置的可用信息，本文所有的随机过程都适应于{ }0t t T≤ ≤
 。 

2.1. 保险公司的盈余过程 

首先假设在没有进行再保险以及投资的情况下，保险公司 i 的盈余过程为： 

( )
( )

0
1

,
iN t

i i
i i j

j
X t x p t M

=

= + − ∑  

其中， 0 0ix ≥ 为初始盈余； ip 为保险费率； i
jM 表示第 j 个索赔金额的大小，假设 i

jM 期望为 1iµ ，方差为

2iµ ，{ }, 1,2,i
jM j = 

是独立同分布的随机变量。每家保险公司都会有一些业务上的重叠，所以为了能体

现出各家保险公司之间的相互作用关系，假设 ( ) ( ) ( )i iN t N t N t′= + ，其中 ( )N t 和 ( )iN t′ 是相互独立的泊松

过程，强度分别为 0λ > 和 0iλ > ，所以 ( )iN t 为强度为 iλ λ+ 的泊松过程，并且假设 ( )iN t 和 j
iM 是相互独

立的。假设保险公司在收取保费时采用期望值保费准则进行保价，即保险费率 ( )( ) 11i i i ip η λ λ µ= + + ，其

中 0iη > 表示保险公司 i 的安全负荷系数。 
为了降低保险业务的风险，每家保险公司选择购买比例再保险。假设 ( )iu t 是再保险比例，在购买再

保险的同时，按照期望值原则计算再保险费用，即保险公司 i 向再保险公司以 

( )( ) ( ) ( )( )( ) 11 1i i i i i iu t u tδ θ λ λ µ= + − + 的费率进行保费的支付，其中 0iθ > 为再保险公司的安全负荷系数，

则保险公司 i 的盈余过程变为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
0

d 1 d d ,
iN t

i
i i i i i i i i j

j
X t u t t u t Mλ λ µ η θ θ

=

 
 = + − + + −   

 
∑  

考虑用带漂移的布朗运动来近似累积索赔过程，即 

( )
( ) ( ) ( )1 2

1
,

iN t
i
j i i i i i

j
M t W tλ λ µ λ λ µ

=

≈ + − +∑  

其中， ( )iW t 是标准布朗运动，且任意两个标准布朗运动的相关系数为： 

( )( )
1 1

2

,i m
im

i m i im

λµ µρ
λ λ λ λ µ µ

=
+ +

 

那么保险公司 i 的盈余过程变为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2d d d ,i i i i i i i i i i iX t u t t u t W tλ λ µ η θ θ λ λ µ= + − + + +                (1.1) 

2.2. 金融市场 

除了采用比例再保险策略外，保险公司还在由无风险资产和风险资产构成的金融市场中，来进一步

进行风险分散和资产配置。无风险资产价格过程 ( ) [ ]{ }, 0,B t t T∈ 遵循以下的随机微分方程： 

( ) ( ) ( ) 0d d , 0 0,B t rB t t B b= = >  

其中，r 表示无风险利率。风险资产价格过程 ( ) [ ]{ }, 0,S t t T∈ 用 Heston 模型来描述： 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 0

2 0

d d d , 0 ,

d d d , 0 ,

S t r L t S t t L t S t W t S s

L t L t t L t W t L l

η

κ ζ σ

= + + =

= − + =
 

其中， 0, 0, 0, 0η κ ζ σ> > > > 且都为常数； ( ) ( )1 2,W t W t 是两个标准的布朗运动， ( )iW t 与 ( ) ( )1 2,W t W t 是

相互独立的，且 ( ) ( )( )1 2cov ,W t W t tρ= 。 

2.3. 保险公司的盈余 

随机过程 ( ) ( )( ){ } [ ]0,
: ,i i i t T

u t tπ α
∈

= 表示保险公司 i 的交易策略， ( )iu t 表示再保险比例， ( )i tα 表示 t 时 

刻投资于风险资产的金额。 ( )i
iX tπ 是保险公司 i 在 t 时刻策略下的财富过程， ( ) ( )i

i iX t tπ α− 为 t 时刻投资

于无风险资产的金额。则在策略 ( )i tπ 下保险公司 i 的财富过程满足下列随机微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 2

1

d d
d

            d d d

               d d

            d

    

i i

i

i

i i i i i

i i i

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i

B t S t
X t X t t t dX t

B t S t

X t t r t t r L t t L t W t

u t t u t W t

rX t L t t u t t

π π

π

π

α α

α α η

λ λ µ η θ θ λ λ µ

η α λ λ µ η θ θ

 = − + + 

  = − + + +   

 + + − + + + 

 = + + + − + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2           d d ,i i i i it L t W t u t W tα λ λ µ+ + +

             (1.2) 

其中， { }1,2, ,i n∈  。 
在保险公司的财富动态模型中，时滞效应是一个不可忽视的重要因素。由于保险公司的资金流入和

流出通常受到历史业绩的显著影响，因此将时滞效应纳入保险公司的财富过程建模中显得尤为必要。令

( )iY t 、 ( )iZ t 分别表示保险公司 i 在过去时间区间 [ ],it h t− 内的平均业绩和点业绩，其中 

( ) ( )

( ) ( )

0
e d ,

,

i i i

i

i

h
i ih

i i i

Y t X t s s

Z t X t h

δ π

π

= +

= −

∫  

其中， { }1,2, ,i n∈  ，常数 0iδ > 表示第 i 个保险公司的平均参数，常数是时滞参数， e i ihδ−
是指数衰减因

子。保险公司财富过程中与历史业绩相关的资金流可以表示为： 
( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,i it

i i i i if t X Y t X t Z tπ π− −  

其中， ( ) ( )i
i iX t Y tπ − 表示时间区间 [ ],it h t− 内的平均财富， ( ) ( )i

i iX t Z tπ − 表示时间区间 [ ],it h t− 内的绝对

财富。良好的历史业绩不仅能够增强公司的市场信誉，吸引更多的客户和投资者，还能为公司带来更高

的收益，从而为股东分红和资本积累提供支持，此时 0if > ；相反，如果历史业绩表现不佳，保险公司可

能面临资金短缺的风险，需要通过外部融资或调整经营策略来维持正常运营，此时 0if < 。为了确保时滞

控制问题能够获得解析解，参考 Deng 等[9]，假设资金流用线性函数表达式为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

    , ,

,

i i

i i

i

i i i i i

i i i i i i

i i i i i i i

f t X t Y t X t Z t

A X t Y t B X t Z t

A B X t AY t B Z t

π π

π π

π

− −

= − + −

= + − −

                         (1.3) 
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其中， iA 和 iB 均为非负常数。将(1.3)代入保险公司 i 的财富过程(1.2)可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1 2

d d
d d

                 , , d

            d

               d d

               

i i

i i

i

i

i i i i i

i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i

i i i

B t S t
X t X t t t X t

B t S t

f t X t Y t X t Z t t

rX t L t t p u t t

L t W t u t W t

A B X t

π π

π π

π

π

α α

η α λ λ µ η θ θ

α λ λ µ

 = − + + 

− − −

 = + + + − + 

+ + +

− + − ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2

d

           

              d d d ,

i

i i i i

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i

AY t B Z t t

L t t u t C X t AY t

B Z t t t L t W t u t W t

πη α λ λ µ η θ θ

α λ λ µ

−

= + + − + + +

+ + + +

             (1.4) 

其中， ( ) { }, 1,2, ,i i iC r A B i n= − − ∈  。 
此外，假设保险公司 i 在 ih− 时刻已经拥有了财富 0

ix ，即当 [ ],0it h∈ − 时， 0 0i
i iX xπ = > 。通过简单计 

算可得
( )0

0
1 e i ih

i
i

i

x
Y

δ

δ

−−
= 。 

定义 1.1 (可行策略)对于任意的 [ ]0,t T∈ ，如果策略 ( ) ( )( ){ }: ,i i iu t tπ α= 满足以下条件，那么就被称为可行

策略： 
1) ( ) ( )( ),i iu t tα 是{ }0t t T≤ ≤

 可测的； 

2) [ ]0,t T∀ ∈ ， ( ) [ ]0,1iu t ∈ 且满足 ( )2
0

d
T

iE u t t  < +∞  ∫ ，且 ( )2
0

d
T

iE t tα  < +∞  ∫ ； 

3) ( )i tπ∀ ，随机微分方程(1.4)有唯一的解。 
对于初始条件记 1 2 nΠ = Π ×Π × ×Π 为所有可行策略的集合，其中 iΠ 表示保险公司 i 的可行策略集合。 

2.4. 多家保险公司的竞争模型 

在激烈的市场竞争中，保险公司往往会将自己的业绩与其他公司进行对比，每家保险公司除了关注

自身的最终财富，还会注意与其他公司之间的差异。所以本文用相对财富来描述保险公司之间的竞争行

为，保险公司 i 能够根据其他保险公司的表现动态调整策略，从而更灵活地应对市场变化，优化自身的资

源配置。对于第 i 家保险公司，将其竞争对手的平均财富定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )
1,

1 1: ,
1 1

m m i m m
n

i m m
m m i m i

X t X t X t
n n

π π π≠

= ≠ ≠

= =
− −∑ ∑  

用
( ) 1,ˆ i m m

iX π π ≠ 表示第 i 家保险公司相对财富过程，其表达式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1,ˆ 1 ,i m mm i i m i
i i i i i iX X t X t X tπ π ππ πτ τ≠ ≠= − + −                    (1.5) 

其中， iτ 表示保险公司 i 对其他保险公司的财富敏感程度， iτ 越大表示保险公司 i 对其他保险公司的财

富越敏感，结合(1.4)和(1.5)，并对
( ) 1,ˆ i m m

iX π π ≠ 使用伊藤公式可得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )(

( )( ) ( )( ) ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1,
1

1

1

ˆd
1

                    1

                    d d
1

                 

i m m

i

m

i
i i i i i i i i m

m i

m m m m m m i i i i i i

i
m m m m m m i

m i

X L t t u t L t t
n

p c u t u t C X t AY t B Z t

C X t A Y t B Z t t t L t W t
n

π π

π

π

τη α λ λ µ η θ θ η α

λ λ µ

τ α

≠

≠

≠

= + + − + − −

+ − − − + + + +

− + + +− 

∑

∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

2

   d d
1

                    d ,
1

i
m i i i i

m i

i
m m m m

m i

t L t W t u t W t
n

u t W t
n

τ α λ λ µ

τ λ λ µ

≠

≠

− + +
−

− +
−

∑

∑

        (1.6) 

在保险公司的财富动态分析中，历史经营业绩被视为关键影响因素之一，假设保险公司 i 同时关注

终端财富 ( )i
iX Tπ 和时间段 [ ],iT h T− 内的平均财富 ( )iY T ，即考虑 ( ) ( )i

i i iX T Y Tπ ω+ ，其中 iω 是权重系数，

该系数反映了平均财富对终端财富的影响程度。保险公司 i 的最终目标是寻找最优再保险投资策略最大

化 T 时刻相对于其他保险公司的相对财富的预期效用，即最大化目标函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )( )ˆ, , , ,ˆ, , , , ,mi i m i
i i m ii i i t x y y l i i i i i i mV t x y y l E U X T Y T X T Y Tππ π ω τ ≠

≠

 = + − +  
            (1.7) 

其中， ( ).U 是保险公司 i 的效用函数，
( )

( ) ( )1
1m im i m

m i
Y T Y T

n
ω

≠
≠

=
− ∑ ， [ ], , , , , .

i j it x x y y lE 表示给定 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , , , , ,mi m i
i i i i i i nX t x X t x Y t y Y t y y y y L t lππ ≠= = = = = = 下的条件数学期望。 

非零和博弈问题 n 家保险公司之间的博弈问题是寻找到一个均衡策略 

( )* * *
1 2 1 2, , , n nπ π π ∈Π ×Π × ×Π 

，对于任意的 ( )1 2 1 2, , , n nπ π π ∈Π ×Π × ×Π  ，满足 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

* * * * *
1 2 1 2

* * * * *
1 2 1 2

* * * *
1 2 1 2

, , , , , ,
1 1

, , , , , ,
2 2

, , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , .

n n

n n

n n

i j i j i j i j

i j i j i j i j

n i j i j n i j i j

V t x x y y s V t x x y y s

V t x x y y s V t x x y y s

V t x x y y s V t x x y y s

π π π π π π

π π π π π π

π π π π π π

≤

≤

≤

 

 

 



 

2.5. 模型求解 

假设保险公司 i 满足指数效用函数，即对于 { }1,2, ,i n∈  ，令 

( ) 1 e ,i x
i

i

U x γ

γ
−= −                                    (1.8) 

其中， 0iγ > 为保险公司 i 的风险厌恶系数。通过随机控制理论，定义第 i 家保险公司的值函数为： 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )( )ˆ, , , ,

ˆ, , , ,

max .mi m i
i i m ii i

i i i

t x y y l i i i i i i m

J t x y y l

E U X T Y T X T Y Tππ

π
ω τ ≠

≠∈Π

 = + − +  

        (1.9) 

对于保险公司 i，定义微分算子为： 
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( )

( ) ( ) ( )( ) ( )(

( ) ( )( )) (

) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

22
2 2

2

ˆ   , , , ,

ˆ 1

   
1

1   2
ˆ2 1 1

i
i i i

i i i
i i i i i i i m

m ii

i
i i i i i i i i i i i i m m

m i

i i i
m m m m i m i m

m i mi

J t x y y l

J J l t u t l t
t x n

u t C x A y B z C x
n

JA y B z t l l t l t t
n nx

π

τη α λ λ µ η θ θ η α

τλ λ µ η θ θ

τ τα α α α

≠

≠

≠ ≠

∂ ∂ = + + + − + −∂ ∂ −

+ + − + + + + −
−

∂  + + + + −   − −∂  

∑

∑

∑



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2

2
1 , ,

2 2 2

2

2 2
1 , ,

   2
1 1

   2
1

   2
1

   e i i

i

i i
i i i k m m

k m n k m i m i

i
m m i i i im m m m

m i

i
km k k k m m m

k m n k m i

hi
i i i

i

u t l t t u t
n n

u t u t
n

u t u t
n

J x y z
y

δ

τ τλ λ µ α α λ

τλ µ λ λ µ ρ λ λ µ

τ ρ λ λ µ λ λ µ

δ

≤ ≤ ≠ ≠ ≠

≠

≤ ≤ ≠ ≠

−

   + + + +   − −   

+ − + +
−

 + + +  −  

∂
+ − −
∂

∑

∑ ∑

∑

∑

( ) ( ) ( )



( )
2

2
2

e

1   ,
2 1

m mhi i
i m m m m

m i m

i i i
m

m ii

J Jx y z l
y l

J Jl l l l t
nl x l

δδ κ ζ

τσ ρσ ρσ ρσ α

−

≠

≠

∂ ∂
+ − − + −

∂ ∂

∂ ∂  + + − −∂ ∂ ∂  

∑

∑

           (1.10) 

其中，
2 2 2

2 2, , , , , , ,
ˆ ˆˆ

i i i i i i i i

i i m ii

J J J J J J J J
t x y y l x lx l

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

为 ( )ˆ, , , ,i i iJ t x y y l 的导数。 

根据动态规划原理，可以推导出 HJB 方程： 

( )ˆsup , , , , 0,i

i i
i i iJ t x y y lπ

π ∈Π
=                               (1.11) 

由于考虑时滞的最优控制问题通常属于无限维问题，因此要获得解析形式的最优解，必须附加一些

额外的约束条件 

{ }e , 1,2, , ,i ih
i iB i nδω −= ∈                                (1.12) 

( ) { }e , 1,2, , ,i ih
i i i i iA A C i nδ δ ω− = + + ∈                            (1.13) 

由 i i iC r A B= − − 可得 

( )1 e .
1

i ih
i i i i i

i

C r δδ ω ω ω
ω

− = − + − +
 

并需要假设 i i m mC Cω ω+ = + 。 
假设值函数的解的形式为： 

( )
( ) ( )ˆ ,

11ˆ, , , , e ,
i

i i i i i m m i
m i

t x y y G t l
n

i i i
i

J t x y y l
τγ φ ω ω

γ
≠

 
− + − +  − 

∑
= −                    (1.14) 

对(1.14)分别求偏导可以得到 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2

22 2
2

2 2

2

d dˆ ,
1 d d

, , ,
ˆ ˆ

d, ,
d

d d ,
d d

ˆ

i i i i
i i i i i m m

m i

i i i
i i i i i i i i i

i ii

i i i
i i i m i i

m

i i i
i i i

i

i

J GJ x y y
t n t t

J J JJ J J
x yx
J J GJ J
y l l

J G GJ
ll l

J
x

τ φγ ω ω

γ φ γ φ γ φω

γ φω γ

γ γ

≠

 ∂  = − + − +  ∂ −  
∂ ∂ ∂

 = − = − = − ∂ ∂∂

∂ ∂
= − = −

∂ ∂

 ∂  = − + −  ∂    
∂
∂

∑

( ) d ,
d

i
i i i

GJ
l l

γ φ= −
∂

                (1.15) 

将上述所求偏导代入(1.10)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

d d
d 1 d

d d
d 1 d

de e
1 d

i i m m

i mi i
i i i i i i m m m m m

m i

i mi i
i i i i i i m m m m m

m i

h hi i
i i i i i i i m m m

m i

i i i

t t
x C t t x C t t

t n t

t t
y A t t y A t t

t n t
Gt z B t z B

n t

t l t

δ δ

φ φγ τγ φ ωφ φ ω φ

φ φγ τγ φ ωφ φ ω φ

τγ φ ω γ φ ω

γ φ η α λ

≠

≠

− −

≠

   
+ + + − − −   −   

   
+ + − + + −   −   

+ − + − +
−

+ +

∑

∑

∑

( ) ( )( ) ( )(

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2
2 2 2 2

1

2
2

2
1 , ,

2
2

2

1

1
2 1

2 2
1 1

2
1

i
i i i i i i m

m i

i
i i i i i i i i i m

m i

i i
i m i i i k m

m i k m n k m i

i
m m m i i

m i

u t l t
n

u t t t l l t
n

l t t u t l t t
n n

u t u t
n

τλ µ η θ θ η α

τλ λ µ η θ θ γ φ α α

τ τα α λ λ µ α α

τ λ λ µ λ λ µ

≠

≠

≠ ≤ ≤ ≠ ≠

≠

 + − + − −

  + + − + + − +   − 

 − + + +  − − 

 + + − + − 

∑

∑

∑ ∑

∑ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2
1 , ,

2 2
2

2

1

2
1

d d d d 0,
d d d 1d

i
i im m m m

m i

i
km k k k m m m

k m n k m i

i i i i i
i i m

m i

u t
n

u t u t
n

G G G Gl l t l l l t
l l l nl

τ ρ λ λ µ

τ ρ λ λ µ λ λ µ

τκ ζ σ γ φ ρσ ρσ ρσ α

≠

≤ ≤ ≠ ≠

≠

+
−

 + + +  −  
    + − + + + − − =    −     

∑

∑

∑

      (1.16) 

由 i i m mC Cω ω+ = + 以及边界条件 ( ) 1i Tφ = ，通过分离变量可以求得 

( ) ( )( )e .i iC T t
i t ωφ + −=                                     (1.17) 

分别对(1.11)关于 ( ) ( ),i it u tα 求一阶导可得 

( )
( )

( ) ( )

2 2
*

2
*

2

2

*

ˆ ˆˆ 1

ˆ

d1 ,
1 d

i i i i
m

m ii ii
i

i

i

i i
m

m i i i

J J Jt
x n x lxt

J
x

Gt
n t l

τη α ρσ
α

τ α η ρσ
γ φ

≠

≠

∂ ∂ ∂ − + ∂ − ∂ ∂∂  = −
∂
∂

 = + + −  

∑

∑

                         (1.18) 
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

2

1 2 22
*

2

22

*
1 1

1

2 1

ˆ ˆ 1

ˆ

1 ,
1

i i i
i i i i i im m m m

m ii i
i

i
i i

i

i m m
i m i i i

i i i i i

J J u t
x nxu t

J
x

u t

n t

τλ λ µ θ λ λ µ ρ λ λ µ

λ λ µ

λµ µ
τ µ θ

λ λ µ γ φ µ

≠

≠

∂ ∂
 + − + + ∂ −∂

= −
∂

+
∂

= +
− +

∑

∑

        (1.19) 

为了解出方程(1.19)，首先做出如下变形， 

( ) ( ) ( ) ( ) 1* *
2 1 1 ,

1
i ii

i i i i m m
m i i i

u t u t
n

λ λ µ θτλ λ µ λµ µ
γ φ≠

+
+ − =

− ∑                    (1.20) 

通过化简可得 

( )
( )

( )
( )

( )

*
1 1

1* 1

2 2
2 1 2 1

1 ,

1 1

n
i

i i i
i ii

i
i i

i i i i i i i i

u t
nu t

n n

τ λµ µ λ λ µ θ
τ τλ λ µ λµ λ λ µ λµ γ φ

= +−− =
 + + + + − − 

∑
                (1.21) 

为了方便表达，令 

( )

1

21
2 1

1 ,

1

i
n i

n
ii

i i i

n

n

τ λµ
ψ τλ λ µ λµ=

−=
+ +

−

∑  

则将方程(1.21)两边同时乘以 1iµ 并将 i 从 1 到 n 相加得到 

( ) ( ) ( )

( )
1*

1
21 1

2 1

1 ,

1

n n
i i

n i i
i i i

i i i i i

u t

n

λ λ µ θ
ψ µ

τλ λ µ λµ γ φ= =

+
− =

 + + − 

∑ ∑                   (1.22) 

方程(1.22)可化简为： 

( )

( )

( )

( )

1

21
2 1

*
1

1

1 ,
1

n
i i

i i
i i i i in

i i
i n

nu t

λ λ µ θ
τλ λ µ λµ γ φ

µ
ψ

=

=

+
 + + − =

−

∑

∑                       (1.23) 

代入(1.21)可得 

( )* 1 2 ,i i
i

i i

u t
γ φ

Λ + Λ
=                                  (1.24) 

其中， 

( )

( )
1

1
2

2 1

,

1

i i
i

i
i i in

λ λ µ θ
τλ λ µ λµ

+
Λ =

 + + − 

                           (1.25) 

( )

( )

( ) ( )

1 2
1

21
2 1

2
2

2 1

1
1 .

1
1

n
i i ii

i
i i

i i i

i
i

i i i n

n
n

n

λ λ µ µ θτ λµ
τλ λ µ λµ

τλ λ µ λµ ψ

=

+
−  + + − Λ =
 + + − − 

∑

                     (1.26) 
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为了求出 ( )*
i tα 的表达式，假设 ( ),iG t l 为： 

( ) ( ) ( ), ,i i iG t l R t l H t= +                                (1.27) 

通过对其求偏导可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

d , d d d , d ,
, , 0,

d d d d d
i i i i i

i
G t l R t H t G t l G t l

l R t
t t t l l

= + = =                 (1.28) 

将(1.18)、(1.19)、(1.28)代入并化简可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2d
0,

d
i

i i i i i
R t

R t R t R t R t R t
t

η η ρσ κ σ ρσ η ρσ+ + − + − + =            (1.29) 

通过求解(1.29)可以得到 ( )iR t 的表达式为： 

( )
( )

( ) ( ) ( )

2
2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

1
4 tan $ 1 ,

21 2 1i
t TR t

κρ σ η κρ σ η κ
ρ σ ρ σ

− − − = − − + − − 
          (1.30) 

由于本文仅关注于最优策略的分析，而未涉及值函数的讨论，因此关于 ( )iH t 的求解在此不再赘述。可以

采用与求解 ( )*
iu t 相类似的方法，求出 ( )*

i tα 的表达式为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )* 1 ,
1 1

i
i i

i i i i

nt R t
n n t

τα η ρσ
τ τ γ φ

∆ −
= + +

− + − +
                    (1.31) 

其中， ∆的表达式为： 

( ) ( ) ( )( )
1

1

1
1

.
1

1

n

i
i i i i

n
i

i i

n R t
n t

n

η ρσ
τ γ φ

τ
τ

=

=

−
+

− −
∆ =

−
− +

∑

∑
                        (1.32) 

定理 1.1 对于问题(1.11)可以得到最优再保险投资策略为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

*

* 1 2

1 ,
1 1

.

i
i i

i i i i

i i
i

i i

nt R t
n n t

u t

τα η ρσ
τ τ γ φ

γ φ

∆ −
= + +

− + − +

Λ + Λ
=

 

其中， ( )1 2, , ,i i iR tΛ Λ ∆分别由(1.25)、(1.26)、(1.30)、(1.32)给出。 
定理 1.2 (验证定理)对于 HJB 方程，如果 ( )* ˆ, , , ,i i iJ t x y y l 是 HJB 方程(1.11)的解，最优策略为定理 1.1

所给出的策略，则对任意的可允许策略 ( ) ( ) ( )( )* * *,i i i it u t tπ α= ∈Π 有 

( ) ( )*ˆ ˆ, , , , , , , , ,i i i i i iJ t x y y l J t x y y l≤  

那么当策略为定理 1.1 所给出的最优策略时， 

( ) ( )*ˆ ˆ, , , , , , , , .i i i i iJ t x y y l J t x y y l=  

该定理的证明与 Bai 和 Guo [10]类似，在此省略。 

2.6. 灵敏度分析 

在这一节中，以两家保险公司为例，给出一些数值算例分析模型中的参数对最优策略的影响。主要

参数取值如下： 
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1 2 11

12 21 21 1 2 1 1 1

2 1 2 1 2

0.03, 0.3, 0.8, 0.05, 2, 0.1, 1.5, 1.1,
1.1, 0.8, 0.7, 0.3, 0.4, 1, 1.2, 0.1,

0.1, 0.03, 0.03, 2, 3, 0, 10.

r

h h t T

γ γ η κ ς σ µ
µ µ µ τ τ θ θ δ
δ ω ω

= = = = = = = =
= = = = = = = =
= = = = = = =

 

下面分析一些参数对于最优策略的影响。 
根据图 1 和图 2 可以观察到，随着 iω 的增大，再保险比例与投资金额减小。当 iω 越大时，保险公司

的历史业绩对终端财富的影响也越大，保险公司会减少再保险的比例来减少购买再保险对自身终端财富

的影响；相应地，当 iω 越大时，历史业绩带来的风险也会越大，为了降低风险，进而保险公司会减少对

风险资产的投资。 
 

 
Figure 1. Impact of weighting coefficient on reinsurance 
图 1. 权重系数对再保险的影响 

 

 
Figure 2. Impact of weighting coefficient on investment strat-
egy 
图 2. 权重系数对投资的影响 
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根据图 3 和图 4 可以看出，在 iδ 越大时，自留比例和投资金额越来越小，这与上面的分析类似，越

多的资金流会造成保险公司面临的风险越大，保险公司为了在市场中寻求更高的效益，会通过调整再保

险比例和投资策略来降低自身的风险。 
 

 
Figure 3. Impact of mean parameter on reinsurance 
图 3. 平均参数对再保险的影响 

 

 
Figure 4. Impact of mean parameter on investment strategy 
图 4. 平均参数对投资的影响 

 
根据图 5 和图 6 可知，在 iτ 一定时，保险公司的自留比例和对风险资产的投资会随着风险厌恶系

数 iγ 的增加而减少，这意味着保险公司会通过增大再保险的比例以及减少对风险资产的投资来规避风

险。在 iγ 一定时，保险公司的自留比例和对风险资产的投资会随着竞争系数 iτ 的增加而减少，这说明

保险公司会扩大再保险的比例以及减少对风险资产的投资，为了在与其他保险公司的竞争中取得更大

的优势。 
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Figure 5. Impact of wealth sensitivity coefficient on reinsurance 
图 5. 财富敏感系数对再保险的影响 

 

 
Figure 6. Impact of wealth sensitivity coefficient on investment 
strategy 
图 6. 财富敏感系数对投资的影响 

3. 结论与展望 

本文给出了在时滞效应下多个保险公司的竞争模型，在最大化期望效用的准则下研究了多个保险公

司的竞争问题，保险公司的盈余由近似扩散模型所表示，可以将盈余投入到无风险资产以及由 Heston 模

型所描述的风险资产中，再将历史业绩考虑进去，并给出与现实更贴近的多人竞争下的保险公司财富过

程模型，通过求解 HJB 方程得到非零和博弈下的最优再保险以及投资策略。 
本文有些地方的内容还可以进行扩展，比如将求解最大化期望效用换成均值方差准则下考虑最优问

题，本研究只将保险公司之间的竞争考虑了进去而没有将再保险公司的竞争考虑进去等。 
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