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摘  要 

本研究针对一类具有随机增长率的捕食者–被捕食者系统，深入探讨了两种捕食者竞争单一被捕食者资

源的动态行为及其随机演化规律。通过在不变曲面集上进行多阶段合理变形，推导出Fokker-Plank方程

的封闭形式稳态解。在确立系统持久性的前提下，创新性地以环境噪声强度为分岔控制参数，揭示了所

有种群的现象学分岔特性。本研究建立的随机分岔判据与竞争量化模型，为生物多样性保护与入侵物种

控制策略的优化设计提供了动力学依据。 
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Abstract 
In this paper, we focused on a predator-prey system with a random growth rate and deeply explored 
the dynamic behavior and stochastic evolution of two types of predators competing for a single prey 
resource. By performing multi-stage reasonable deformation on the invariant surface set, the closed-
form steady-state solution of the Fokker-Plank equation is derived. Under the premise of establishing 
the persistence of the system, the environmental noise intensity was innovatively used as the bifurca-
tion control parameter to reveal the phenomenological bifurcation characteristics of all populations. 
The stochastic bifurcation criterion and competition quantitative model established in this study 
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provide a dynamic basis for the optimal design of biodiversity conservation and invasive species con-
trol strategies. 
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1. 引言 

关于研究背景与意义，捕食者–被捕食者关系作为生态学中最基础的相互作用形式，其动力学研究

可追溯至 Lotka [1] and Volterra [2]的开创性工作，二者提出的经典模型为后续研究奠定了理论基础。近几

十年来，随着生态动力学理论的不断发展，研究者们建立了包括确定性模型与随机模型在内的多种理论

框架，用于揭示生物系统中的复杂动态行为(如竞争排斥原理、多物种共存、周期性振荡等[3]-[12])。这些

研究成果不仅深化了人们对生态系统稳定机制的理解，更为生物防治策略的制定提供了理论支持。 
针对两种捕食者竞争单一被捕食者的三维系统，学界提出了典型的确定性动力学模型[13]： 

( )
( )
( )

1 2

1 1

2 2

d d ,

d d ,

d d .

N N r N K Nx Ny t

x N x t

y N y t

α α

β µ

β µ

 = − − −   = −
 = −

                          (1) 

其中， ( )N t 表示被捕食者种群密度，与其有关的参数有：固有增长率 r  (被捕食者理想状态条件下的最

大增长速率)、环境容纳量 K  (环境中被捕食者能维持的最大种群密度)、捕食压力 1 2,α α  (单位时间内捕

食者 ( )x t 、 ( )y t 对被捕食者的捕食效率)； ( )x t 与 ( )y t 为两种捕食者密度，与其有关的参数有：能量转化

率 1 2,β β  (捕食者通过捕食获得的能量转化为自身繁殖的效率)、死亡率 1 2,µ µ  (捕食者在无被捕食者时的

自然死亡率)。Llibre 与 Xiao [13]假设被捕食者资源是有限的，证明了竞争排斥原理的充分和必要条件，

并揭示了周期振荡与稳态共存这两种三个物种共存的状态。后续研究进一步拓展至非线性函数情形，相

关成果见 Hsu [14] [15]、Groll [9]等学者的工作。 
随机噪声因其理论和实践意义，在建模种群动态中被视为一个重要因素。通过将布朗运动引入确定

性模型参数作为白噪声，可构建更贴近实际的随机微分方程。研究表明[10] [16]-[19]，随机扰动不仅能抑

制种群数量的爆炸性增长，还可诱导系统产生新的稳定态。例如，Mao 等人[16]发现微弱的环境噪声即可

改变系统的全局稳定性；Zhu 与 Yin [11]通过长期平均分析，提出了随机竞争系统的部分普适性规律。特

别地，Zhang 与 Jiang [12]在 Lotka-Volterra 模型中引入白噪声扰动，利用马尔可夫半群理论证明了共存原

理成立的充分条件。这些进展凸显了将随机因素引入生态系统模型在生态系统建模中的理论价值与应用

潜力。 
尽管随机捕食者–被捕食者系统的研究已取得显著进展，但现有文献在持久性条件下系统稳态分布

的分岔特性上依然缺乏定量分析。本文旨在引入环境噪声到确定性模型(1)中，以构建随机 Lotka-Volterra
模型，并分析噪声的影响，解决以上问题。 

本文在第二节中展示了模型的构建以及目标；第三节证明了闭式稳态分布以便于进行后续分析；第

四节通过选择噪声强度作为参数研究随机分岔。 
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2. 建立模型 

2.1. 被捕食者增长率的随机项 

模型(1)是一个确定性种群模型，通过理论分析可以将其改写为以下式子： 

( ) ( )

( ) ( )

1 10

2 20

d
0

d
0

e ,

e ,

t

t

N u u

N u u

x t x

y t y

β µ

β µ

−  

−  

∫

∫

 =

 =

                                (2) 

另外，被捕食者 N 满足以下方程，该方程与捕食者 x 和 y 无关： 

( ) ( ) ( )1 1 2 20 0d d
1 0 2 0 0e e d , 0 .

t tN u u N u uNdN N r x N y N t N N
K

β µ β µα α− −      ∫ ∫  = − − − =    
         (3) 

也就是说，如果对(3)中定义的被捕食者的特性有充分的认识，那么就可以对捕食者 x 和 y 进行充分的分

析。另外，对于某些位于食物链下游的被捕食者来说，其更容易受到温度、湿度、日照时间等自然环境的

影响，因此无论是从理论上还是实践上，研究随机环境中被捕食者种群的演化规律都具有重要意义。以草

履虫为例，众所周知它是位于食物链下游的动物，其平均生长率为 0.4666%，数据来自实验[20] (见图 1)。 
 

 
Figure 1. Natural growth rate of large Paramecium 
图 1. 大型草履虫的自然增长速率 

 
受到以上启发，在本文中，我们主要假设被捕食者的增长率 r 受到随机因素的影响，即 

( )d d dr t r t B tσ→ + ，其中 ( )B t 是标准布朗运动， 0σ > 表示噪声强度，从而将模型(3)转化为随机形式： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 20 0d d
1 0 2 0 0d e e d d , 0 .

t tN u u N u uNN N r x N y N t N B t N N
K

β µ β µα α σ− −      ∫ ∫  = − − − + =    
      (4) 

综上我们得到了由(2)和(4)定义的随机 Lotka-Volterra 模型，接下来我们将对其展开讨论。为了叙述

方便，我们将它们合并为： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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2 20

1 1 2 20 0
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0

d
0

d d
1 0 2 0 0
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N u u

N u u

N u u N u u

x t x

y t y

NN N r x N y N t N B t N N
K

β µ

β µ

β µ β µα α σ

−  

−  

− −      

∫

∫

∫ ∫


 =

 =


   = − − − + =     

      (5) 

理论上，Llibre 和 Xiao [13]证明了模型(1)中三个物种的两种共存状态：周期振荡和稳态。然而，与

之前确定性的讨论不同，由于噪声的扰动，系统状态不会收敛到确定性的周期振荡或稳态，尤其是在持

续性的情况下。因此，在本文中，发现环境噪声对捕食者与被捕食者之间的动态影响是我们的主要目标。

具体可以分为以下几个方面：在噪声扰动下，求出封闭形式的稳态分布；在持续的情况下，通过有限的
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密度分布来显示由噪声引起的分岔；研究初始值对物种生存水平的影响。 
定理 2.1 对于任意初始值 ( ) 3

0 0 0, ,N x y R+∈ ，方程(5)的解 ( ) ( ) ( )( ), ,N t x t y t 对于任意 0t > 都以概率 1 保

持在 3R+ 中。 
证明：验证解的存在唯一性： 
系统(5)的随机微分方程(SDE)为： 

( ) ( ) ( )1 1 2 20 0d d
1 0 2 0d e e d d

t tN u u N u uNN N r x N y N t N B t
K

β µ β µα α σ− −      ∫ ∫  = − − − +    
 

初始条件为 ( ) 00 0N N= > 。 
局部 Lipschitz 条件：漂移项和扩散项对 N 的依赖性为多项式与指数函数的组合。对于任意紧集

[ ]0,N M∈ ，漂移项和扩散项关于 N 是局部 Lipschitz 连续的。线性增长条件：漂移项的增长速率被多项

式 2N K 和指数项控制，扩散项为 Nσ ，均满足线性增长条件。因此，根据随机微分方程的存在唯一性定

理，系统在局部时间内存在唯一解。 
全局解的延拓： 
为了证明解在全局时间 0t > 内存在且保持正性，需验证解不会在有限时间内爆炸或到达零。 
构造 Lyapunov 函数 ( ) lnV N N= ，应用伊藤公式： 

( ) ( )
21d ln d d .

2
N t B t

N
σ σ

 
= ⋅ − + 
 

漂移项  

漂移项中的负项和捕食者项会抑制 N 的过度增大。因此， ln N 的增长率被控制，解不会在有限的时

间内趋向无穷大。 
当 ( )N t 接近零时，方程的主导项为： 

( ) ( ) ( )1 2d d d .N rN x t N y t N t N B tα α σ≈ − − +    

由于 ( )x t 和 ( )y t 的表达式为指数积分，当 N 很小时，指数的积分可能趋向负值，导致 ( )x t 和 ( )y t 指

数衰减。此时捕食者的影响趋近于零，漂移项由 rN 主导(正项)，推动 ( )N t 远离零。同时，扩散项 Nσ 在

0N → 时趋近于零，减少随机扰动的影响。 
因此，当 ( )N t 接近零时，漂移项使其无法达到零，即 ( )liminf 0

t
N t

τ→
>  a.s.，其中τ 为首次触及零的时

间，这说明τ = ∞。 
捕食者的动态由以下表达式给出： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 20 0d d
0 0e , e .

t tN u u N u ux t x y t yβ µ β µ− −      ∫ ∫= =  

由于指数函数的非负性，且初始值 0 0, 0x y > ，根据之前步骤中 ( )N t 的全局存在性和正性，积分路径

有限，因此 ( )x t 和 ( )y t 保持严格正。 
接下来，我们始终假设系统(5)具有全局唯一正解。为方便起见，我们记 

1
1

1

µλ
β

= , 2
2

2

µλ
β

= , ( ) ( )
0

1 d
t

x t x s s
t

= ∫ . 

2.2. 多参数随机性扩展 

在现有模型中，仅考虑了被捕食者增长率 r 的随机扰动。然而，实际生态系统中，捕食率 1α 、 2α ，

捕食者死亡率 1µ 、 2µ 等参数同样可能受到环境随机性的影响。例如，捕食效率可能因猎物分布不均或气
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候波动而随机变化，而捕食者的死亡率可能因疾病暴发或资源短缺而呈现随机性。为此，本节提出一种

将模型(5)扩展为多参数随机驱动系统的思路，以更全面地刻画生态系统的动态行为。 
这样的思路面临的理论挑战与分析方法为： 
1) 高维随机系统：扩展后的模型为多维随机微分方程，解析求解稳态分布或分岔条件将更为复杂。

需借助降维技术(如不变流形理论)或近似方法(如小噪声摄动展开)。 
2) 噪声耦合效应：不同参数的噪声可能通过非线性项产生耦合效应。例如，捕食率噪声与种群密度

相乘，其影响随被捕食者数量动态变化，需分析噪声协方差矩阵对系统稳定性的调制作用。 
3) 持久性与灭绝概率：多参数噪声可能改变系统的持久性阈值。例如，捕食者死亡率噪声的增加可

能降低其生存概率，进而影响被捕食者的灭绝风险。需重新定义综合噪声强度阈值，并分析其与单参数

噪声阈值的差异。 

3. 封闭形式的稳定分布 

在本文的讨论和分析中，平稳分布是一个重要的工具，因此首先证明平稳分布的存在性。在本节中， 

我们假设 1 2λ λ= 且
2

1 0
2

r
K
λσ

− − > 。对于任意 0c > ，我们将研究系统(5)在表面集 ( ), ,F N x y c= 上的动力 

学问题，其中 ( ) 2 1, ,F N x y x yβ β−= 。 
引理 3.1 如果 1 2λ λ= ，则存在常数 c 使得 ( ) ( )2 1x t y t cβ β− = 对于任意的 0t ≥ 。 
证明：由方程(5)可得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

2 1
1 1 2 20 02 1

2 1 1 1 2 20 02 1

d d
0 0

d d
0 0

e e

e

t t

t t

N u u N u u

N u u N u u

x t y t x y

x y

β β
β µ β µβ β

β β µ β β µβ β

−
− −   −    

− − −   −    

∫ ∫

∫ ∫

= ⋅

=

 

其中指数项为： 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 20 0
d d 0

t t
N u u t N u u t tβ β β µ β β β µ β µ β µ− − + = − + =∫ ∫ . 

令 2 1
0 0c x yβ β−= ，则有 ( ) ( )2 1 , 0x t y t c tβ β− = ∀ ≥ 。 

当 1 2λ λ= 时，捕食者种群 ( )x t 和 ( )y t 的组合 ( ) ( )2 1x t y tβ β− 保持恒定，表明两种捕食者在资源利用上

达到平衡。 
综上对于任意 0c > ， ( ), ,F N x y c= 是(5)的不变集。在表面集合 ( ), ,F N x y c= 中，模型(5)可以简化为

模型 

( )

( )

2

1 1

1

1 2

1 1

d d d ,

d d .

NN N r x c x t N B t
K

x N x t

β
β βα α σ

β λ

−    = − − − +   
    


= −

                   (6) 

如果(6)存在平稳分布密度函数，则将其定义为 ( ),N xψ ，进一步我们定义其平稳分布的边缘密度函

数： ( ) ( )
0

, dN N x xψ ψ
∞

= ∫ 和 ( ) ( )
0

, dx N x Nψ ψ
∞

= ∫ 。同样地，我们可以定义函数 ( ),N yψ 和 ( )yψ 。 
注 1. 在非退化情形下，随机 Lotka-Volterra 食物链模型的研究已由 Hening 与 Nguyen 在文献[8] [21]

中完成，他们提出了系统随机持续性及物种灭绝的条件。近期，BenaIm、Bourquin 与 Nguyen 在文献[22]
中针对退化情形下的随机 Lotka-Volterra 食物链模型展开研究，证明了当顶端或底端物种受随机扰动时系

统存在唯一不变概率测度。值得指出的是，文献[22]中的方法具有普适性，可推广至本文模型(5)以证明其
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平稳分布的存在性。因此，本文的研究重点将聚焦于平稳分布显式解的推导，而不再赘述其存在性及遍

历性的证明过程。 

定理 3.2 在不变曲面集合 ( ), ,F N x y c= 中，如果 1 2λ λ= 且
2

1 0
2

r
K
λσ

− − ＞ ，则(5)的边缘平稳分布是唯 

一的，并且有 ( ) ( ) ( ),N x N xψ ψ ψ= 和 ( ) ( ) ( ),N y N yψ ψ ψ= ，其中： 

( )
1 1

2 2 2 2

12 1 2 2 1 2( 1) 1 ( 1) 1

0
e e d

N u
K K K KN N u u

λ λ
σ σ σ σψ

−
− − − − − −∞ 

=  
  
∫  

( )

1 2
21 2 1 1

2 11 2 2 1

1 2
21 2 1 1

2 11 2 2 1

2 1 2 1 1 1
2

2 1 2 1 1 1
2

0

e

e d

x c x rK K K

u c u rK K K

xx

u u

β
β β

β
β β

α α σ λβ βσ βσ

α α σ λβ βσ βσ

ψ

−

−

 
   − +   − − −     

 
   − +   − − − ∞     

=

∫

 

( )

1 1
21 22 2

2 11 2 2 2

1 1
21 22 2

2 11 2 2 2

2 1 2 1 1 1
2

2 1 2 1 1 1
2

0

e

e d

c y y rK K K

c u u rK K K

yy

u u

β
β β

β
β β

α α σ λβ βσ βσ

α α σ λβ βσ βσ

ψ

−

−

 
   − +   − − −     

 
   − +   − − − ∞     

=

∫

 

证明：令 1 ln Nθ = ， 2 ln xθ = ，则有 ( )2
1 2

1 1d d d
2

N N
N N

θ = − ， 2
1d dx
x

θ = 。 

代入(6)式可得： 

( )

( )

2
2

1 2 1 1

1

12

1 1 2

1 1

1d e e e d d ,
2

d e d .

r c t B t
K

x t

β θ
θ θ β β

θ

σθ α α σ

β λ

−    = − − − − +       


= −

 

设 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 2, ,t t s sψ θ θ θ θ θ θ= = 为(6)式从时间 s 到时间 t 的解过程的转移概率密度函数，那么

ψ 满足以下 Fokker-Planck 方程： 

( )
2

2
1 2 1 1 1

12 2 2

1 2 1 1 2
1 2 1

1 e e e e 0
2 2

r c
t K

β θ
θ θ β β θψ σ σ ψα α ψ β λ ψ

θ θ θ

− ∂ ∂ ∂ ∂   + − − − − + − − =    ∂ ∂ ∂ ∂   
 

由注 1 我们可以注意到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 1 2 2, lim , ,
t

t t s sψ θ θ ψ θ θ θ θ θ θ
→∞

= = = 。因此，在稳态下，ψ 满足

平稳的 Fokker-Planck 方程[23]： 

( )
2

2
1 2 1 1 1

12 2 2

1 2 1 1 2
1 2 1

1 e e e e 0
2 2

r c
K

β θ
θ θ β β θσ σ ψα α ψ β λ ψ

θ θ θ

− ∂ ∂ ∂   − − − − + − − =    ∂ ∂ ∂   
         (7) 

上式可以继续化简为解耦形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2
1 2

, , 0L G H L G Hψ ψθ θ θ ψ θ θ θ θ ψ θ
θ θ

   ∂ ∂
+ + + =   ∂ ∂   

 

其中， ( )1 1 2 1
1 2

,L Kθ θ β
θ θ
∂ ∂

= −
∂ ∂

， ( )2 1 2
1

,L θ θ
θ
∂

=
∂

是一阶偏微分算子，另外有： 
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( ) ( )1
1 1 1

1 eG
K

θθ λ= − , ( )
2

1 1 2
H σθ = − , ( )

2
2

2 1 1

12
1

2 2 1 2e e
2

G r c
K

β θ
θ β βλσθ α α

−

= − − − − , ( )
2

2 2 1 2
H K σθ β= − . 

根据 Liu 的工作[24]，我们可以通过求解以下方程得到平稳概率密度函数ψ ： 

( ) ( )1 1 1 1
1

0G H ψθ ψ θ
θ
∂

+ =
∂

和 ( ) ( )2 2 2 2
2

0G H ψθ ψ θ
θ
∂

+ =
∂

 

其中第一个式子可化简为： ( )11
1 12

1

2 1 e
K

θψ λ ψ
θ σ

∂
= −

∂
。 

解得： ( ) ( )11
1 1 12 2

2 2 1exp e 1
K K

θλψ θ θ
σ σ
 ∝ − −  

。 

同理第二个式子可化简为：
2

2
2 1 1

12
2 1

1 2 22
2 1

2 1 e e
2

r c
K K

β θ
θ β βψ λσ α α ψ

θ βσ

− ∂  = − − − −
 ∂  

。 

解得： ( ) ( )
2

2
2 1 1

12
1 1

2 2 2 1 22
1 2

2 1exp e 1 e 1
2

r c
K K

β θ
θ β βλ βσψ θ θ α α

β βσ

−       ∝ − − − − − −          
。 

从而 ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2, Cψ θ θ ψ θ ψ θ= ，其中C 是一个归一化常数。注意到 ( )
1

1 2lim , 0
θ

ψ θ θ
→+∞

= ， 

( )
1

1 2lim , 0
θ

ψ θ θ
→−∞

= ， ( )
2

1 2lim , 0
θ

ψ θ θ
→+∞

= ， ( )
2

1 2lim , 0
θ

ψ θ θ
→−∞

= 。 

则(7)的边界条件是明确的。此外，注意到对于任意常数 0A > ，有： 

( ) ( )
[ ]

exp ln 1 1 ,  0
exp e

exp ,                                      0
z z A A A z

Az
Az z

 − + + − + ≥   − ≤ 
<

 

那么 ( )1 2 1 2, d dψ θ θ θ θ
+∞ +∞

−∞ −∞∫ ∫ 是收敛的，并且对于某个常数C 其值为 1。根据 Gray 的唯一性定理[25]， 

概率密度 ( ),N xψ 是唯一的。由于 1eN θ= 和 2ex θ= ，则其雅可比行列式为
1

Nx
，则 ( ),N x 的联合稳态概率

函数具有如下形式： 

( )
( )

( )

( )
( )

1 2
21 1 2 1 1

21 11 2 22 2 1

1 2
21 1 2 1 1

21 11 2 22 2 1

2 1 1 2 1 12 1 21 2

2 1 1 2 1 12 1 21 1 2

, e e

e e

x c x rKN K KK K

x c x rKN K KK K

CN x N x
Nx

C N x

β
β β

β
β β

λ α α
σλ λβ βσ βσσ σ

λ α α
σλ λβ βσ βσσ σ

ψ

−

−

  
    − − + −    − −− −         

  
    − − + −    − −− − −        

=

=
1−

             (8) 

另外，通过公式 ( ) ( )
0

, dN N x xψ ψ
∞

= ∫ 和 ( ) ( )
0

, dx N x Nψ ψ
∞

= ∫ ，我们可以得到 ( )Nψ 和 ( )xψ 。对于

( )yψ ，可以从 ( )xψ 和 ( ), ,F N x y c= 中推导出来，证明完成。 
最后，我们证明了(5)的遍历性。 

定理 3.3 如果 1 2λ λ= 且
2

1 0
2

r
K
λσ

− − ＞ ，那么(5)具有唯一的平稳分布，并且它具有遍历性质： 

1) ( ) ( ) ( ) 10 0

1lim lim d d
t

t t
EN t N s s N N N

t
ψ λ

+∞

→∞ →∞
= = =∫ ∫ ； 

2) ( ) ( ) ( ) *
0 0

1lim lim d d
t

t t
Ex t x s s x x N x

t
ψ

+∞

→∞ →∞
= = =∫ ∫ ； 

3) ( ) ( ) ( ) *
0 0

1lim lim d d
t

t t
Ey t y s s y y N y

t
ψ

+∞

→∞ →∞
= = =∫ ∫ ， 

其中 *x 和 *y 满足
2

* * 1
1 2 2
x y r

K
λσα α+ = − − 。 
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证明：由于注 1 和(8)的唯一性保证了(6)具有唯一的平稳分布，因此根据定理 3.2.6 [26]，(N(t), x(t))
是遍历的。由此可知： 

( ) ( ) ( )
0 0

1lim lim d d
t

t t
EN t N s s N N N

t
ψ

+∞

→∞ →∞
= =∫ ∫ ; 

( ) ( ) ( )
0 0

1lim lim d d
t

t t
Ex t x s s x x N

t
ψ

+∞

→∞ →∞
= =∫ ∫ ; 

( ) ( ) ( )
0 0

1lim lim d d
t

t t
Ey t y s s y y N

t
ψ

+∞

→∞ →∞
= =∫ ∫ . 

根据定理 3.2，我们可以得到： 

( )( )
1 1

2 2 2 2

1 1
2 2

12 1 2 2 1 2( 1) ( 1) 1

0 0

2 22 1

0 0

1
2 2

1
1

2

lim e d e d

e d e d
2

2 1

22

u u
K K K K

t

v vK K

E N t u u u u

K v v u u
r

KK

K

λ λ
σ σ σ σ

λ λ
σ σσ

λ
σ σ λ

λ
σ

−
− − − − −∞ ∞

→∞

−+∞ +∞− −

 
=  

  
 

=  
  

 Γ + 
 = =
 Γ 
 

∫ ∫

∫ ∫  

其中， ( ) 1
0

e da xa x x
∞ − −Γ = ∫ 为伽马函数，满足 ( ) ( )1a a aΓ + = Γ 。 

( )

1 2
21 2 1 1 12 1 2 2 1

2 1 2 1 1
2 *

0 0
lim e d

x c x rK K K

t
Ex t C x x x x

β
β βα α λσ

β βσ βσ

− 
   − +   − − − ∞     

→∞
= ≡∫                    (9) 

其中，

1 2
21 2 1 1 12 1 2 2 1

1
2 1 2 1 1

2
0 0

e d
u c u rK K KC u u

β
β βα α λσ

β βσ βσ

−
−

 
   − +   − − − ∞     

 
 
 =
 
  

∫ ，再通过 ( ), ,F N x y c= 我们可以得到： 

( ) ( )
2

1 1

1 2
21 2 1 1 12 2 1 2 2 11 1

1

0

2 1 2 11 1
2 *

0 0

lim lim

e d

t t

x c x rK K K

Ey t C c Ex t

C c x x x y

β
β β

β
β β

α α λσβ β βσ βσβ β

−

−

→∞ →∞

 
   − +   − − −−  ∞     

=

= ≡∫

               (10) 

联立(9)、(10)则可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1 1

1 2
21 2 1 1 12 2 1 2 2 11 1

2
12 2 1

1 1

1
* *

1 2 1 2 1 2

2 1 2 11 1
2

0 1 20

2 1
1 1

0 1 2

lim lim

e d

e

t t

x c x rK K K

x
K

x y E x t y t E x t c x t

C x c x x x

C x c x

β
β β

β
β β

α α λσβ β βσ βσβ β

ααβ βσβ β

α α α α α α

α α

α α

−

−

→∞ →∞

 
   − +   − − −−  ∞     

− +
− −

 
 + = + = +
 
 

 
 = +
 
 

 
 = +
 
 

∫
1 2

21 1 1 1
2 2 1

2 1
2

0
d

c x r
K Kx x

β
β ββ λσ

β βσ

− 
   
   − − ∞     ∫
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1 2
2 2 1 1 11 12 1 22 1

1 2
22 1 1 1 112 1 2 2 1

1 2
2 1 112 1 2

2 12 12
21

0 0

2 1 2 12
21

0

0

2 1
2

1
0

de
2

e
2

e
2

x c xr KK K

x c x rK K K

x c x
K

KC x

KC x

C r
K

β
β β

β
β β

β
β

α βλσ α
β βσβσ

α β λσα
β βσ βσ

α βα
β βσ

σ β

σ β

λσ

−

−

−

 
   − +  − − ∞     

  +∞   − +   − −     

− +

= −

= −

 
+ − − 

 

∫

21 1
2 1

2 1 1
2

0

2
1

d

.
2

r
K Kx x

r
K

β λσ
βσ

λσ

 
   
   − − − ∞     

= − −

∫

  

以上过程运用了分部积分法，证明完成。 
引理 3.4 对于任意初始值 ( ) 3

0 0 0, ,N x y R+∈ ，方程(5)的解记为 ( ) ( ) ( )( ), ,N t x t y t ，对任意 1p > ，有： 
( )ln

lim 0qt

N t
t→∞

= 和
( ) ( ) ( ) ( )lim 0

p

qt

N t N t x t y t
t→∞

+ + +
=  a.s.对于某个正常数 1q ≤ 。 

证明：在 3R+ 上定义 Lyapunov 函数： 

( ) 1 2

1 2

1, , lnpV N x y N N x y g N
p

α α
β β

= + + + − , 

其中， ( )0,1g∈ 是一个待定常数。在 ( ), ,V N x y 上应用伊藤公式可得： 

( ) ( ) ( ) ( )d , , , , d dpV N x y LV N x y t N N g B tσ= + + − , 

其中 

( ) ( )

( )

2
1 2 1 2

2
1 2

1 1 2 2 1 2
1 2

2
2 1 1 2 2

1 2
1 2

1
2

2

1
2 2

p

p

N p NLV N r x y N r Nx Ny
K K

NN x N y g x y g r
K

N p gN r r N x y g x y g r
K K

α α σ α α

α α σβ µ β µ α α
β β

α µ α µ σσ α α
β β

 −    = − − − + + − − −        
  + − + − + + + − −  

   
  −    ≤ − + + + − − + + − −           

 

接下来由于对任意 0N > 都有 ln 1N N≤ − ，通过选择 g 使得 ( ) 1 2
1 2

1 2

min ,
2
cg α αα α

β β
 

+ ≤  
 

，我们得到： 

( )1 2

1 2

1 ln
2

pcLV N N x y g N Q N
p

α α
β β

 
≤ − + + + − + 

 
, 

其中， ( )Q N 满足以下约束条件： 

( )

( )

2
2

1 2
2 *

0

1 1 ln
2 2 2 2

11sup .
2 2 2 2

p p

p
p

x

N p g c cgQ N N r r N N N N g r
K K p

c gx c p gr x r x g r Q
K p K

σσ

σσ
+

   −    = − + + + + + + − −              
 +    − ≤ − + + + + + + − − ≡     
      ＞

 

对于某个常数 1γ > 使得 ( )21
2 4

cpγ σ−
≤ ，通过定义 ( ) ( )1 , , , ,V N x y V N x yγ= ，则有： 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2* 1 2 2
1

2* 1 2 2 2 2 2

2
* 1 2 2 2 2 2

1
2 2

1 1 , ,
2

11 1 ln 1
2

p

p

p

cLV V Q V V N N g

c V Q V V N N g V N x y

c V Q V V N N N g N g V
p

γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ
γ γ σ

γ γ γ γ σ γ γ σ

γ γ γ γ σ γ γ σ

− −

− − −

− − −

−
≤ − + + + −

≤ − + + − + + −

  
≤ − + + − + + + − + −  

  

 

由于对任意 0N > 都有
1 1p pN N
p p

−
≤ + ，通过选择 γ 使得 ( )

2
2 11 1

4
c

p
γ σ

 
− + ≤ 

 
，则有： 

( ) ( )( ) ( )

( )

2
2* 1 2 2 2 2 2

1

* 1 2 2 2

1 11 1 , , ln 1
2

11 .
4

pc pLV V Q V V N x y N N g N g V
p p

c pV Q V g V
p

γ γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ γ σ γ γ σ

γ γ γ γ σ

− − −

− −

   −
≤ − + + − + + − + − +   

   
 −

≤ − + + − + 
 

 

由于 ( )ln 1 ln 0N g g N g N N− − ≥ − − ≥ ，那么有： 

( ) 1 2

1 2

1, , lnpV N x y N N x y g N g
p

α α
β β

= + + + − ≥ , 

因此： 

( ) **
1 , ,

8
cLV V N x y Qγγ≤ − + , 

其中 ( )** * 1 2 2 21sup 1
8v g

c pQ v Q v g V
p

γ γ γγ γ γ γ σ− −  − = − + + − + < ∞  
   ＞

。通过重新定义 

( ) ( ) 8
1 , , , , , e

c t
V N x y t V N x y

γ
γ= 并对两边取期望，我们得到有界性性质，即： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )**8 8
0

**

, , 0 , 0 , 0 e e d

80 , 0 , 0 .

c ct t st
E V N t x t y t V N x y Q s

V N x y Q
c

γ γ
γ γ

γ

γ

− − −
≤ +

≤ +

∫
 

注意到 1γ > ，通过使用经典 Burkholder-Davis-Gundy 不等式和 Borel-Cantelli 引理，并遵循[27]中的

引理 2.1 证明的方案[28]，我们可以证明： 

( ) ( ) ( )( ), ,
lim 0
t

V N t x t y t
t

γ

→∞
= . 

令
1q
γ

= ，则

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2

1 ln
lim 0

p

qt

N t N t x t y t g N t
p

t

α α
β β

→∞

+ + + −
=  a.s.，从而得到所要的结论。 

引理 3.5 对于由模型(5)描述的两个具有正初始值的捕食者，在 1 2λ λ≠ 条件下，至少有一个捕食者会

灭绝。具体有： 
如果 1 2λ λ< ，则当 t 趋于无穷时， ( )y t 呈指数级趋于零。 
如果 1 2λ λ> ，则当 t 趋于无穷时， ( )x t 呈指数级趋于零。 

证明：根据系统(5)中的前两个方程，我们可以得到 ( )1 2
1 2

ln lnd dx y tλ λ
β β

 
− = − − 

 
，其解的形式为： 
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( ) ( ) ( )1 2

1 1

0 0 1 2
2 1

1 1ln ln lny t x t x y tβ β λ λ
β β

−

= + + −                      (11) 

如果 1 2λ λ< ，那么根据引理 3.4 可得： ( ) ( )2 1 2
1limsup ln

t
y t

t
β λ λ

→∞
≤ − ，因此(1)成立。(2)的证明类似。 

从定理 3.3 和引理 3.5 中可以很容易推导出以下结果： 

定理 3.6 令 ( ) ( ) ( )( ), ,N t x t y t 是方程(5)在
{ }2

1 2min ,
0

2
r

K
λ λσ

− − > 条件下的解，则竞争排斥原理成立，即： 

1) 如果 1 2λ λ< ，则有 ( )lim 0
t

y t
→∞

= 和 ( )
2

* 1
0

1

1 1lim d :
2

t

t
x s s x r

t K
λσ

α→∞

 
= = − − 

 
∫ ； 

2) 如果 1 2λ λ> ，则有 ( )lim 0
t

x t
→∞

= 和 ( )
2

* 2
0

2

1 1lim d :
2

t

t
y s s y r

t K
λσ

α→∞

 
= = − − 

 
∫ 。 

定理 3.7 设 ( ) ( ) ( )( ), ,N t x t y t 是方程(5)在 [ )0,∞ 上的解，且初始值 ( ) 3
0 0 0, ,N x y R+∈ ，则两个捕食者共 

存当且仅当 1 2λ λ= 且
2

1 0
2

r
K
λσ

− − > ，此外 * 0x > ， * 0y > 。 

4. 随机分岔分析 

注意到在满足 0r
K
λ

− > 的确定性模型中没有出现分岔行为，所以接下来我们主要讨论噪声强度对(5) 

式的影响。关于随机分岔，我们遵循[29]-[31]中的定义，其中 P-分岔与随机动力系统中参数变化时稳态

概率密度的变化有关，这是一种静态行为。 
当 1 2λ λ≠ 时，其中一种捕食者将灭绝，系统简化为二维系统： 

( )

( )

1

1 1

d d d ,

d d .

NN N r Nx t N B t
K

x N x t

α σ

β µ

   = − − +      


= −

                     (12) 

( )

( )

2

2 2

d d d ,

d d .

NN N r Ny t N B t
K

y N y t

α σ

β µ

   = − − +      


= −

                     (13) 

根据定理 3.2 和定理 3.3 的结果，我们得出以下推论。 

推论 4.1 对于模型(12)，如果
2

1 0
2

r
K
λσ

− − > ，则其边际平稳分布为： 

( )
1 1

2 2 2 2

12 1 2 2 1 2( 1) 1 ( 1) 1

0
e e d

N u
K K K KN N u u

λ λ
σ σ σ σψ

−
− − − − − −∞ 

=  
  
∫  

( )
2 2

1 11 12 22 21 11 1

1
1 2 1 1 1 2 1 12 1 2 11 1

2 2

0
e e d

r rx uK K K KK Kx x u u
σ σα αλ λ

β βσ σβ βσ σψ

−
      

      − − − − − −− −   ∞         

 
 =  
 
 
∫ . 

此外，有 ( )( ) 1lim
t

E N t λ
→∞

= 以及 ( )( )
2

1

1

1lim
2t

E x t r
K
λσ

α→∞

 
= − − 

 
。 
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推论 4.2 对于模型(12)，如果
2

2 0
2

r
K
λσ

− − > ，则其边际平稳分布为： 

( )
2 2

2 2 2 2

12 1 2 2 1 2( 1) 1 ( 1) 1

0
e e d

N u
K K K KN N u u

λ λ
σ σ σ σψ

−
− − − − − −∞ 

=  
  
∫  

( )
2 2

2 22 22 22 22 22 2

1
1 2 1 1 1 2 1 12 1 2 11 1

2 2

0
e e d

r ry uK K K KK Ky y u u
σ σα αλ λ

β βσ σβ βσ σψ

−
      

      − − − − − −− −   ∞         

 
 =  
 
 
∫ . 

此外，有 ( )( ) 2lim
t

E N t λ
→∞

= 以及 ( )( )
2

2

2

1lim
2t

E y t r
K
λσ

α→∞

 
= − − 

 
。 

由于 ( ),N x 和 ( ),N y 的平稳分布在
{ }2

1 2min ,
0

2
r

K
λ λσ

− − > 下是不相关的，因此我们可以根据它们的 

边缘平稳分布 ( )Nψ 、 ( )xψ 和 ( )yψ 分别研究 N 、 x 和 y 的分岔行为。 
定义 4.3 (定义 2，[31]) 随机现象学分岔(随机 P-分岔)是关于参数变化时，一个随机动力系统族的密

度(平稳概率密度)形状的变化。如果存在一个常数 0α 满足在 0α 的任意邻域内，存在另外两个常数 1α 和 2α ，

使得 1 0 2α α α< < ，且它们对应的不变测度
1

Pα 和
2

Pα 是不相同的，则常数 0α 是随机 P-分岔的一个点。 

4.1. 被捕食者中噪声引起的分岔 

通过定义 { }1 2min ,λ λ λ= ，定理 3.2 和推论 4.1、4.2 表明 ( )Nψ 具有如下形式： 

( ) 2 2 2 2

12 1 2 2 1 2( 1) 1 ( 1) 1

0
e e d

N u
K K K KN N u u

λ λ
σ σ σ σψ

−
− − − − − −∞ 

=  
  
∫ . 

定理 4.4 对于模型(5)，如果
2

0
2

r
K

σ λ
− − > 且

2 0r
K
λ

− > ，则在由
2

C K
λσ = 定义的临界点处发生随机

P-分岔。 
证明：为方便起见，我们将其表示为： 

( ) 2 2 2

12 1 2 1 2( ) 1

0
e e d .

h N u
K K KN u u

λ

σ σ σψ
−

− −∞ 
=  

  
∫ 其中 ( )

2

ln
2
Kh N N Nσλ

 
= − + − 

 
. 

对 N 求导，我们可以得到： 

( )
2 21 11
2 2
K Kh N N

N N
σ σλ λ

    
′ = − + − = − − −         

. 

如果 Cσ σ> ，则有 ( ) 0h N′ < 对所有 0N > 成立。由此可知， ( )h N 单调递减且有： 

( )
2

0 0
lim lim ln

2N N

Kh N N Nσλ
→ →

  
= − + − = +∞     

. 

如果 Cσ σ= ，则 ( )h N N= − ，并且在 0N = 时取得最大值 0。 

如果 Cσ σ< ，那么则有
2

0
2
Kσλ − > ，从而 ( ) 0h N′ = 有唯一解

2

0 2
KN σλ= − ，在这种情况下， ( )h N  

在 0N 处达到最大值。 
显然，当σ 通过临界值 Cσ 时，稳态概率密度函数的形状会发生突变，即 Cσ σ= 是模型(5)的一个随机
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P-分岔点。 

注 2 显然 ( )Nψ 不包含参数 r ，但是其对 ( )Nψ 的形状有显著影响。如果
2 0r
K
λ

− ≤ 并且 

2

0
2

r
K

σ λ
− − > ，则

2 2 0
2

r
K K

σ λ λ
− < − ≤ ，此时有

2

0
2
Kσλ − > ，这意味着 ( ) 0h N′ = 拥有一个唯一的正解， 

记为 N ，此时 ( )h N 在 N 处达到峰值。从另一个角度来看，在这种情况下，σ 不能诱导分岔。 
例 1 将模型(5)的参数设置如下： 0.5r = ， 10K = ， 1 0.2α = ， 2 0.3α = ， 1 0.05β = ， 2 0.02β = ， 1 0.09µ = ，

2 0.1µ = ， 1.8λ = ， 0.6Cσ = 。为了验证噪声对被捕食者分岔的影响，我们分别选择 0.55σ = 、 0.6σ = 和

0.65σ = 。采用欧拉丸山法(Euler-Maruyama)对随机微分方程(5)进行离散化，步长固定为 0.01。当σ 超过

临界值 0.6Cσ = 时，稳态概率密度 ( )Nψ 发生急剧变化，即在 0.6Cσ = 处发生 P-分岔，这证实了理论结果

(见图 2)。 
 

 

Figure 2. Numerical simulation at 0.55σ = , 0.6σ = , and 0.65σ =  
图 2. 0.55σ = 、 0.6σ = 、 0.65σ = 时的数值模拟 

4.2. 捕食者中噪声引起的分岔 

定理 4.5 对于模型(5)，在 1 2λ λ= 和
2

0
2

r
K

σ λ
− − > 条件下有： 

1) 如果σ 的值自下而上经过
1

2
1

x
C r

K K
λσ

β
 = − +  

，那么捕食者 x 将发生随机 P-分岔； 

2) 如果σ 的值自下而上经过
2

2
1

y
C r

K K
λσ

β
 = − +  

，那么捕食者 y 将发生随机 P-分岔。 

证明：根据定理 3.2，我们有 

( )

1 2
21 2 1 1

2 11 2 22 1

1
2 1 2 1 12 1 1( ) 2

0
e e d

u c u rKh x K KKx u u

β
β βα α σ λβ βσ βσσψ

−
−

 
   − +   − − − ∞     

 
 
 =
 
  

∫  

其中， ( )
2

1 1

1
1 2

1 2

lnh x x c x B x
β

β βα α
β β

−

= − − + ，
2 2

1

1
2 2

KB r
K

σ λ σ
β
 

= − − − 
 

。 
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如果 x
Cσ σ> 成立，那么 0B < ，因此对于所有 0x > 有 ( ) 0h x′ < ，故 ( )h x 单调递减。进一步有： 

( )
2

1 1

1
1 2

0 0 1 2

lim lim ln
x x

h x x c x B x
β

β βα α
β β+ +

−

→ →

 
 = − − + = +∞
 
 

 

如果 x
Cσ σ= 成立，那么 ( )

2

1 1

1
1 2

1 2

h x x c x
β

β βα α
β β

−

= − − 且在 0x = 时取得最大值 0。 

如果 x
Cσ σ< 成立，那么 0B > ，由于 ( )

2

1 1

1 1
1 2

1 1

Bh x c x
x

β
β βα α

β β

− −
′ = − − + ，令 ( ) ( )g x xh x′= − ，则可得 

( )
2

1 1

1
1 2

1 1

g x x c x B
β

β βα α
β β

−

= + − 是单调函数，因此 ( ) 0h x′ = 有唯一解，记为 x 。此时 ( )h x 在 x 处取得最大值。 

由于当σ 穿过 x
Cσ 时，稳态概率密度函数会发生突变，因此 x

Cσ σ= 是捕食者 x 的随机 P-分岔点，同理

可证捕食者 y 的情况。 
由此定理可知，对于共存的捕食者 x 和 y ，分岔点是不同的，在证明的过程中可以得知这种差异主要取

决于捕食者在存在被捕食者时的效率和传播率。当传播率相同时，二者的分岔点相同，从而可得到以下结论。 

推论 4.6 若 1 2λ λ< 且
2

0
2

r
K

σ λ
− − > ，则在系统(12)中将在临界值

1

2
1

x
C r

K K
λσ

β
 = − +  

处发生随机P-

分岔。 

推论 4.7 若 1 2λ λ> 且
2

0
2

r
K

σ λ
− − > ，则在系统(13)中将在临界值

2

2
1

y
C r

K K
λσ

β
 = − +  

处发生随机

P-分岔。 
例 2 在模型(5)中，我们选择 1c = ， 1.26r = ， 10K = ， 1 0.2α = ， 2 0.3α = ， 1 0.05β = ， 2 0.02β = ，

1 0.09µ = ， 2 0.36µ = ， 1 2 1.8λ λ= = ， 1.2x
Cσ = ， 1.342y

Cσ = 。为了验证噪声对捕食者分岔的影响，我们分别

将 ( )xψ 中的σ 设置为 1.1、1.2 和 1.25，将 ( )yψ 中的σ 设置为 1.3、1.342 和 1.4。采用欧拉丸山法(Euler-
Maruyama)对随机微分方程(5)进行离散化，步长固定为 0.01，验证了定理 4.5 给出的分岔结果(见图 3、图 4)。 
 

 

Figure 3. Numerical simulations of ( )xψ  at 1.1σ = , 1.2σ =  and 1.25σ =  were used, respectively 

图 3. 分别使用 1.1σ = 、 1.2σ = 、 1.25σ = 时的 ( )xψ 数值模拟 
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Figure 4. Numerical simulations of ( )xψ  at 1.3σ = , 1.342σ =  and 1.4σ =  were used, respectively 

图 4. 分别使用 1.3σ = 、 1.342σ = 、 1.4σ = 时的 ( )xψ 数值模拟 
 

注 3 本文的分岔分析主要基于噪声强度，称之为噪声诱发分岔。从所得结果可以看出，每一种分岔

行为都是由一个唯一的条件引起的。这意味着我们可以将模型中的另一个参数视为分岔参数来分析系统

的动力学，从而可以直接获得类似的分岔结果。 

4.3. 被捕食者灭绝概率分析 

在确定性模型(1)中，若满足共存条件，被捕食者和捕食者可长期共存。然而在随机扰动下，被捕食

者可能有概率灭绝。本节将基于模型(5)推导被捕食者的灭绝概率，并分析噪声强度对其的影响。 
定理 4.8 (被捕食者灭绝概率) 假设系统(5)满足持久性条件(即 Cσ σ< ，其中 Cσ 为噪声强度阈值)，则

被捕食者 ( )N t 的灭绝概率可表示为： 

( )*
0 0

0, , d dextP p x y x y
+∞ +∞

= ∫ ∫  

其中， ( )* , ,extP p N x y= 为系统(5)的联合稳态概率密度函数。进一步地： 
1) 当噪声强度 Cσ σ≥ 时， 1extP → ，即捕食者以概率 1 灭绝； 
2) 当 Cσ σ< 时， 0extP = ，系统具有持久性。 
对于捕食者 ( )N t ，其动态方程为： 

( )1 2d 1 d dNN N r x y t N B t
K

α α σ  = − − − +  
  

 

当 Cσ σ≥ 时，漂移项主导方向为负，扩散项加剧 ( )N t 的波动，导致其以概率 1 灭绝。而当 Cσ σ< 时，

系统持久性保证 ( )N t 远离边界，故 0extP = 。 

4.4. 其他参数作为分岔参数的扩展分析 

尽管噪声强度是本文的核心分岔参数，但在实际生态系统中，捕食率、捕食者死亡率以及环境容纳

量等参数的变化同样可能诱导系统的分岔行为。比如，捕食率反映了捕食者对被捕食者的捕食效率，其

变化直接影响捕食者能量获取能力，进而改变种群的竞争平衡；捕食者死亡率的增加会削弱其种群维持

能力，当其超过临界值时，捕食者可能灭绝，从而改变被捕食者的动态。本节将其作为概念上的拓展，

不作展开描述。 
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5. 总结 

我们的工作是研究了一个随机捕食者–被捕食者模型，其中两个捕食者竞争一个被捕食者。引入噪

声的做法对系统动力学有显著影响，当噪声强度增大时，捕食者难以生存，导致系统内所有物种灭绝，

而这种现象在确定性系统中并不存在。在假设被捕食者持续存在的前提下，通过降低噪声强度来分析捕

食者的生存水平。在这种情况下，资源需求最低的捕食者将持续存在并排除需要更高资源需求的其他捕

食者，所有资源需求最低的捕食者将在系统中共存。 
正如 Huang 等人[31]指出的，平稳概率密度的极值包含了随机系统最重要的本质。如果平稳概率密

度具有单峰结构，则峰值在概率意义上是稳定的，种群大小最终将以非常高的概率分布在该点附近。为

了在模型(5)上证明这点，我们从稳态下的相应 Fokker-Plank 方程推导出封闭形式的稳态概率密度。结果

表明，噪声可以诱导所有物种的分岔。当噪声较小时，稳态概率密度具有单调结构，在 0 处取无穷大值。

当噪声强度增加并超过阈值时，稳态概率密度变为单峰结构。稳态概率密度的定性变化表明了 P-分岔的

发生，这种变化有助于我们从统计学角度更好地理解噪声对物种的动态影响。 
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