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摘  要 

从三次Lagrange插值最佳应力点的理论出发，本文提出一种变网格连续时空有限体积元格式，旨在解决

抛物方程数值求解问题。通过耦合Legendre-Lobatto节点的Lagrange插值多项式与Gauss积分准则，在

时空非匹配网格剖分条件下严格证明了数值解的存在唯一性，并建立 ( )2L L∞ 和 ( )1L H∞ 的最优阶误差估

计理论。数值实验结果表明收敛数据与理论预测高度一致，验证了算法在非均匀网格环境中的计算优势

与理论分析的有效性。 
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Abstract 
Based on the theoretical framework of cubic Lagrange interpolation with optimal stress nodes, this 
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study develops a variable mesh continuous space-time finite volume element scheme to resolve nu-
merical challenges in solving parabolic equations. By integrating Lagrange interpolation polynomi-
als at Legendre-Lobatto nodes with Gauss quadrature rules, we rigorously prove the existence and 
uniqueness of numerical solutions under spacetime non-matching grid partitions. Optimal-order 
error estimates in ( )2L L∞  and ( )1L H∞  norms are theoretically established. Numerical experi-
ments demonstrate excellent agreement between convergence rates and theoretical predictions, 
confirming the computational advantages of the proposed algorithm in non-uniform grid environ-
ments and the validity of theoretical analysis. 
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1. 引言 

连续时空有限元方法自 20 世纪 80 年代发展以来，其时空离散方式主要呈现两种典型特征：其一为

固定空间网格方法，即在所有时间层采用相同的空间剖分[1]-[4]，其二为变网格方法，允许不同时间层对

应不同的空间剖分[5]-[7]，尽管变网格方法在理论上具有显著优势，但相关研究仍较为有限，且多集中于

特定类型的偏微分方程。 
变网格连续时空有限元方法的理论分析框架最早由 Karakashian 和 Makridakis (1999)建立。他们针对非

线性 Schrödinger 方程，在弱时空网格约束条件下，实现了最优 ( )2L L∞ 和 ( )1L H∞ 模误差估计[5]。其核心创

新在于引入基于 Legendre 与 Lobatto 点的 Lagrange 插值多项式及 Gauss 积分准则，巧妙结合插值多项式特

性与积分高精度优势，为后续研究奠定了基础。基于此，候和李(2008)将变网格方法拓展至半线性抛物方

程，并得到了最大模 ( )2L L∞ 误差估计[8]，进一步地，赵和李(2017)针对不含对流项的 Sobolev 方程，在无

时空网格限制条件下，建立了 ( )2L L∞ 和 ( )1L H∞ 范数的误差估计，显著扩展了方法的适用范围[7]。 
相比于文献[5]-[8]的方法，本文突破传统有限元框架，将有限体积元方法引入变网格时空离散体系。

所提方法兼具双重优势：一方面继承有限体积元方法的高精度与计算高效性，另一方面严格保持物理量

的局部守恒特性。这一创新不仅弥补了现有变网格方法在守恒性方面的不足，还为多尺度、多物理场问

题的数值模拟提供了更稳健的解决方案。 
本文使用标准的 Sobolev 空间 [ ]( ),mH a b 及其范数 mυ 与半范数 mυ ， [ ]( )2 ,L a b 空间及其相应的内

积。文中常数 , ic c 均与时空步长无关，且在不同上下文中可能取不同值。 

2. 构造变网格时空有限体积元格式 

考虑如下抛物方程初边值问题 

( ) ( ) ( ]
( ) ( ) [ ]
( ) ( )

, , , 0, ,

, 0,                     , 0, ,

,0 ,                

t xxu u u f x t x t T

u x t x t T

u x u x x

ε γ − + = ∈Ω×


= ∈∂Ω×
 = ∈Ω

                        (1) 
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其中 ( ),a bΩ = ，( ]0,T 为时间区间， ( ),u x t 是未知函数，ε 和 γ 是两个正常数， ( )0 ,u x t 和 ( ),f x t 是给定的

光滑函数。 
本文基于等距节点三次 Lagrange 插值的导数超收敛特性。构建了一种高精度时空离散格式。在 [ ],h h−

上，用等距节点 ( )( ) ( )( ), , , , , , ,
3 3 3 3
h h h hh u h u u h u h      − − − −      

      
构造插值多项式 h u∏ ，令

x
h

ξ = ，则 

( )( )
( )

( )( )

( )( ) ( )( )
( )

2 2

2 2

9 1 1 9 3 1 1
16 16 3

9 3 1 1 9 1 1
16 3 16

h
hu u h u

hu u h

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− − − −  ∏ = − − + − 
 

+ − − + − + 
 

 

对插值节点函数值 ( ) ( ), , ,
3 3
h hu h u u u h   − −   

   
在 0x 处进行 Taylor 展开，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
0 0 0 0 03

2 2 2 2
0 0 0 0

4 52 3 4 2 2 4 5
0 0 0 0 0 0 0

1 18 27 9 3 2 9
316

27 18 81 18 27
3

1 15 9 70 135 .
54 1080

h
hu x h hx x u h h hx x u

h

hh hx x u h hx x u h

u x h x x u x h h x x u x hο

  ′∏ = + − − − + − −   
 + − − + − + +    

′= + − − + − +

 

可见，当 0
5
3

hx = ± 及 0 0x = 时， ( ) ( ) ( ) ( )4
0 0h u x u x hο′ ′∏ = + 。 

这表明在标准单元 [ ]1,1− 上，上述三点构成等距节点三次 Lagrange 插值的导数超收敛点。 
基于此，我们建立时间间断时空有限体积元格式，首先将时间区间 [ ]0,T 离散为 0 10 Nt t t T= < < < = ， 

定义时间单元 ( 1,n n
nI t t + = ，步长 1 , 0,1, , 1n n

nt t t n N+∆ = − = − 。记
0 1
max nn N

t t
≤ ≤ −

∆ = ∆ 。在每个时空层 nI ×Ω上，

采用原始空间剖分 n
hΣ ，其单元定义为 [ ] ( )3 3 3, , 1,2, ,i i ix x i Mτ −= =  。为进一步加密，将每个空间单元进行三

等分剖分，记剖分节点为 3 3 3 2 3 1 3i i i ix x x x− − −< < < ， ih 为步长。设
1
maxn ii M

h h
≤ ≤

= ，
0 1
max nn N

h h
≤ ≤ −

= 。允许采用非匹配 

网格剖分 n
hΣ ，即在时间界面 nt t= 处可存在网格节点不连续。 

在单元 [ ]3 3 3,i i ix xτ −= 上，确定三次 Lagrange 插值的三个最佳应力点： 33 5 3 533 322 2

, ,
ii i

x x x
+ −−− −

，建立控制

体 *
33 5 33 22

,i ii
x xτ

+ −−

 
=  
  

， **
3 3 53 32 2

,i i i
x xτ

−− −

 
=  
  

( )1,2, ,i M=  和 ***
3 5 3 53 3( 1)

2 2

,i
i i

x xτ
− +

− + −

 
=  
  

( )1,2, , 1i M= − ，

***
0 0 53

2

,x xτ
−

 
=  
  

， ***
353

2

,M M
M

x xτ
−

 
=  
  

。并建立 huΣ 的对偶剖分为 * * ** ***

1 1 0

M M M
n

h i i i
i i i
τ τ τ

= = =

     Σ =      
     
     ，各时空

层在界面 nt t= 处允许网格非匹配。 
试探函数空间 ( )1

0
n
hS H⊂ Ω 定义为分片三次 Lagrange 有限元空间： 

( ){ }: Lagrange , 0
i

n
h h h h hS u u C u u

τ ∂Ω
= ∈ Ω =且 为三次 多项式 。记 0t 对应的空间为 1

hS − ，令 1 0
h hS S− = 。同时构 

造 q 次分块多项式 : nI Rϕ Ω× → 组成的空间： 

( ) ( )
0

: ,
n

q
q j n

j j hI
j

V t x x Sϕ ϕ χ χ
Ω×

=

 
= = ∈ 
 

∑  

根据 qV 的空间特性可知，对 nt I∀ ∈ ，函数ϕ 是 n
hS 上关于 x 的三次多项式，对 x∀ ∈Ω，函数ϕ 是关
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于 t 的 q 次分片多项式，在时间节点 ( )1,2, , 1nt n N= − 处允许间断。进一步，令 { }:
n

q q
n IV Vϕ ϕ

×Ω
= ∈ 。 

构造检验函数空间时，令时空片 *n
n hI ×Σ 中的 ( )* 1

0
n

hS H⊂ Ω 为分片常函数空间，即 

{ }* ** *** *** ***
0

*
, ,: , 0, 0 ,

i i i M

n
h h h h hS

τ τ τ τ τ
υ υ υ υ= = =为常数 且  

( ) ( )* *

0
: , ,

n

q
q j n

j j hI
j

V t x x Sϕ ϕ χ χ
Ω×

=

 
= = ∈ 
 

∑  

{ }* *:
n

q q
n IV Vϕ ϕ

×Ω
= ∈ 。 

为简化分析，取参数 1ε γ= = 。在对偶时空单元 *n
hΣ 上对方程(1)式积分，引入迁移算子 * *: n n

h h hS Sπ → ，

对问题(1)构建如下变分格式：求 qU V∈ ，使得 

( ) ( ) ( )
( )

* * *, d , d , d , ,

, 0,1, , 1.
n nn

q
t h t h t h t nI I I

n n n

U t a U t f t V

U U t n N

π υ π υ π υ υ

+

 + = ∀ ∈

 = ∏ = −

∫ ∫ ∫


                  (2) 

上式可等价地写为 

( ) ( ) ( )
( )

* * * 1, d , d , d , ,

, 0,1, , 1.
n n n

q
t h h h nI I I

n n n

U t a U t f t V

U U t n N

π ϕ π ϕ π ϕ ϕ −

+

 + = ∀ ∈


= ∏ = −

∫ ∫ ∫


                (3) 

其中初值满足 ( )0 0 , lim
n

n

t t
U u tυ υ

+

+

→
= = 。数值解从 1n

hS − 投影到 n
hS 上的恰当算子用 n∏ 来表示。 

数值求解格式允许各个时空片间的变网格剖分，一般选取 n
hS 上的椭圆投影或 2L 投影算子。若

1n n
h hS S− ⊂ ，则解函数U 在节点 nt 处保持连续。即 ( )n nU U t+ = ，定义控制体 * ** ***, ,i i iτ τ τ 上的特征函数分别

为 3 2 3 1 3, ,i i iψ ψ ψ− − ，则 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )

*

1
*

3 2 3 2 3 1 3 1 3 3
1 1

1
*

3 2 3 2 3 1 3 1 3 3
1 1

3 2 33 5 33 22

3 1 3 33 32

,

, , , , ,

, d ,

,

i

M M

h h i i i i i i
i i

M M

h h h i h i i h i i h i
i i

h i h h hii

h i h hi i

a u a u a u a u

a u u x u x u x

a u u x u x

τ

π ω ω ψ ω ψ ω ψ

π υ υ ψ υ ψ υ ψ

ψ

ψ

−

− − − −
= =

−

− − − −
= =

− + −−

− −− −

= + +

= + +

   
′ ′= − +       

 
′ ′= − 
 

∑ ∑

∑ ∑

∫

( )

**

***

5
2

3 3 5 3 53 3( 1)
2 2

d ,

, d .

i

i

h

h i h h h
i i

u x

a u u x u x u x

τ

τ
ψ

− +
− + −

 
+  

 
   
′ ′= − +      
   

∫

∫

 

定义 1 椭圆投影算子 ( )1
0:n n

h hP H SΩ → 的定义如下[9]-[11] 

( )*, 0, ,n n
h h ha P u u Sπ υ υ− = ∀ ∈  

其中 

( )*

3 2 3 3 1 3 33 5 3 5 3 5 3 53 33 3 3 3( 1)1 2 22 2 2 2

,h h h

M

i h h i h h i h hi ii i i ii

a u

u x u x u x u x u x u x

π υ

υ υ υ− −+ − − +− −− − − + −=

                 ′ ′ ′ ′ ′ ′     = − + − + −                                        
∑


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于是对 ( ) ( )1 5
0u H H∈ Ω Ω ，定义 1 中的椭圆投影算子有估计式[9] 

( )4 3
5 4
,  n n

h n h nx
u P u c h u u P u c h u− ≤ − ≤                          (4) 

定义 2  定义 2L 投影算子 ( )1
0:n n

hP H SΩ → ，则有 

( ), 0 ,n n
hP Sυ υ χ χ− = ∀ ∈  

且满足估计式 

( )1
0, .nP Hυ υ υ≤ ∀ ∈ Ω                                 (5) 

定义 3  定义时空范数为 

( ) ( )( )
1

2 2 2 2d , ; .
n

nn I
t L I Lυ υ υ= ∀ ∈ Ω∫  

3. 时空有限体积元解的存在唯一性 

Lagrange 插值基函数及 Gauss 积分准则被构造通过 Legendre 多项式的零点，可证数值解的存在唯一

性。Gauss-Legendre 积分公式如下： 

( ) ( )1
1 20

1
d , 0 1, 1,

q

j j q
j

g s s g s s s s qω
=

≅ < < < < ≥∑∫   

该式对所有次数不超过 2 1q − 的多项式精确成立。 
定义基于 q 个零点 1 2, , , qs s s 的 Lagrange 插值基函数 ( ){ } 1

q
i i

l s
=

 

( )
1,

q
j

i
j i j i j

s s
l s

s s= ≠

−
=

−∏  

通过线性变换 n
nt t s t= + ∆ 将区间 nI 映射到 [ ]0,1 ，可得如下性质 

( ) ( )

( ) ( )
1

, , 1
,

1
, , 0

, , ,

d d , 1,2, , .
n

n

n j n n q n
j n n i i

t
n i n i n i n it

t t s t t t l t l s

l t t t l s s t i qω ω
+

+= + ∆ = =

= = ∆ = ∆ =∫ ∫ 

 

进一步引入对应于 1q + 个点 0 10 1qs s s= < < < 的 q 次 Lagrange 插值多项式 ( ){ }
0

ˆ q

i i
l s

=
，即 

( )
0,

ˆ
q

j
i

j i j i j

s s
l s

s s= ≠

−
=

−∏ 。若取 ( ){ }, 0
ˆ q

n i i
l t

=
 (其中 ( ) ( ),

ˆ ˆ
n i il t l s= )作为空间 ( )q nP I 的基函数，则解函数

nIU 可唯一由 

函数 ( )( ), , ,,n j n n j n j
hU S U U x t∈ = 表示，即 

( ) ( ) ( ) ( ), ,0
,

0

ˆ, , , , ,
q

n j n n
n j n

j
U x t l t U x x t I t t

=

= ∈Ω× =∑  

数值格式中，初值满足 ( ),0n n n nU U U t+= = ∏ ，其中 ( )nU t 由前一时间层确定。在(3)中取 ,n ilϕ φ= ，(其
中 n

hSφ ∈ )，结合 Gauss-Legendre 积分公式可得 

( ) ( ) ( ) ( ), * , * * *
0 ,

1
, , , , d

n

q
n j n i n

ij h n i h i h n i hI
j

m U t a U m U l f tπ φ ω π φ π φ π φ+

=

+ ∆ = − +∑ ∫               (6) 

其中 

( ) ( ), ,
ˆ d , 1, 2, , ; 0,1, , .

n
ij n i n jI

m l t l t t i q j q′= = =∫    

定义与 nt∆ 无关的 q q× 矩阵 ,M N ，其中 
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( ) ( )
( ) { }1

1 2

,   , 1,2, , ,

, : , , .

ij i i j i

q

N N s l s i j q

M W N D W diag

ω

ω ω ω−

′= = =

= + =





 

由于 ( ) ( )( )ˆ 1, 2, ,i i
i

sl s l s i q
s

= = 
， ( ) ( ) ( )ˆ ˆ j

j j
j j

l ssl s l s
s s

′= + ，所以结合上式与 Gauss-Legendre 求积公式

可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
, , 0

1
,0

ˆ ˆd d

1 ˆ d ,

n
ij n i n j j iI

i
j j i i j i j i

j j

m l t l t t l s l s s

l s sl s l s s s l s
s s

ω δ

′= =

  ′ = + = +  

∫ ∫

∫
 

因此 ij ijm M= 。 
引理 1 [5]  设矩阵 { }

1 1
2 2

1 2, , , qM D MD D diag s s s
−

= =

 ，则有 

( )T2T 2
1 2

1
, , , , .

q
q

i q
i

X MX X x X x x x Rα α
=

 
≥ = ∀ = ⋅⋅⋅ ∈ 

 
∑  

其中
1: min
2

j

j
js

ω
α = 。 

引理 2 [9]-[12]  对于任意的 n
h hu S∈ ，有 

( )2 2* *
1 2, ,  .h h h h h h h hc u u u c u u c uπ π≤ ≤ ≤  

引理 3 [9]-[11]  对于充分小的 h ，存在正常数 3 4,c c 和 5 ,c λ < ∞，使得 

( )
( ) ( )
( )

2*
3 1

2* *
1 5 1

2 2*
4 1

, ,                         ,

, , ,    ,

, ,           ,

n
h h

n
h h h h

n
h h

a c S

a a c h S

a c S

υ π υ υ υ

υ π υ υ π υ υ υ

υ π υ λ υ υ υ

≥ ∀ ∈

− ≤ ∀ ∈

+ ≥ ∀ ∈



 

上述常数 β 满足 ( )min min0, min
x

r r r xβ
∈Ω

> > = ，且 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )* 2 2 2
3 2 3 2 3 1 3 1 1 3 3

1

5 3 5,
2 2

M

h h i i i i i i i i i
i

a h r r h h rυ π υ β υ β υ β υ− − − − +
=

 −
= − + − + + − 

 
∑  

下面定义有限维希尔伯特空间 ( )qn
hS (向量空间)，其内积与范数分别定义为 

( )( ) ( ) { } { } ( )T T
1 2 1 2

1
, , , , , , , ,

q qn
i q q h

i
Sφ φ φ φ ψ ψ ψ

=

Φ Ψ = Φ = Ψ = ∈∑  
 

1
22

1

q

j=

 
⋅ 

 
∑ 记为 ⋅ 。 

为证明解U 的存在唯一性，利用矩阵 M 的性质， nI 上的插值形式将U 表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

,2
, ,0

1
, , , ,

q
n j n

j n j n n
j

U x t s l t U x l t U x x t I+

=

′ ′= + ∈Ω×∑   

其中
1

, ,2 , 1, 2, ,n j n j
jU s U j q
−

= =

 。 

在(3)中取
1
2

,i n is lϕ φ
−

= ，(其中 n
hSφ ∈ )，结合上式可得 
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( ) ( ) ( ) ( )( )
1

, * , * * *2
0 ,

1
, , , , d , 1, 2, , .

n

q
n j n i n

ij h n i h i i h n i hI
j

m U t a U s m U l f t i qπ φ ω π φ π φ π φ+

=

+ ∆ = − − =∑ ∫ 


    (7) 

这里
1 1
2 2 , , 1, 2, ,ij ij j ij im M s m s i j q

−
= = =


 。 

定理 1  设 ( )nU t 在前一时间层 1nI − 给定，并设 ( )2 2;nf L I L∈ ，当时间步长 nt∆ 充分小时，方程组(7)
中存在唯一的解向量{ } ( ),

1

q qn j n
hj

U S
=
∈ ，因此(1)存在唯一的解 q

nU V∈ 。 
证明  在(7)式中取 ,n iUφ =  ，并对 i 从 1 到 q 求和，可得 

( )( )( ) ( ) ( )

( )

1 1
* , * ,2 2

0 ,
1 1

, * ,

1

, , , d

, , 1, 2, , .

n

q q
n n i n i

i i h i n i hI
i i

q
n i n i

n i h
i

L U U s m U U s l f U t

t a U U i q

π π

ω π

+

= =

=

= − +

− ∆ =

∑ ∑ ∫

∑

   

 



              (8) 

其中 ( ) ( )T,1 ,, ,
qn n q n

hU U U S= ∈  


，并记 ( )( )( ) ( ), * ,

, 1
, ,

q
n j n i

ij h
i j

L U U m U Uπ
=

= ∑   

 。 

由引理 1 和引理 2 对(8)式的左端进行整理可得 

( ) ( )( ) 2, * , *

, 1
, , .

q
n j n i

ij h h
i j

m U U MU U Uπ π α
=

= ≥∑      

                      (9) 

选取 n nP∏ = ，( nP 是投影到 n
hS 的 2L 投影算子)。对于(8)右端逐项分析， 

第一项，结合 Cauchy 不等式，Hölder 不等式以及引理 2、定义 3 可得 

( ) ( )
1

* ,2
0

1
, .

q
n n i n

i i h
i

s m U U c U t Uπ+

=

≤ ⋅∑                          (10) 

第二项，利用 Hölder 不等式及引理 2 可得 

( )
1 1

* ,2 2
,

1
, d .

n

q
n i

i n i h n nI
i

s l f U t c t U fπ
=

≤ ∆ ⋅∑ ∫                         (11) 

第三项，注意到 ( )1 2
0

d 0i il s sω = >∫ ，则 

( ), * ,

1
, 0.

q
n i n i

n i h
i

t a U Uω π
=

∆ ≥∑                               (12) 

将(8)~(12)结合可得 

( ){ }.n
n

cU U t f
α

≤ +                             (13) 

当 ( )nU t 与 f 分别为零时，由(13)可知 0U = 。结合线性方程组解的存在唯一性，证得问题(1)存在唯

一解 q
nU V∈ 。 

4. 收敛性分析及误差估计 

为进行收敛性分析，引入区间 nI 上的 q 个点 ,1 ,2 ,n n n qt t t< < < 确定的 Lagrange 插值算子

( ) ( ), 1 1
ˆ :GL
n q n q nI C I P I− −→ 满足插值条件： 

( )( ) ( ), ,
, 1

ˆ , 1,2, , .GL n j n j
n qI y t y t j q− = =                          (14) 

利用 Gauss-Legendre 积分公式对次数不超过 2 1q − 多项式的精确性，可得对任意的 ( )q nP Iυ∈ 及

( )1q nP Iφ −∈ 有 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
, 1 , , 1 ,

1 1

ˆ ˆd d .
n n

q q
GL GL n j n j n j n j
n q n j n q n jI I

j j
I t I t t t t tυ φ ω υ φ ω υ φ υφ− −

= =

= = =∑ ∑∫ ∫         (15) 

这表明将算子 , 1
ˆGL
n qI − 限定在空间 ( )q nP I 时，其是一个 2L 投影算子。 

为构建数值分析工具，引入 Gauss-Lobatto 积分公式如下 

( ) ( )1

0
0

d ,
q

j j
j

g b gξ ξ ξ
=

≅ ∑∫                                (16) 

其对所有不高于 2 1q − 次多项式都准确成立，积分节点 00 1qξ ξ= < < =
是 Lobatto 多项式 

( ) ( )
1

1
d 1
d

q
q

qL x x x
x

−

−= −   的 1q + 个根，类比 Gauss-Legendre 点的定义方式，定义相应于区间 nI 的 ,n iξ 和 ,n ib ， 

进一步，为了定义函数W ，引入 1q + 个 Lobatto 点确定
1

,0 ,
n n

n n qt tξ ξ += < < = 的 Lagrange 插值算子

( ) ( ),
ˆ :Lo
n q n q nI C I P I→ ，即有 

( )( ) ( ), , ,
ˆ , 1,2, , .Lo
n q n j n jI y y j qξ ξ= =                            (17) 

并且，定义 [ ] ( )1
0: 0,W T H→ Ω 使得 

( ) ( ) ( ),
ˆ, , , , .

n

Lo
n q nI

W x t I x t x t Iω= ∈Ω×                           (18) 

其中 

( ) ( ) ( ), , , , , , 0,1, , 1.n
h nx t P u x t u x t I n Nω η ω= = − ∈Ω× = −  

为简化符号，将W 仍记为
nIW 。此定义基于两点考虑：其一， ( )1nW t + 和 nW + 分别对应于 ( )1ntω + 和

nω + 。其二，便于后续理论分析中构造满足精度要求的积分准则。 
引理 4 [5]  根据插值逼近性质，误差 ( ),u W x t− 满足以下估计式 

( )

( )

1
11 42

5

11 4
5

max ,

max max max .
n

n n n

qq
n n nn In

qq
n nI I I

u W c t u c t h u

u W c t u c h u

++

++

− ≤ ∆ + ∆

− ≤ ∆ +
 

定理 2  假如 u 和U 分别为方程(1)和(3)的解，并假设 ( )1 0,1, , 1n n
h hS S n N− ⊂ = − ，则满足以下估计式 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 11

[0, ]

4
5 55

max max max

max max max .
n

n

q qq
nt T n I

n
t cn I n

u t U t c t u u

ch u u u cN J ω

+ ++

∈
− ≤ ∆ + ℑ

 + ℑ + + +  
         (19) 

上式 cN 表示 ( )1 1, , 1j j
h hS S j N−≠ = − 的总数， ( ) ( )1:n n n n n n

h hJ P P u tω ω ω + −  = − = −  。 
证明  令误差项 ( ) ( )e U u U W W u θ ρ= − = − + − = + 。其中 ρ 的估计由引理 4 直接给出，故仅需对θ

进行估计。基于变网格有限体积元格式(3)，函数
nI U Wθ θ= = − 满足如下方程： 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

* *

1 * 1 * * * *

, d , d

, , d , , d , d ,

n n

n n n

t h hI I

n n n n
h h t h h hI I I

t a t

W t W t W a W t f t

θ π ϕ θ π ϕ

π ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π ϕ+ + + +

+

= − − − − +

∫ ∫

∫ ∫ ∫
     (20) 

其中对积分项 ( )*, d
n

t hI
W tπ ϕ∫ 应用分部积分公式。在(20)中取 ( ), , n

n i hl Sϕ φ φ= ∈ ，结合 Gauss-Legendre 和

Gauss-Lobatto 及定义 1，可得关于θ 的误差方程： 
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( ) ( )

( ) ( )

, * , *

0

* , , *
1 2 3 4 ,

, ,

, , , 1, 2, ,

q
n j n i

ij h n i h
j

n i n i
h n i h

m t a

a u i q

θ π ϕ ω θ π ϕ

π ϕ ω ω π ϕ

=

+ ∆

= ∑ +∑ +∑ +∑ + − =

∑



                (21) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 , , , , , ,

0

2 , , , , ,
0

3 , , , , ,
0

4 , , , ,
0

: ,

: d ,

: d ,

: .

n

n

q
n n n n

n i n j n i n j n j n i
j

q

n j n i n j n j n iI
j

q

n i n j n i n j n j xxI
j

q

n j n i n j n j
j

l t t b l u l t

b l u l t u t

l t u t b l u u u u

b l

η ξ ξ η

ξ ξ

ξ ξ ε γ

ξ η ξ

+ + + +

=

=

=

=

′∑ = − − −

′ ′∑ = −

∑ = ℑ − ℑ ℑ = − +

∑ = ℑ

∑

∑ ∫

∑∫

∑

 

上式中的u 需满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 * 1 * * * *, , d , d , , d 0
n n n

n n n n
h h t h h hI I I

u u t a u t u f tπ φ π φ π φ π φ π φ+ + + +− + − − =∫ ∫ ∫  

令 ( )
1

, ,2 1, 2, ,n j n j
js j qθ θ
−

= =

 ，在 nI 上有
1

,2
, ,0

1

ˆ ˆ
q

n j n
j n j n

j
s l lθ θ θ +

=

= +∑  ，则关于 ,n jθ 的(21)式等价为 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ){ }

, * , *

1

1
* , , * *2

0 , , 1 2 3 4

, ,

, , , , 1, 2, , .

q
n j n i

ij h n i h
j

n n n i n i
i i n i h n i h h

m t a

s m l t a u i q

θ π φ ω θ π φ

θ π φ ω ω π φ π φ

=

− +

+ ∆

= − + − + ∑ +∑ +∑ +∑ =

∑  





   (22) 

引理 5  对任意的 0 1n N≤ ≤ − ，下述估计式成立： 

( ) ( )

( ) ( )

11 3
2 2 242 2

1 25

13 1
2 21 42 2

3 4 5

d , ,

, d .

n

n

q q
n n t nI n

q q
n n nIn

c t h u t c t u

c t u c t h u t

+ +

+ +

∑ ≤ ∆ ∑ ≤ ∆

∑ ≤ ∆ ℑ ∑ ≤ ∆ ℑ

∫

∫

                  (23) 

其中 1 2 3 4, , ,∑ ∑ ∑ ∑ 的定义由式(21)给出。 
证明  基于 nI 上的 Lobatto 积分准则，对任意的 1,2, ,i q=  ，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
, , , , , , , ,

0
d 0

n

q
n n n n

n i n j n i n j n i n i n i n iI
j

l t b l l t l t l t t l tξ+ + + +

=

′ ′− − = − − =∑ ∫  

上式表明存在与 n 无关的常数 ijβ ，使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ),

, 1
1 , , 1 ,0

1 1
d . :n j

n j

q q
n

ij n j n j ij t n
j j

s s
ξ

ξ
β η ξ η ξ β η η ξ η

−

+
−

= =

∑ = − = =∑ ∑ ∫  

由 ( )n
t h tI P uη = − 及式(4)，可得 

( )
11

2 24 42
1 5 5

d d .
n n

n t n n tI I
c h u t c t h u t∑ ≤ ≤ ∆∫ ∫  

对任意的 x∈Ω， , ,
ˆLO

n i n ql I uℑ 是关于 t 的一个 2 1q − 次多项式，有 
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( ) ( ) ( ) ( )( )3 , , , , , , ,
0

ˆd d .
n n

q
LO

n i n j n i n j n j n i n qI I
j

l t u t b l u l t I I u tξ ξ
=

∑ = ℑ − ℑ = − ℑ∑∫ ∫  

结合 Hölder 不等式及插值算子的性质，得 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1
2 2

3 , ,

1 3
1 2 2 1 11 2

,0

ˆd

d .

n

Lo
n i n qI n

qq qq
n n i n n

n n

c l t t I I u

c t l s s t u t u
++ ++

∑ ≤ − ℑ

≤ ∆ ∆ ℑ ≤ ∆ ℑ

∫

∫

 

类似可得 

( )( ) ( ) ( )
1 11 12 22 2 22 42

4 , 5
d d d .

n n n

n
n i h n nI I I

c l t t I P u t c t h u t ∑ ≤ − ℑ ≤ ∆ ℑ 
 ∫ ∫ ∫  

为了估计 2∑ ，定义区间 1,n nt t +  上基于 2q + 个节点的 Lagrange 插值算子 , 1
Lo
n qI + ，基于区间 1,n nt t +  上

的 1q + 个 Lobatto 点，对于给定的 x∈Ω， , , 1
Lo

n i n ql I u+′ 是一个关于 t 的 2 1q − 次多项式，则有 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 , , , , , , , 1
0

d d .
n n

q
Lo

n j n i n j n j n i n i n qI I
j

b l u l t u t l t I I u tξ ξ +
=

′ ′ ′∑ = − = −∑ ∫ ∫  

因此 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1
2 2

2 , , 1

1 3
1 2 2 2 21 2 2

,0

ˆd

d .

n

Lo
n i n qI n

qq qq
n n i n n

n n

c l t t I I u

c t l s s t u c t u

+

++ +− +

′∑ ≤ −

≤ ∆ ∆ ≤ ∆

∫

∫

 

在(21)式中选取 ,n iφ θ∈ ，并对 i 从 1 到 q 求和，结合引理 3 及 2L 投影的性质(15)式可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, * , * *
, 1

1 0

1 * 1 * *

, , d , d

 , , , d

n n

n

q q
n j n i GL

ij h t n q h t hI I
i j

n n n n
h h h tI

m I t t

t

θ π θ θ π θ θ π θ

θ π θ θ π θ θ π θ

−
= =

+ + + +

= =

= − −

∑∑ ∫ ∫

∫
              (24) 

进一步可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

21 * 1 *
4 1

2* , * *
1 2 3 4

1

, , d

, , d , d .

n

n n

n n n n
h h I

q
n i

h h h tn I I
i

c t

a u t t

θ π θ θ π θ θ

π θ λ θ ω π θ θ π θ

+ + + +

=

− +

≤ ∑ +∑ +∑ +∑ + + − +

∫

∑ ∫ ∫
 

由 ( )1 2
0

d 0i il s sω = >∫ 可得 

( ), * ,

1
, 0.

q
n i n i

n i h
i

t aω θ π θ
=

∆ ≥∑                                  (25) 

此外，结合见引理 3 中 ( )*, ha u ω π υ− 的定义及 Cauchy-Schwarz 不等式，有 

( )*
1, .ha u c uω π θ ω θ− ≤ −                                (26) 

进一步地，对任意 ,
0

ˆ
q

j q
n j n

j
l Vυ υ

=

= ∈∑ ，其范数满足等价性： 

1 1
2 222

1 2
0 0

.
q q

j j
n nn

j j
c t c tυ υ υ

= =

   
∆ ≤ ≤ ∆   
   

∑ ∑                         (27) 
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基于逆不等式 ( ) ( )( ) ( )
11

2 22
1max d ,

n
n q nIn

y t c t y t t y P I
−

≤ ∆ ∀ ∈∫ 及估计式 2
,

ˆ d
n

n j nI
l t c t≤ ∆∫ ，可得前两项不等

式。 
结合式(25)和(27)，对式(24)右端应用 Cauchy 不等式和 Hölder 不等式，并结合引理 5 可得， 

2 2 2 21 1 .n n
n nn n

c c c t cθ θ θ θ ε+ + −≤ + + ∆ +                         (28) 

其中 

( ) ( )2 2 2 2 22 12 2 4 4 4
5 5 5

d d d .
n n n

q qq
n n n t n nI I In n

c t u u h u t h u t h u tε + ++  = ∆ + ℑ + + ℑ + 
  ∫ ∫ ∫  

考虑 nθ + ，取 2L 投影算子 n nP∏ = ，则 

( ) ,n n n n n n nU W P t P Jθ θ ω+ + +  = − = +    

其中椭圆投影在 nt 处的跳跃项为 ( ) ( )1n n n n n n
h hJ P P u tω ω ω + −  = − = −  。将式(28)代入(27)式，结合 Cauchy

不等式，式(5)及 Young 不等式可得 

( ) [ ]2 2 22 21 11 ,n n
n n n n nn n

c c c t c cM Jθ β θ θ θ ε ω+ −≤ + + + ∆ + +              (29) 

其中 nM 是与 n 无关的常数，定义参数如下： 
1

1

0,           ,
1 , , 1, 2, , 1.

1

n n
h h

n n n
h h

n

S S

S S n N
M

β

−

−

 =
=  ≠ = − −



 

为了估计
n

θ ，在式(22)中取 ,n iφ θ=  ，并对 i 从 1 到 q 求和，结合引理 1 可得 

( ) 2, * , ,

, 1 1
, .

q q
n j n i n i

ij h
i j i

m θ π θ α θ
= =

≥∑ ∑  

                            (30) 

( ) ( )
2 2, ,

4 11 1

1 1
2 22 22 2, , , ,

1 2 3 11 1 1

1

.

q q
n i n i

n i n i
i i

q q q
n i n n n i n i n i

n i
i i i

t c t

c J t u

α λ ω θ ω θ

θ θ η ω ω θ

= =

= = =

− ∆ − + ∆

 
      ≤ + + ∑ + ∑ + ∑ + ∆ −           

 

∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

 

   (31) 

注意到
2,

1

q
n i

i
θ

=
∑  和

2,

1

q
n i

i
θ

=
∑ 仅依赖于 is 的常数，对式(31)利用(26)和(27)式及引理 5 可得 

{ }222
.n n

n n nn
c t J c tθ θ ω ε ≤ ∆ + + ∆                          (32) 

将式(29)右端代入迭代格式，经递推整理得 

( )

( ) ( )

2 21 0

0

2

0 1

1

1 1

n
n

j j
j

nn
n

j j m m m
m j m

c c t

c c t c t M J

θ β θ

β ε ω

+

=

= = +

≤ + + ∆

    + + + ∆ × + ∆ + +      

∏

∑ ∏
 

固定 n ，取 ( )( )1, ,m cM M N n m n= = =  。其中 ( )cN n 表示 1j j
h hS S− ≠ 的总数，当 ( ) 0cN n = 或 1 时，取 

2M = 时。此时 1j j
h hS S− ≠ ，

1
1j M

β β= =
−

。从而 
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( ) ( ) ( )

( )( ) 1

0 0, 0,

2 2

0

1 1 2 1 2

1 2 1 2 e 3e .

j j

n

n n n

j j j
j j c t j c t

n M ct
j j

j

c t c t

c t

β β
β β

β
+

= = < ∆ = ≥ ∆

=

+ + ∆ ≤ + ∆ +

≤ + ∆ + ≤ ⋅

∏ ∏ ∏

∏
 

令 ( )
1
22 2: 3e

nct
nC += 。结合初始条件 0 0 0

0 0 , 0hu P u Jθ ω = − =  得 

1 1
22 221 0

0 0 1 1
0 1

1
n n

n m
h n m n

m m
u P u cC cC M Jθ ε ω+

+ +
= =

    ≤ − + + +       
∑ ∑  

其中， ( )cM N n= 。利用式(32)和式(4)，对 0, , 1n N= − ，有 

( )
1 1

1 1 11 22 242 2 2
0 0 15 0 1

1 1
n n

m
n n n n n n n cn

m m
t cC h u t cC t cC N n Jθ ε ω

−

+
= =

    ≤ ∆ + ∆ + ∆ − +       
∑ ∑  

基于
n

n
hkI Vθ ∈ 的性质，应用逆不等式 ( ) ( )( )

11
2 22max d

n
n In

t c t t tθ θ
−

≤ ∆ ∫ 可得 

( ) ( )

( )

1
2 2 22 2 22 14 2 2 4 4 4

0 0 5 5 5 50 0 0 0

1
2 2

1

max

d d d

1 1 .

n

m m m

I

n n n n
q qq

n m m t m mI I Im mm m m m

n
m

c
m

C h u t u u h u t h u t h u t

N n J

θ

ω

+ ++

= = = =

=


   ≤ + ∆ + ℑ + + ℑ +     


   + − +     

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑

 

通过三角不等式整合θ 与 ρ 的估计，最终得误差估计式(19)。 
注 1  通过应用 4 4

1 5 5n nh u h u− + ；以此来估计 mJ ω   。从而验证定理 2 的估计式是收敛的。若空间

( )1,2, , 1n
hS n N= − 的网格变化不是很频繁时，则定理 2 所构建的 [ ] [ ]( )( )20, ;L T L∞ Ω ——模误差估计是

( )1 4,qO k h+ 。 
为了给出 [ ] ( )( )1

00, ;L T H∞ Ω ——模误差估计，首先给出所需的一个引理。 
引理 6 [5]  对任意的1 1n N≤ ≤ − ，满足 

( )

1

1
0

,

, ,

n n
h h

n

S S

P C Hυ υ υ

− ⊂

∇ ≤ ∇ ∀ ∈ Ω
                         (33) 

其中 np 是 n
hS 上的 2L 投影。 

引理 7  设 u 和U 分别为(1)和式(3)的解，且 ( )1 0,1, , 1n n
h hS S n N− ⊂ = − ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

2 11

[0, ]

3
4 44

max max max

     max max max .
n

n

q qq
n nt T n I

n
n t n cn I n

u t U t C t u u

C h u u u C N J ω

+ ++

∈
∇ − ≤ ∆ ∇ + ∇ℑ

 + ℑ + + + ∇  
    (34) 

其中 e
nct

nC c= 。 
证明  将误差分解为 ( ) ( ) ( )e U u U W W u θ ρ= ∇ − = ∇ − +∇ − = ∇ +∇ 。其中 ρ∇ 有类似引理 4 的估计

结果，故仅需对 θ∇ 进行估计。 
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定义离散算子 ( )1
0:n n

h hA H SΩ → [5]满足 

( ) ( ), , , .n n
h hA Sυ χ υ χ χ= ∇ ∇ ∀ ∈                              (35) 

在(21)式中取 ,n n i
hAφ θ= ，并对 i 从 1 到 q 求和，结合 2L 投影的性质和(31)式可得 

( ) ( ) ( )

[ ]( ) ( ) ( )

1 1 , * ,

1

* , , , * , *
1 2 3 4 ,

1 1

, , ,

, , , d .
n

q
n n n n n n i n i

n i h
i

q q
n n i n n i n i n i

h n i h h tI
i i

t a P

P a P u t

θ θ θ θ ω θ π θ

π θ ω ω π θ θ π θ

+ + + +

=

= =

∇ ∇ − ∇ ∇ + ∆ ∇ ∇

 = ∇ ∑ +∑ +∑ +∑ ∇ + ∇ − ∇ + ∇ ∇ 

∑

∑ ∑ ∫
  (36) 

由式(26)和 2L 投影的性质，类似可知 

( ) 2, * , ,
11 1

, 0.
q q

n n i n i n i
n i h n i

i i
t a P tω θ π θ ω θ

= =

∆ ∇ ∇ ≥ ∆ ∇ ≥∑ ∑  

[ ]( )

( )

2 21 * ,
1 2 3 4

1

2, , * , 1
,

1

,

, .

q
n n n n i

h
i

q
n n i n i n i n

n i h n ni

c P

a P u c t

θ θ π θ

ω ω π θ θ

+ +

=

−

=

∇ ≤ ∇ + ∇ ∑ +∑ +∑ +∑ ∇

 + ∇ − ∇ + ∆ ∇ 

∑

∑
                (37) 

结合引理 5、引理 6、引理 2、(4)式及(28)式中 θ∇ 的等价估计式，可类似证得下式 

( ) ( )
1

2 2* , 3
1 41
, d ,

n

q
n n i

h n t nI
i

P c h u tπ θ θ
=

∇ ∑ ∇ ≤ ∇∑ ∫  

此处 ( )2 , , 1 d
n

Lo
n i n qI

l I I u t+′∇∑ = − ∇∫ ，由引理 6 及参照 2∑ 的证明过程可得 

( ) ( )2* , 1
2

1
, .

q
qn n i q

h n nni
P c t uπ θ θ++

=

∇ ∑ ∇ ≤ ∆ ∇ ∇∑  

进一步类似可得 

( ) ( )

( ) ( )

1* , 1
3

1

1
2 2* , 3

4 41

, ,

, d .
n

q
qn n i q

h n nni

q
n n i

h n nI
i

P c t u

P c h u t

π θ θ

π θ θ

++

=

=

∇ ∑ ∇ ≤ ∆ ∇ℑ ∇

∇ ∑ ∇ ≤ ℑ ∇

∑

∑ ∫
 

将(34)下面的几个估计式及(27)，结合 Young 不等式合并可得 

( ) ( )

( )

2 222 2 2 11 2 2

22 2 23 3 3 1
4 4 4

d d d .
n n n

q qn n n q
nn n n

n
n t n n nI I I n

c c c t u u

c h u t h u t h u t c t

θ θ θ

θ

+ ++ + +

−

 ∇ ≤ ∇ + ∇ + ∆ ∇ + ∇ℑ 
 

+ + + ℑ + ∆ ∇∫ ∫ ∫
             (38) 

考虑 nθ +∇ ，取 n nP∏ = 是 2L 投影，由于 ( )n n n n n n nU W P t P Jθ θ ω+ + +  = − = +  ，因此结合 Cauchy 不

等式、(5)式及 Young 不等式可得 

( )
22 2

1 ,n n n
n nM Jθ β θ ω+  ∇ ≤ + ∇ + ∇                            (39) 

其中关于 ,n nMβ 的定义在(29)式中已给出，这里的 
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( ) ( )( )* * 1, , 0, .n n n n
h h hJ Sω π ϕ ω ω π ϕ ϕ+ − ∇ ∇ = ∇ − ∇ = ∀ ∈   

在式(22)中取 ,n n i
hAφ θ=  ，且参照(34)式的证明过程，有 

( ) ( )

( )

2 222 2 12 1

22 2 23 3 3
4 4 4

d d d
n n n

q qn q
n nn n n

n
n n t n nI I I

c t c t u u

c t h u t h u t h u t J

θ θ

ω

+ ++  ∇ ≤ ∆ ∇ + ∆ ∇ + ∇ℑ  
 

 + ∆ + + ℑ + ∇   
∫ ∫ ∫

           (40) 

将(38)和(40)式代入(37)式合并可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2 11 2 2

22 2 23 3 3
4 4 4

1

d d d 1 .
n n n

q qn n q
n n n

n n

n
n t n n n nI I I

c c t c t u u

c h u t h u t h u t c M t J

θ β θ

ω

+ ++ +  ∇ ≤ + + ∆ ∇ + ∆ ∇ + ∇ℑ 
 

 + + + ℑ + + ∆ + ∇  ∫ ∫ ∫
     (41) 

对上式进行 [ ] ( )( )20, ;L T L∞ Ω ——模误差估计，式(34)以后的证明类似可得 

( ) ( )

( )

2 2
2 13 2 2

0 0 4 0

1
22 2 23 3 3

4 4 40 0 0

1
2 2

1

max

d d d

1 1 .

n

m m m

n
q qq

n mI m mm

n n n

m t m mI I I
m m m

n
m

c
m

C h u t u u

h u t h u t h u t

N n J

θ

ω

+ ++

=

= = =

=

   ∇ ≤ + ∆ ∇ + ∇ℑ    

+ + + ℑ 



   + − + ∇     

∑

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑

             (42) 

通过三角不等式将上述 θ∇ 的估计与 ρ∇ 的估计合并，可得误差估计(37)式。 
注 2  通过应用 3 3

1 4 4n nh u h u− + ；可有效估计 mJ ω ∇   。从而验证定理 2 的收敛性。进一步地，若空

间 ( )0,1, , 1n
hS n N= − 的网格变化频繁较低时，则定理 2 所建立的 [ ] [ ]( )( )10, ;L T H∞ Ω ——模误差估计是

( )1 3,qO k h+ 。 

5. 数值算例 

为检验所提格式的有效性及理论推导结论的可靠性，选取如下抛物方程初边值问题： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

, ,  0 1, 0 1,

0, 1, 0,  0 1,

,0 sin ,   0 1,

t xxu u u f x t x t

u t u t t

u x x x

− + = ≤ ≤ < ≤


= = < ≤
 = ≤ ≤ π

 

其解析解为 ( ) ( ), e sintu x t x− π= 。数值实验中，试探函数空间采用时间二次多项式 ( )2q = 与空间三次

Lagrange 插值基函数，检验函数空间采用时间线性多项式及空间分片常数基函数。 
表 1 展示了固定时间步长 0.002t∆ = ，空间依次取 1 15,1 30,1 60,1 120h = 时，时空误差 ( )2L Lu U ∞−

和 ( )1L Hu U ∞− 的数值结果及其收敛阶数。由数据可知，当空间步长 h 逐次减半时， ( )2L L∞ 的模误差的收

敛阶接近四阶， ( )1L H∞ 半模误差的收敛阶接近三阶，实验结果与理论分析高度吻合。 
表 2 进一步研究了时间离散对计算精度的影响。实验中，空间步长固定为 0.0006h = ，时间步长依次

取 1 2,1 4,1 8,1 16t∆ = ，数值结果表明，随着时间步长 t∆ 逐次减半， ( )2L L∞ 模误差的收敛阶趋近于理论

最优的三阶精度，而 ( )1L H∞ 半模误差的收敛阶也接近三阶，实验结果与理论推导近乎相等。 
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Table 1. With the temporal discretization parameter t∆  fixed at 0.002, the spatial error and its convergence rate 
表 1. 固定时间剖分 0.002t∆ = ，空间误差及收敛阶 

h  ( )2L L
u U ∞−  收敛阶 ( )1L H

u U ∞−  收敛阶 

1
15

 3.5835e 05−  - 1.7532e 03−  - 

1
30

 2.2511e 06−  3.9926 2.1982e 04−  2.9955 

1
60

 1.4127e 07−  3.9941 2.7499e 05−  2.9988 

1
120

 9.2835e 09−  3.9276 3.4381e 06−  2.9997 

 
Table 2. With the spatial discretization parameter h fixed at 0.0006, the temporal error and its convergence rate 
表 2. 固定空间剖分 0.0006h = ，时间误差及收敛阶 

t∆  ( )2L L
u U ∞−  收敛阶 ( )1L H

u U ∞−  收敛阶 

1
2

 7.8147e 03−  - 2.5764e 02−  - 

1
4

 1.1651e 03−  2.7457 3.8413e 03−  2.7457 

1
8

 1.8786e 04−  2.6327 6.1937e 04−  2.6327 

1
16

 2.8305e 05−  2.7305 9.3321e 05−  2.7305 

6. 结论 

针对抛物型偏微分方程的数值求解问题，本文设计了一种基于变网格策略的连续时空有限体积元算

法，通过构造 Legendre 和 Lobatto 点上的 Lagrange 插值多项式，并结合 Gauss 数值积分准则，形成了系

统的理论分析体系。研究证明：该方法在不依赖网格限制条件下，严格保证了数值解的唯一存在性，同

时达到了 ( )2L L∞ 与 ( )1L H∞ 模误差估计的理论最优阶。最后通过数值算例验证了所提格式的有效性。 
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