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摘  要 

本文深入研究了模糊函数的可微性及其在优化问题中的应用。针对现有研究的不足，本文进行了以下核

心贡献：1) 统一模糊函数的可微性理论：梳理了H可微、S可微、G可微等不同可微性定义的逻辑脉络，

构建了统一的理论框架，为研究者选择合适的可微性定义提供了指导。2) 构建模糊优化的KKT条件：针

对模糊优化问题，建立了KKT条件的统一框架，使得这些理论在实际应用中可以更灵活地解决多样化的

模糊优化问题。本文进一步分析了模糊序关系对KKT条件的特殊性影响，并通过模糊截集运算的置信水

平优化，提出了适用于G可微的框架。 
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Abstract 
This paper conducts an in-depth study on the differentiability of fuzzy functions and their applica-
tion in optimization problems. In response to the deficiencies of existing research, this paper makes 
the following core contributions: 1) Unifying the differentiability theory of fuzzy functions: This pa-
per clarifies the logical connections between different differentiability definitions, such as H-differ-
entiability, S-differentiability, and G-differentiability, and constructs a unified theoretical frame-
work. This provides guidance for researchers to choose the appropriate differentiability definition. 
2) Developing KKT conditions for fuzzy optimization: A unified framework of KKT conditions is 
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established for fuzzy optimization problems, enabling these theories to be more flexibly applied to 
solve diverse fuzzy optimization problems in practice. This paper further analyzes the special influ-
ence of the fuzzy order relation on the KKT condition, and through the confidence level optimization 
of the fuzzy truncated set operation, proposes a framework suitable for G-differentiability. 
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1. 引言 

自 1965 年 Zadeh [1]开创性地提出模糊集理论，模糊优化迅速在运筹学、控制理论和人工智能等多学

科领域生根发芽。尽管模糊数学在不确定性优化方面取得了显著进展，但模糊函数的可微性及其在优化

问题中的应用，依旧存在诸多亟待解决的难题。在模糊运算层面，其扩展性不足限制了对复杂模糊信息

的处理能力；从可微性条件来看，现有的条件普适性欠佳，难以广泛应用于各种实际场景。 
近年来，众多研究者针对这些问题展开了深入探索[2]-[4]，相继提出了多种模糊函数的可微性定义，

如 Hukuhara 可微(H 可微)、广义 Hukuhara 可微(gH 可微)等。同时，对模糊凸函数性质的研究也不断深

入，其在优化中的作用逐渐明晰。然而，目前的研究仍存在一些关键缺陷：不同可微性定义之间的逻辑

脉络尚未梳理清晰，缺乏系统性的关联分析，这使得研究者在选择合适的可微性定义时缺乏明确的指导；

模糊优化问题的 KKT 条件尚未形成统一框架[5]，导致在实际应用中难以灵活运用这些理论解决多样化

的模糊优化问题；在实际应用中，像截集法[6]等模糊数运算方法，在运算效率和准确性方面还有很大的

提升空间，无法满足日益增长的实际需求。此外，模糊优化中的序关系(如可能性序、必然性序)尚未与

KKT 条件系统结合，导致约束可行性判断缺乏理论支撑。 
为了攻克上述难题，本文紧紧围绕模糊数的截集运算和 Zadeh 扩张原理[6]，对模糊函数的可微性及

其优化理论展开了系统而深入的研究。具体而言，本文的核心贡献主要体现在以下几个方面： 
(1) 提出基于截集置信水平的分层可微性框架，统一 H 可微、gH 可微与 G 可微的适用条件； 
(2) 构建模糊序关系下的 KKT 条件，明确互补松弛条件在可能性测度下的数学表达。 

2. 模糊函数的相关知识 

1) 模糊数的截集 
模糊数的截集是一个经典集合(清晰集合)，表示在某个置信水平α 下，模糊数中隶属度大于或等于α

的所有元素组成的集合。 
数学形式：对于一个模糊数 A ，其α -截集的定义为： 

( ){ }| AA x xα µ α= ≥  

直观理解：截集将模糊数“切割”为明确区间，反映了“在至少α 的可信度下，模糊数的可能取值范

围”。 
模糊数具有单调性：α 越大，截集范围越小(例如， 0.8α = 的截集比 0.5α = 的截集更窄)截集是闭区
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间：如果模糊数的隶属函数是凸的(如三角形，梯形)，其截集通常是一个闭区间 [ ], aa bα 。 
2) 模糊数的运算法则所依据的原理 
(a) Zadeh 扩张原理[7] [8]  
定义：设 1 2: nf X X X Y× × × → 是一个经典函数， 1 2, , , nA A A  

 分别为论域 1 2, , , nX X X 上的模糊集

合。 

( )1 2, , , nB f A A A=   

 是论域Y 上的模糊集合，其隶属函数[9]定义为： 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )( )1 2
1 2 1

1 2

1 2
, , ,

, , ,

sup min , , ,
n

n n
n

nA A AB
x x x X X

f x x x y

y x x xµ µ µ µ
∈ × ×

=

=


 



  

(b) α -截集法[10] (Interval Arithmetic) 
对任意 [ ]0,1α ∈ ，若 A 和 B 的α -截集分别为 ,L Ra aα α  和 ,L Rb bα α  ，则运算结果C的α -截集为： 

,L L R RC a b a bα α α α α = ⊕ ⊕   

3) 广义 Hukuhara 减法：对于 ,µ ν ∈，其广义 Hukuhara 减法定义为，如果存在模糊数ω∈使得 

gH

µ ν ω
µ ν ω

ν µ ω
= +

= =  = − 

  

4) 对于 ,µ ν ∈，其 g 减法[11]定义为， 

[ ] [ ]( ).g cl
β βα

β α
µ ν µ ν

>

  = −  

  

3. λ -凸函数 

1) 模糊凸函数定义：设 nX ⊆  是凸集，如果对于任意 [ ], , 0,1x y X λ∈ ∈ ，下面式子成立，则称

:f X → 是模糊凸函数。 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1f x y f x f f yλ λ λ λ+ − −  

  

注：关于模糊凸函数的定义虽然在表述上存在不同，但是实质内容基本相同。本文所选定义在凸函

数的模糊化研究领域内被大量使用，例如[12]-[14]。 
2) f 是模糊凸函数当且仅当对任意 [ ]0,1λ∈ ， ( )* ,f x α 和 ( )* ,f x α 是凸函数，即 

( )( ) ( ) ( ) ( )* * *1 , , 1 ,f x y f x f yλ λ α λ α λ α+ − ≤ + −  

( )( ) ( ) ( ) ( )* * *1 , , 1 ,f x y f x f yλ λ α λ α λ α+ − ≤ + − . 

3) 基于隶属函数的等价表示 

( )( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1 2

1 2

1 2
,
1

1 sup min ,f f x f y
z z

z z z

x y z z z
λ λ

µ λ λ µ µ
= + −

+ − ≥  

4) 基本性质 
(a) 若 f 和 g是模糊凸函数，则 f g+  和 ( )0cf c ≥ 也是模糊凸函数，但非线性运算(如乘法)可能不保

持凸性。 
(b) 模糊凸函数的局部极小值(若存在)也是全局极小值。 
(c) 每个α 截集对应的函数 ( )f xα

−
和 ( )f xα

+
均为经典凸函数。 
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4. λ模糊函数的可微性相关介绍 

1) H 可微[12]： 
(a) 点可微条件：若存在 ( )0

n
LF x′ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
00 0

lim lim
h h

F x h F x F x F x h
F x

h h→ →

+ − − −
′= =  

这里的 ( ) ( ) ( )0 0 0, ,F x h F x F x h+ − 以及 ( )0F x′ 都是 n
L 中的元素，其运算和极限基于 n

L 中元素的度 

量 ( ) ( )
1

, ,
n

j j

j
d x y d x y

=

= ∑   以及序关系 λ 等来定义和衡量。 

(b) 集合上可微条件：若 F 在 S 上可微，则对于任意 [ ]0,1α ∈ ，对于 F 中各分量对应的函数(基于 n
L

元素的结构)，设为 ( )* ,jF x α 和 ( )( )* , 1, 2, ,jF x j nα =  都可微，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
1* 1 *, , , , , , , ,n nF x F x F x F x F x

α
α α α α ′ ′′′′ =     

  

2) S 可微[15]  
定义：设 : n

L LF →  为 λ -凸函数。假设对任意 [ ]0,1α ∈ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,F Fα
α α α′′

  在 n
Lx∈ 都可微，

分别记做 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,F x F xα
α α α′′ 。 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x F x F xα
αα α α ′′Γ =   

，如果 ( ),x αΓ 为一个模糊数的α 截集，则称 ( )F s 是 S-可微的，

记做 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d , , ,F x F x F xα
αα α α ′′=   

。 

3) G 可微 
设函数 : n

LF S →  ( S 为非空凸集， n
L 是基于前 3 张图片中定义的相关模糊数集合)，对于 0x S∈ 模

仿上述定义给出其 G 可微条件如下： 
情况(i)：存在 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0,F x h F x F x F x h+ − − − (这里的减法基于 n

L 中元素的加法逆运算和加法运 

算定义)，使得
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

00 0
lim lim Gh h

F x h F x F x F x h
F x

h h→ →

+ − − −
′= = 。其中极限运算基于 n

L 中元素的度

量 ( ) ( )
1

, ,
n

j j

j
d x y d x y

=

= ∑   来定义， ( )0
n

G LF x′ ∈ 。 

情况(ii)：存在 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0,F x F x h F x h F x− + − − ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
00 0

lim lim Gh h

F x F x h F x h F x
F x

h h→ →

− + − −
′= =

− −
 

情况(iii)：存在 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0,F x h F x F x h F x+ − − − ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
00 0

lim lim Gh h

F x h F x F x h F x
F x

h h→ →

+ − − −
′= =

−
 

情况(iv)：存在 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0,F x F x h F x F x h− + − − ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
00 0

lim lim Gh h

F x F x h F x F x h
F x

h h→ →

− + − −
′= =

−
 

当函数 F 在点 0x 满足上述四种情况中的任意一种时，就称函数 F 在点 0x 是 G 可微的。 
4) 弱可微[16]：设 : n

L LF →  为 λ -凸函数。假设对任意 [ ]0,1α ∈ ，( ) ( ) ( ) ( ), , ,F Fα
α α α′′

  在 n
Lx∈
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都可微，分别记做 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,F x F xα
α α α′′ ，则称 ( )F x 是弱可微的。 

5) gH 可微：设函数 : n
LF S →  ( S 为非空凸集， n

L 是模糊数集合)，对于 0x S∈ ：若存在 ( )0
n

gH LF x′ ∈ ，

使得对于任意足够小的 0h > ，基于 n
L 中元素的 gH 差运算 gH  (为广义 Hukuhara 差)，有 

( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim gH
gH h

F x h F x
F x

h→

+
′ =


成立(这里的极限运算基于 n

L 中元素的度量 ( ) ( )
1

, ,
n

j j

j
d x y d x y

=

= ∑   来定 

义)，则称函数 F 在点 0x 是 gH 可微的。 
6) G 可微 
构建λ -凸函数的 G 可微条件：设函数 : n

LF S →  ( S 为非空凸集， n
L 是模糊数集合)，对于 0x S∈ ：

若存在 ( )0
n

g LF x′ ∈ ，使得对于任意足够小的 0h > ，由 n
L 中元素定义的   g 差运算 

( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim g
g h

F x h F x
F x

h→

+
′ =


成立(极限基于度量 ( ) ( )

1
, ,

n
j j

j
d x y d x y

=

= ∑   来定义)，称函数 F 在点 0x 是 G 

可微的。 
7) 梯度[17]  
设 : n

L LF →  为 λ -凸函数。如果 F 关于变量 ( )1,2, ,ix i n=  是 G 可微的，记做 ( )1,2, ,
ixD F i n=  ，

则 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
, , ,

n

t

x x xF x D F x D F x D F x∇ =  。 
称 F 在点 x 处的梯度。 
例：假设我们有一个 λ -凸函数 2:F λ→  ，定义在二维模糊数空间上。函数 F 的表达式为：

( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2, ,F x x x x x x= + + 其中 1x 和 2x 是模糊数。 
(a) 计算 g -导数：假设 F 关于 1x 和 2x 的 g -导数分别为： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 21 22 ,1 , 2 ,1x xD F x x D F x x= =  

(b) 构造梯度：由梯度的定义， F 在点 ( )1 2,x x x= 处的梯度为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, 2 ,1 , 2 ,1
t t

x xF x D F x D F x x x∇ = =  

8) 各个可微之间的关系 
(a) 从 H 可微到 gH 可微 
动机：H 可微对模糊数的对称性限制过强，gH 可微通过广义差运算支持非对称模糊数(如梯形模糊

数)。 
示例： 
H 可微： ( ) [ ]1,2,3f x x=  (对称)→导数存在。 
gH 可微： ( ) [ ]1,2,4f x x=  (非对称)→导数仍存在。 
(b) 从 gH 可微到 G 可微 
动机：gH 可微要求差运算存在，而 G 可微通过截集运算彻底解除限制。 
示例： 
gH 可微： ( ) [ ] 21, 2, 4f x x= → 导数存在。 
G 可微： ( )f x = “大约 2x ”(语言变量)→通过截集求导。 

5. λ函数的 KKT 条件[18]  

1) 问题设定 
考虑一个 λ -凸函数相关的约束优化问题： ( )min x S F x∈ ，其中 : n

LF S →  ( S 为非空凸集， n
L 是基

于之前图片中定义的相关模糊数集合)，约束条件为： 
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等式约束： ( ) 0, 1,2, ,jG x j m= =  ，其中 : n
j LG S → 。 

不等式约束： ( ) 0, 1,2, ,kH x k pλ =  ，其中 : n
k LH S → ， λ 是 n

L 上的序关系。 
2) 拉格朗日函数构建 

构造拉格朗日函数 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,
pm

j j k k
j k

L x F x G x H xλ µ λ µ
= =

= + +∑ ∑ ，在这其中 ( )1 2, , , mλ λ λ λ=  ， jλ ∈  

是等式约束对应的拉格朗日乘子； ( )1 2, , , pµ µ µ µ=  ， kµ ∈是不等式约束对应的拉格朗日乘子。 
3) KKT 条件 
(a) 原始可行性条件 
等式约束满足： ( ) 0jG x = ，对于 1,2, ,j m=  。 
不等式约束满足： ( ) 0kH x λ ，对于 1,2, ,k p=  。 
(b) 对偶可行性条件：对于不等式约束的拉格朗日乘子 kµ 有 

 0, 1, 2, ,k k pλµ =   

(c) 梯度条件(稳定性条件)： 
拉格朗日函数 ( ), ,L x λ µ 关于 x 的梯度为零向量。由于 ,, j kF G H 都是到 n

LF 的函数，这里的梯度定义

基于之前模仿的 λ -凸函数梯度定义，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , 0, , , 
pm

j j k k j
j k

L x F x G x H x F x G xλ µ λ µ
= =

∇ = ∇ + ∇ + ∇ = ∇ ∇∑ ∑  

( )kH x∇ 是相应函数的梯度(向量形式，元素为 n
L 中的元素)。 

(d) 互补松驰条件 
对于等式约束： ( ) 0j jG xλ ∇ =  (这里的“0”是指 n

L 中零元素对应的梯度形式)， 1,2, ,j m=  。 
对于不等式约束： ( ) 0k kH xµ =  (同样是 n

L 中的相关零形式)， 1,2, ,k p=  。这意味着要么不等式约

束 ( )kH x 是松弛的( ( ) 0kH x λ ，此时 0kµ = )，要么约束起作用( 0k λµ  ，此时 ( ) 0kH x = )。 
例：设目标函数 ( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 2, 2 2F x x x x= − + − ，它是一个从 2
 到的函数(这里可看作 1

L 的特殊情

况)，并且是一个凸函数(也满足 λ -凸函数相关性质)。约束条件为： 
等式约束： ( )1 2 1 2, 3 0G x x x x= + − = ，不等式约束： ( )1 2 1, 1 0H x x x= − ≥ 。 
我们的优化问题是在满足上述约束条件下，求 ( )1 2,F x x 的最小值。 
构造拉格朗日函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 2 1 2 1, , , 2 2 3 1L x x x x x x xλ µ λ µ= − + − + + − + − ，其中 λ 是等式约束的

拉格朗日乘子， µ 是不等式约束的拉格朗日乘子。 
4) 模糊环境对 KKT 条件的影响 
(a) 原始可行性条件的修正 
经典 KKT 要求 ( ) 0g x ≤ ，而模糊环境下需选择序关系： 
- 弱可行性(基于可能性序)： 

( )( )Poss 0 g x α≥

  

- 强可行性(基于必然性序)： 

( )( )Nec 0 g x α≥

  

(b) 互补松弛条件的模糊化 
经典互补松驰条件 ( ) 0g xλ = 需扩展为： 

( ) ( )0,Poss 0g xλ λ α≈ > ≥   


  
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其中为 Zadeh 扩张乘法， ≈表示模糊相等(隶属度 α≥ )。 
5) 应用 KKT 条件[18] [19]  
(a) 原始可行性条件： 
等式约束： 1 2 3 0x x+ − = ，不等式约束： 1 1 0x − ≥ 。 
(b) 对偶可行性条件： 0µ ≥ 。 
(c) 梯度条件：对 ( )1 2, , ,L x x λ µ 分别求关于 1 2, x x 的偏导数，并令其为 0 

( )1
1

2 2 0L x
x

λ µ∂
= − + + =

∂
，即 12 4 0x λ µ− + + =  

( )2
2

2 2 0L x
x

λ∂
= − + =

∂
，即 22 4 0x λ− + =  

(d) 互补松弛条件： ( )1 1 0xµ − = 。 
情况一： 0µ =  
此时不等式约束不起作用，由 22 4 0x λ− + = 可得 24 2xλ = − ，将其代入 12 4 0x λ− + = ，并结合

1 2 3 0x x+ − =  (即 2 13x x= − )，有： 

( )1 12 4 4 2 3 0x x− + − − = ， 1 12 6 2 0x x− + = ， 14 6x = ，解得 1 2
3 3 3, 3
2 2 2

x x= = − = 1
3 11 1 0
2 2

x − = − = > ，满

足不等式约束。 
情况二： 1 1 0x − = ，即 1 1x =  
由 1 2 3 0x x+ − = 可得 2 2x = 。将 1 21, 2x x= = 代入 12 4 0x λ µ− + + = 和 22 4 0x λ− + = ，由 2 2 4 0λ× − + =

可得 0λ = ，再代入 2 1 4 0 0µ× − + + = ，解得 2 0µ = > ，满足 0µ ≥ 。 
确定最优解 
计算两种情况下目标函数的值： 

当 1 2
3 3,
2 2

x x= = 时，
2 23 3 3 3 1, 2 2

2 2 2 2 2
F      = − + − =     
     

， 

当 1 21, 2x x= = 时， ( ) ( ) ( )2 21, 2 1 2 2 2 1F = − + − = 。 

比较可得， ( )1 2,F x x 的最小值为
1
2
，此时 1 2

3 3, , 1, 0
2 2

x x λ µ= = = = ，这些值满足 KKT 条件，是该优 

化问题的最优解。 
例：某工厂生产一种产品，其生产成本 ( )C x 和市场需求 D  均为模糊数。工厂希望制定生产量 x 以

最小化成本，同时满足模糊需求约束。 
1) 模楜参数定义 
- 生产成本： ( ) 2C x ax bx= + 

 ，其中 
- [ ]0.8,1.0,1.2a =  (三角模糊数，单位成本波动) 
- [ ]2.0,2.5,3.0b =  (固定成本模糊性) 
- 市场需求约束： x D ，其中 [ ]90,100,110D =  (最低需求模糊区间) 
2) 模糊可微性的应用 
目标函数梯度计算： 
使用广义Hukuhara可微(gH可微)计算 ( )C x 的导数： ( ) [ ]2 1.6 2.0,2.0 2.5,2.4 3.0C x ax b x x x∇ = + = + + +

 。 
优化问题形式化： ( )min s.t.x C x x D  。 
KKT 条件： 
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1) 原始可行性： x D  (可能性测度 ( )Poss 0.8x D≥ ≥ )。 
2) 对偶可行性：模糊乘子 0λ  。 
3) 互补松驰条件： ( ) 0x Dλ ≈ 

   (Zadeh 扩张乘法)。 
4) 梯度条件： ( )C x λ∇ = 。 
步骤 1：选择置信水平 0.8α = ，计算 D 的截集 [ ] [ ]0.8

94,106D = 。 
步骤 2：求解 KKT 条件： 
- 若 106x > ，约束松他( 0λ =  )，最优解为 ( ) 0C x∇ =   

[ ]* 3.0 2.5 2.0, , 1.25, 1.25, 1.25
2 2.4 2.0 1.6

bx
a
− − − − = = = − − −  





 

- 若 [ ]94,106x∈ ，约束活跃( 0λ 

 )，取 * 94x =  (保守策略)。 
最终解： 
- 经典优化：假设 100D =  (清晰数)，得 * 100x = ，无法反映需求波动风险。 
- 模糊优化：解为区间 [ ]* 94,106x ∈ ，决策者可选择： 
- 94x =  (低成本，低风险)， 
- 106x =  (高成本，确保需求满足)。 
文从 λ 函数出发，定义相关的可微含义，并且推出 KKT 条件，本文呢的研究成果不仅推动了模糊函

数可微性理论的发展，也为模糊优化问题的实际应用提供了理论基础和方法指导，具有重要的理论意义

和应用价值。但是，对于应用于实际情况方面仍有不足，希望在后续可以进一步探索。 
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