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摘  要 

随着《义务教育数学课程标准(2022年版)》发布，上海中考试卷也随之发生改变。中考数学试卷更加注

重对于学生思维能力的考查，其中25题区分度很高，成为广大师生研究的重点题型。鉴于此，本文基于

波利亚的解题思想，以2023年上海市中考数学题25题为例，探讨教师在课堂教学中如何帮助学生提升思

维能力，找到问题切入点及解题方法。 
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Abstract 
With the release of the “Compulsory Education Mathematics Curriculum Standards (2022 Edition)”, 
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the Shanghai middle school entrance examination papers have also undergone changes. The math-
ematics papers of the middle school entrance examination now place greater emphasis on the as-
sessment of students’ thinking abilities, among which question 25 has a high degree of discrimina-
tion and has become a key type of question for both teachers and students to study. In light of this, 
this article, based on Polya’s problem-solving ideas, takes question 25 of the 2023 Shanghai middle 
school entrance examination mathematics paper as an example, explores how teachers can help 
students enhance their thinking abilities in classroom teaching, find the entry point of the problem, 
and discover the solution methods. 
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1. 问题提出 

《义务教育数学课程标准(2022 年版)》明确了义务教育阶段的核心素养，初中阶段的主要表现是：抽

象能力、运算能力、几何直观、空间观念、推理能力、数据观念、模型观念、应用意识、创新意识[1]。
上海市中考数学命题注重对学生分析问题、解决问题能力的考查[2]。其中对于学生数学思维能力要求越

来越高，而解题是培养数学思维能力的主要途径，学生需在理解题意的基础上灵活应用所学知识进行思

考和解答。在学生日常学习中，学生对于课本基础知识掌握扎实，但在中考遇到陌生问题时不知道从何

下手，很多学生在解题时容易出现思路不清晰的情况。追根溯源，教师没有教会学生“学会如何解题”。 

2. 波利亚解题表 

乔治·波利亚的“怎样解题表”包括“弄清问题”、“拟定计划”、“实现计划”、“回顾”四个

步骤[3]：第一，弄清问题。明确已知、未知、条件分别是什么，是理清题意的过程，是解决问题的必要

前提；第二，拟定计划。找出已知与未知之间的关系，是在“已有经验”的基础上探寻解题思路并确定

具体解题方案的过程，是解题的关键环节；第三，实施计划。实施解题方案，并检验每一个步骤的正确

性，是将制定的解题方案具体实施的过程，是解题的核心内容；第四，回顾。及时总结，反思验证并尝试

将其应用到其他同类型题目，是解题的必要环节。 
波利亚解题理论强调数学思维的教学，教师的首要任务就是帮助学生。在数学教学中，教师要帮助

学生学会思考，分析理解题意，提升解题能力，深入解题思想。但思想不是一蹴而就的，这就需要广大

教师将“波利亚解题思想”带入课堂。鉴于此，本文基于波利亚的解题思想，以 2023 年上海市数学中考

题 25 题为例探讨教师如何帮助学生提升思维能力，学会如何解题。 

3. 基于波利亚解题表的教学案例 

3.1. 问题呈现 

如图 1 所示，已知在 ABC∆ 中，AB AC= ，O 在边 AB 上，点 F 为边OB 中点，以点O 为圆心，BO
为半径的圆分别交CB ， AC 于点 D 、 E ，联结 EF 交OD 于点G 。 
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Figure 1. Title example 
图 1. 题目示例 

 
(1) 如果OG DG= ，求证：四边形CEGD 为平行四边形； 
(2) 如图 2 所示，联结OE ，如果 90BAC∠ = ， OFE DOE∠ = ∠ ， 4AO = ，求边OB 的长； 

 

 
Figure 2. Title example 
图 2. 题目示例 

 

(3) 联结 BG ，如果 OBG∆ 是以OB 为腰的等腰三角形，且 AO OF= ，求
OG
OD

的值。 

3.2. 根据波利亚解题表进行解题思路教学 

3.2.1. 第一问解题思路教学 
(一) 理解题意 
师：请同学们找出求证问题、已知条件，可否由已知条件得出相应的隐藏条件？ 
生：(1) 求证问题是四边形 CEGD 为平行四边形。 
(2) 已知条件是： 
条件 1： AB AC= ，由此可知 ABC C∠ = ∠ ； 
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条件 2：以 O 为圆心， BO 为半径的圆分别交 CB 、 AC 于点 D 、 E ，则 OB OE OD= = ，则

ODB ABC∠ = ∠ ，联系条件 1 可得出 ODB C∠ = ∠ ，由此可得 AC OD ，则CE GD ； 
条件 3： F 为OB 中点，由此可知OF FB= ； 
条件 4：OG = DG ，结合条件 3 得出 FG 是 OBD∆ 的中位线。 
(二) 拟定计划 
师：将已知条件标在图(1)上如图 3 所示，并将题目以及由已知条件和图 3 得出的隐藏条件列出。 

 

 
Figure 3. Title example 
图 3. 题目示例 

 
师：观察未知量，你能说出已知与未知量的关系吗？你知道一条可能有用的定理吗？你能重新叙述

这道题目吗？ 
生：未知量是求证四边形CEGD 为平行四边形，可依据以下五条平行四边形的判定定理[4]： 
定理 1：两组对边分别平行的四边形叫做平行四边形； 
定理 2：一组对边平行且相等的平行四边形叫做平行四边形； 
定理 3：两组对边分别相等的四边形叫做平行四边形； 
定理 4：两组对角分别相等的四边形叫做平行四边形； 
定理 5：两条对角线互相平分的四边形叫做平行四边形[4]。 
生：由条件 2 可得“CE GD ”，因为已经有了一组对边平行，所以判定四边形CEGD 为平行四边

形就可以考虑用定理 1 和定理 2。 
师：只能用定理 1 和定理 2 吗？ 
生：不是，由条件 4 OG DG= 结合条件 3 得出 FG 是 OBD∆ 的中位线，根据中位线可以得出

CAB OFG OGF∠ = ∠ = ∠ ，又因为 ABC C∠ = ∠ 和 OGF EGD∠ = ∠ ，得出 C EGD∠ = ∠ 。现在已经有了一

组对角相等，所以判定四边形CEGD 为平行四边形就可以考虑用定理 3。但是由于这样步骤麻烦，我们

考虑第一种情况。关于定理 4 和定理 5 则需要做辅助线连接对角线，暂不考虑。 
师：我们应该选用定理 1 还是定理 2 呢？ 
生：应该选用定理 1，由条件 2 得出CE GD ，只需再证出CE GD= 或者CD EG 即可，根据已知

条件 3 与条件 4 我们很容易得出CD EG ，具体过程如下：由条件 1 得出 ABC C∠ = ∠ ，由条件 2 得出

CE GD ，由条件 3：F 为OB 中点，则OF FB= ，又OG DG= ，则 FG 是 OBD∆ 的中位线，则 FG BC ，

即可得证。 
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(三) 实施计划 
证明： AC AB= ，∴ ABC C∠ = ∠ ； 

OD OB= ，∴ ODB ABC∠ = ∠ ； 
∴ ODB C∠ = ∠ ∴ / /AC OD ，即CE GD ； 
 F 是OB 的中点，OG DG= ， 
∴ FG 是 OBD∆ 的中位线， 
∴ FG BC ，即GE CD ， 
∴四边形CEGD 是平行四边形； 
(四) 回顾 
证明平行四边形我们可以采用不同的方法，上述采用的是“两组对边分别平行的四边形是平行四边

形”，我们也可以采用“两组对角分别相等的四边形是平行四边形”，但是这种两组对角相等的证明方

法需要通过另外一组对边平行来证明。在实际题目中我们应该选择合适的判定定理：情况 1，优先选择

“边”的判定：在题目中边的条件(平行、相等)更易直接观察或计算，建议优先尝试基于边的判定方法。

例如：已知四边形 ABCD 中， 8 cmAB = ， 8 cmCD = ， 5 cmAD = ， 5 cmBC = ，可直接用“两组对边相

等”判定。情况 2，复杂问题用“对角线”判定： 
当题目涉及中点、对称性或坐标系时，利用对角线互相平分更高效。例如：已知四边形顶点坐标

( )0,0A 、 ( )2,4B 、 ( )6,4C 、 ( )4,0D ，通过计算对角线中点均为(3, 2)可判定为平行四边形。情况 3，角

的条件作为辅助工具：对角相等通常需结合其他条件使用，单独应用较少，但可用于验证结论的一致性。

例如本题中对角相等需由两直线平行得出。总之，平行四边形判定需要紧扣其本质属性，灵活选择边、

角、对角线的条件。 

3.2.2. 第二问解题思路教学 
(一) 理解题意 
师：请同学们找出求证问题、已知条件，可否由已知条件得出相应的隐藏条件？ 
生：(1) 求证问题是：OB 的长度。 
(2) 已知条件是： 
条件 1： 90BAC∠ = ，则 ABC∆ 、 AEF∆ 、 AOE∆ 是直角三角形，又因为 AB = AC ，可得出

45ABC C∠ = ∠ = 。 
条件 2： OFE DOE∠ = ∠ ，由 AC OD 可得出 OEA DOE∠ = ∠ ，所以 OFE OEA∠ = ∠ 。 
条件 3： 4AO = 。 
(二) 拟定计划 
师：将已知条件标在图 2 上如图 4 所示，并将题目以及由已知条件和图 2 得出的隐藏条件列出。 
师：观察未知量，你能说出已知条件与未知量的关系吗？你知道一条可能有用的定理吗？你能重新

叙述这道题目吗？ 
生 1：未知量是求OB 的长度，已知条件有一个直角以及两个相等的角，从已知直角的角度出发我们

可以考虑解直角三角形或者勾股定理，已知两个相等的角我们可以考虑相似三角形。 
师：那我们应该采用哪一种呢？ 
生 2：首先从勾股定理角度讨论，我们已知 4AO = ，求OB ，在 OBD∆ 中， 2 2OB BD OD= − ，同

样的，在 OBG∆ 中， 2 2OB GB GO= − ；又因为OB OE= ， 2 2OE AE OA= + ，未知量就转化成了求GB
和GO 或求 AE 和OA 或OD 和 BD ；其次从解直角三角形角度讨论，解直角三角形一般情况需要一个直
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角和一个特殊角以及一条边，现在已知 45ABC C∠ = ∠ = ， 90BAC BOD∠ = ∠ = ，OB 和 OBD∠ 所在的直

角三角形是 OBD∠ ，未知量就转化成了求OD 或 BD ；最后我们讨论用相似三角形求OB 的方法，因为 

OFE OEA∠ = ∠ ， OAE EAF∠ = ∠ ，由此可得 ~OAE EAF∆ ∆ ，由此可得
AE AO
AF AE

= ，因为 4AO = ，则， 

4AF OF= + ( )2 4 4AE OF= +  ①，未知量就转化为求 AE 的长度，在直角三 OAE∆ 中， 2 2 2AE OE AO= − ，

已知 2OE OB OF= = ，则可得 2 2 24 4AE OF= −  ②，由①式、②式等量代换可得 ( ) 2 24 4 4 4OF OF+ = − ，

可以求出OF 从而得出OB 。最后我们用了相似三角形和勾股定理综合的方法。 
 

 
Figure 4. Title example 
图 4. 题目示例 

 
(三) 实施计划 
 F 为OB 中点，∴ OF FB= ， 
设OF FB a= = ， 2OB OD OE a= = = ； 
 OFE DOE∠ = ∠ ， 
由(1)可得 AC OD ， OEA DOE∠ = ∠ ， 
所以得 OFE OEA∠ = ∠ ； 
又 OAE EAF∠ = ∠ ，∴ ~OAE EAF∆ ∆ ， 
则 2AE AO OF= × ； 
 4AO = ，则 4AF OF= + ， 
即 ( )2 4 4AE OF= + ； 
 F 为OB 中点， 90BAC∠ =  
在 AOE∆ 中， 2 2 2AE OE AO= − ， 
又 4AO = ， 2 2OE OB OF a= = = ， 
则 2 2 24 4AE OF= − ； ( ) 2 24 4 4 4a a× + = − ， 

解得：
1 33

2
a −
=  (舍去)或

1 33
2

a +
=  

∴ 1 33OB = + 。 
(四) 回顾 
本题考查中考数学中求线段长度，我们一般从 5 个方面考虑：勾股定理、全等三角形、相似三角形、

等面积、三角函数、建系等。首先勾股定理适用于直角三角形，教师应提醒学生在解题过程中首先确认

https://doi.org/10.12677/aam.2025.146313


晋霞瑞 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.146313 219 应用数学进展 
 

是否存在直角三角形或者可否构造直角三角形。例如已知两直角边求斜边或者通过作高来构造直角三角

形；全等三角形通常用于证明边相等或者间接计算边的长度；相似三角形一般是题目中出现平行线或者

角度相等或者典型相似模型时用到相似。例如 A 字型、8 字型等；等面积比较巧妙，一个图形的面积用

不同面积公式表示，建立方程求解；三角函数一般用于直角三角形中，已知一角与一边长，用正弦、余

弦、正切求其他边，一般集中在特殊角(30˚、60˚、45˚)的应用。本题通过已知条件分析可能用勾股定理、

相似三角形或者三角函数的方法，对三种方法分别分析，最后采用了勾股定理和相似三角形综合的方法。

教师在运用“怎样解题表”模式启发学生解决数学问题时，教师要系统化设计教学，有效解决课时的零

散性和知识的孤立性。教师要引导学生对问题解决过程中蕴含的数学思想方法等进行回顾[5]。 

3.2.3. 第三问解题思路教学 
(一) 理解题意 
师：请同学们找出求证问题，已知条件，可否由已知条件得出相应的隐藏条件？ 

生：(1) 求证问题是
OG
OD

的值； 

(2) 已知条件是： 
条件 1：由第一问条件分析可知 ABC C∠ = ∠ ，CE GD ，OF FB= ； 
条件：2： OBG∆ 是以OB 为腰的等腰三角形，由此可知有两种情况OB BG= 或者OB OG= ； 
条件 3： AO OF= ，可得 AO OF FB= = ，以及 : 1: 2AO OB = ， : 1: 2OF AF = ， : 2 : 3OB AB = 。 
(二) 拟定计划 
师：将题目与已知条件和图 1 得出的隐藏条件列出。观察未知量，你能说出已知条件与未知量的关

系吗？你能重新叙述这道题目吗？ 
生：未知是求两个线段的比例，我们就考虑到相似三角形。 
师：你能从已知数据中得出有用的信息吗？ 
生：从第一问中分析可得 CAB DOB∠ = ∠ ，又 AO OF= ，OF FB= 得出 AO OF FB= = ，则可以设

AO OF FB a= = = ，所以 2OB OD OE a= = = 。 
师：由OD AC 和 AO OF= 这两个数据你能想到什么？ 
生：GO 是 AEF∆ 的中位线，那就会出现比例关系， : 1: 2OG AE = ，设OG b= ，则 2AE b= 。 
师：由OD AC 和 : 1: 2AO OB = 这两个数据你能想到什么？ 
生：构造相似三角形，由第一问知 DOB A∠ = ∠ ， : 1: 2AO OB = ，目前已知一组对角相等一组对边对

应成比例，再找另外一组对角相等构成角角边或者角边角，我们可以通过平行来构造出相等的角，作 

OM BG ，就可以得到 BGO OMA∠ = ∠ ，由此可得 ~OBG AOM∆ ∆ ，则
1
2

AM AO
OG OB

= = ，则
1
2

AM b= ，

3
2

ME b= 。 

师：还可以由其他的已知数据得到什么有用的信息？条件 2 呢？ 
生： OBG∆ 是以 OB 为腰的等腰三角形，由此可知有两种情况OB BG= 或者 OB OG= 。但是情况

OB OG= 时，点G 与点 D 重合(舍去)；现在考虑OB BG= 的情况，由OB BG= ， ~OBG AOM∆ ∆ 得到

OA OM a= = ，所以 OAM∆ 是等腰三角形。 
师：由 OAM∆ 是等腰三角形你能想到一条可能有用的定理吗？ 
生：我想到了等腰三角形的三线合一，所以我们考虑过点O 作OP AM⊥ 交 AM 于点 P ，由此可得 

1
4

AP MP b= = ，则
7
4

EP b= 。 
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师：到目前为止我们已经把所有已知数据能够得出来的信息全部列出来了，接下来我们回归到未知

量当中，去寻找未知量和我们目前所有的已知信息之间的关系。 

生：求证
OG
OD

的值， 2OD OB a= = ，OG b= ，我们要想办法把 a 和b 的关系找出来，通过一个中介 

既能够用 a 表示又能够用b 表示，得到 a 和 b 的一个等量关系式，找出来 a 和 b 的关系。 
师：我们刚刚去做了垂直，能不能尝试在直角三角形中用勾股定理分别表示出来同一个线段。 
生：在 OAP∆ 中， 2 2 2OP OA AP= − ，连接OE ，在 OPE∆ 中， 2 2 2OP OE EP= − ，等量代换由此可得 

2 2 2 2OA AP OE EP− = − ， ( )
2 2

22 1 72
4 4

a b a b   − = −   
   

，解得 a b= ，
1

2 2
OG b
OD a

= = 。 

(三) 实施计划 
① 当OB OG= ，点G 与点 D 重合，舍去； 
② 当OB BG= 时，如图 5 所示作OM GB 交 AC 于 M ； 

 

 
Figure 5. Title example 
图 5. 题目示例 

 
 F 是OB 中点， AO OF= ， 
则设 AO OF FB a= = = ； 
又 OD AC ， AO OF= ， 
∴ GO 是 AEF∆ 的中位线，则 : 1: 2OG AE = ， 
设OG b= ，则 2AE b= ； 
 OM GB ∴ BGO OMA∠ = ∠ ，又 OD AC ，∴ DOB CAB∠ = ∠ ，∴ ~OBG AOM∆ ∆  
又 : 1: 2AO OB = ，则 : : 1: 2AM OG AO OB= = ， 

则
1 3,
2 2

AM b ME b= = ； 

 OB BG= ， ~OBG AOM∆ ∆ ∴ OA OM a= = ， 
∴ OAM∆ 是等腰三角形； 
过点O 作OP AM⊥ 交 AM 于点 P ， 

1
4

AP MP b= = ，则
7
4

EP b= ； 

在 OAP∆ 中， 2 2 2OP OA AP= − ， 
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连接OE ，在 OPE∆ 中， 2 2 2OP OE EP= − ， 
则 2 2 2 2OA AP OE EP− = −  

即 ( )
2 2

22 1 72
4 4

a b a b   − = −   
   

，得 a b= ， 

则
1

2 2
OG b
OD a

= = 。
 

(四) 回顾 
对于这道题，我们解题思路是先分析已知条件以及由已知条件得出的隐藏条件，观察未知量，将题

目分解成更容易的小题目，中考题最后一题通常是几何综合题，难度较大，而等腰三角形作为重要几何

图形，经常出现在压轴题中。题目中 OBG∆ 是以OB 为腰的等腰三角形分为两种情况讨论。对于此题我们

还可以改变已知条件进行变式训练：比如不规定OB 为等腰三角形的腰、 OBG∆ 是等边三角形，改变OB
与OA 的比例。 

4. 波利亚解题表的应用反思 

波利亚解题表是数学解题的经典框架，其中理解问题是从“解题”到“建模”的过程，教师要注意

学生因为信息提取不全面或者理解错误而进入误区的情况，及时采用符号化标记、数形结合、数学语言

转换等策略引导学生理清题意；拟定计划是构建“解题工具”的过程，这一步骤学生面临的问题主要是

面临综合复杂的题目时难以关联知识点，难以选择合适的解题策略，教师应帮助学生建立中考高频考点

之间的联系、提问引导帮助学生梳理解题思路；执行计划是解题思路的呈现，这一步骤学生面临的问题

是步骤跳跃、计算失误等，教师可引导学生将题目分步拆解，重视每一步的推导与步骤；回顾是深化思

维的阶段，这一步骤学生面临的问题是满足于答案正确，忽视反思与总结，教师可采取的教学策略有多

解对比、变式训练等。 
波利亚解题表为中考大题教学提供了结构化框架，其核心价值在于培养“元认知能力”——让学生

不仅会解题，更清楚“如何思考解题”，培养学生的逻辑思维与自主学习能力。教师需在教学中渗透波

利亚解题表，通过案例剖析、策略对比与反思实践，帮助学生从“被动模仿”转向“主动探索”，最终

实现解题能力的质变。 
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