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摘  要 

种群持续生存所需的临界域大小是生态学中的一个重要问题，它与生境的大小和配置密切相关。考虑到

自然界中大多数物种表现出高度结构化的生命周期，我们在n维空间的有界域Ω中分析了一个由脉冲反应

扩散方程控制的离散时间阶段结构种群模型。域Ω的外部被认为是不利的，但不能完全阻止种群扩散。

因此，我们采用Robin边界条件来描述边界上的种群动态，并提供了n维超立方体和带半径的球体形状的

域的临界结果。具体来说，我们利用主特征值理论和上下解的方法证明了当种群所居住的栖息地大小小

于栖息地的临界域大小时，种群将会灭绝。反之，当生境空间范围大于临界域大小时，种群可以持续生

存。 
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Abstract 
The critical domain size required for population persistence is a significant problem in ecology, 
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which is closely associated with habitat size and configuration. Given that most species in nature 
exhibit highly structured life cycles, we analyze a discrete-time stage-structured population model 
governed by an impulsive reaction-diffusion equation within a bounded domain Ω in an n-dimen-
sional space. The exterior of the domain Ω is considered unfavorable but does not completely pre-
vent population dispersal. We thus employ Robin boundary conditions to describe population dy-
namics at the boundary and provide critical results for domains shaped as n-dimensional hyper-
cube and sphere with radius R. Specifically, we employ principal eigenvalue theory and the method 
of upper and lower solutions to demonstrate that when the habitat size where the population re-
sides is smaller than the critical domain size of the habitat, the population will become extinct. Con-
versely, when the spatial extent of habitat is larger than the critical domain size, the population can 
persist and survive. 
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1. 引言 

快速的全球变暖导致了等温线的变化，导致物种生存适宜栖息地的空间位置和形状发生了前所未有

的变化。这导致了原始生态位的重大改变，这是生态系统中种群生存所需的最低栖息地阈值[1]。如此快

速的气候变化极大地挑战了物种维持其固有生态位的能力，一些物种现在面临着严重的灭绝风险[2]。为

了应对这些挑战，个体必须迁移到新的栖息地或适应当地的环境变化，以维持种群生存[3]。因此，气候

变化不仅威胁到本地生态系统内物种的生存，而且促进了物种的跨区域迁移。在这一过程中，由于栖息

地丧失或环境退化而被迫迁移的物种可以在新环境中迅速繁殖和传播，这通常是由于缺乏自然捕食者、

竞争力低或适应性高。这导致物种入侵，对当地生态系统构成严重威胁，包括本地物种的迁移，生态平

衡的破坏，甚至引发当地物种的灭绝[4]。 
在自然生态系统中，物种的迁移和入侵往往与高度结构化的生命周期有关，这种结构化的生命周期

增强了入侵物种在新环境中适应和生存的能力。例如，许多物种(如鱼类、大型哺乳动物和植物) 表现出

明显的季节性繁殖模式，不同生命阶段的物种有不同的栖息地需求[5]。由于经典的反应扩散方程不能很

好地描述这些种群的持久性和空间扩散，许多研究人员开发了不同类型的混合动力系统来模拟它们的空

间动力学。在这些混合模型中，离散情形可以用脉冲方程来描述，许多生物现象均可用脉冲方程来建模，

如物种的季节性繁殖、渔业捕捞率、化疗对癌细胞的影响[6]。 
为了更准确地模拟入侵物种的适应和传播，最近的研究集中在各种空间生态模型上，特别是脉冲反

应–扩散方程。这些模型可以更好地捕捉这些物种的独特空间动态，并在文献[7]-[15]中得到了广泛的探

索。为了模拟混合阶段的种群动态，Lewis 等人[16]中提出了下面的脉冲反应–扩散模型： 

( ) [ ]
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) 2

1

, , , 0,1 ,
,0 , , , 0,

,1 , , .

n
t n n n

n n

n n

u d u u u x t
u x g N x x t

N x u x x

α γ

+

 = ∆ − − ∈ −∞ +∞ ∈


= ∈ −∞ +∞ =
 = ∈ −∞ +∞

                    (1) 
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该研究在有界域上建立了种群生存的临界域大小，并给出如下表达式： 

( )( )
*

ln 0 e
d

g α
π=

′
  

在此基础上，Lin 等人[14]推广了模型(1)，将非线性项替换为更一般的形式，并分别在脉冲增长函数

g 单调和非单调情形下讨论了行波解的存在性。 
本文研究具有离散时间阶段结构种群模型持久性的临界域大小。受[5] [17]-[23]研究的启发，为了确

定种群生存的临界域大小，我们假设外部环境是不利于种群生存但非完全致命的。考虑到[5]中所提出的

阶段结构模型将区域看作是一维的，但在一般情况下，仍需要进一步研究。因此将反应项替换为一般函

数，再结合 Robin 边界条件，建立 n 维超立方体上的阶段结构离散种群模型。基于上述假设，建立起一

个离散时间阶段结构种群模型： 

( ) ( )
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                   (2) 

其中，其中 ( ),nu x t 为第 n 年 x 位置 t 时刻的幼虫(种子)密度， ( )nJ x 和 ( )nA x 分别代表幼体和成虫密度，

d 为扩散系数，函数 g 用于描述幼虫密度随时间的增长或衰减速率， f 为出生函数， 1r 为幼虫的基础存

活率， 2r 为幼体存活到下一年并仍停留在幼体阶段的比例， 3r 为幼体在下一年变为成虫的比例， 4r 为成

虫存活到下一年的比例， 2 3 1r r+ ≤ ， ( ]0,1ir ∈ ， 1,2,3,4i = 。所有的参数均为正常数。模型(2)的第二个方

程代表 Robin 边界条件，ν 为边界处单位外法向量， h 为边界对种群的阻碍强度。这里 f 代表出生脉冲

函数，用来描述第 n 年由成虫繁殖的幼体(种子)密度，这主要用来刻画开始繁殖阶段幼体(种子)密度变化，

更加贴合实际要求。一般用 g 来表示幼虫(种子)由于种群内部竞争或者外部威胁从而导致的密度变化，有

时表现为正，说明外部生存环境有利于种群生长繁殖，从而使得 g 为增函数。若为负，则表明由于局部

资源匮乏、竞争压力大等问题导致密度减小。这与实际自然环境中种群增长规律相符合。考虑到扩散系

数 d 受到环境因素产生的复杂变化，例如以非局部扩散方式进行传播，该研究可作为一项独立的方向，

因此本文专注于当 d 为正常数的局部扩散。 

2. 预备知识 

为了便于下面的分析，我们首先提供一些符号。设 1H 表示系统(2)的时间-τ 解映射，则可以定义一个

向量值算子 

[ ]( )
( )( ) ( )
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( )

( )
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1

3 4
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1

1 1

n
n

n
n
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 
  +   + =  

 + + + 
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



 
 

 

其中， ( )T,n n nM =   。因此，系统(2)可以重新表述为以下递归关系： 
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( ) [ ]( )T
1 1 1,n n n nM H M x+ + += =   

假设 f 满足以下条件： 
(A1) f 是一个连续且正的函数，它满足 ( ) ( )0 0,  0 0f f ′= > ，并且存在一个正数 0> 使得 ( )f  对

0 < ≤ 不减小。 
(A2) 对于一个正数 ≤ ，使得 ( ) ( )0 ,0f f ′≤ < <   。 
(A3) 存在可微函数 1 ，满足 ( ) ( )1 10 0 0′= =  ，还有一个常数 D≤ ，使得 

( ) ( ) ( )10 0f f ′≥ − < ≤      。 
假设 g 满足以下条件： 
(B1) g 是一个连续函数，满足 ( ) ( )0 0,  0 0g g ′= ≠ 。 
(B2) 存在可微函数 2 ，满足 ( ) ( )2 20 0 0′= =  ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )20 0n n n ng u u g u g u′ ′− ≤ ≤ ，对于

0nu ≥ 。 
考虑将系统(2)在平凡平衡点 ( )0,0,0 处进行线性化，进而给出种群在无界区域内扩散和持续的临界条

件，那么系统(2)可以简化为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

1 1 2

1 3 4
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,0 0 ,                                                    
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 ′=
 = +
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

 

  

                    (3) 

其中 ( ]0,1τ ∈ 。(3)的前两个方程的解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, e 0 d ,g t
n nu x t f y k x y y′ +∞

−∞
′= −∫   

其中 ( )k x 是正态分布 

( )
2

41 e ,
4

x
dtk x

dtπ

−
=  

于是可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, e 0 d .g
n nu x k x y f y yττ

∞′

−∞
= − ′∫   

将 ( ),nu x τ 代入(3)的后两项，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

(0)
1 1 2
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0 e d ,
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x r f k x y y y r x
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+
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∫  

  
 

那么算子 H 可以在平凡平衡点 ( )0,0 处线性化且表示为矩阵形式 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
1 2

3 4

0 e d
,

gr f k x y y y r x
H M x

r x r x

τ +∞′

−∞
 ′ − + =
 + 

∫  

 

 

其中 ( )T,M =   。 
受文献[24]和[25]的启发，考虑到种群扩散和持续的条件无法直接计算，因此我们使用 Bµ 表示线性化

算子 H 的矩生成矩阵，而 ( ) ( )1 2e , ex xx xµ µα α− −= =  ，并将结果与 e xµ 相乘。则每个常数向量可表示为 
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1

02

,   e ,x

x
B H µ
µ

α
α α α

α
−

=

   = =    
 

其中， 

( ) ( ) ( )0
2 1

3 4

0 e ,
             

gr r f KB
r r

τ

µ
µ′ 

= 
′


 

 

这里 ( ) ( ) 2
e d ex dK k x xµ τµµ

+∞

−∞
= =∫ 是 ( )k x 的矩生成函数，其中 ( ),µ∈ −∞ +∞ ， ( )K µ 是收敛的。另外，

假定矩阵 Bµ 对于这个无界域内的任意 µ 包含有限个正的元素，则认为它是不可约的。基于[25]给出的

Perron-Frobenius 定理，建立了由非负元素组成的非零不可约矩阵具有唯一的正特征值，称为主特征值。

可以得到 Bµ 唯一的正特征值 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22 0 )
4 2 4 2 3 14 0 e

.
2

g dr r r r r r f τ τµ

λ µ
′ +′+ + − +

=  

根据 ( )λ µ 的形式可以看出，它在 0µ = 处有一个最小值。为保证对应系统(3)的解是递增的，对于矩

阵 Bµ ，假设其主特征值在 0µ = 满足以下条件 

( ) ( )

( )( )

0
1 3

4 2

0 e
1.

1 1

gr r f
r r

τ′′
>

− −
                                  (4) 

3. 主要结果 

在 n 维超立方体上构造种群持久性的临界域大小之前，首先考虑多维域中系统(2)的相关特征值问题 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,   ,

0,          ,h

d x h x x

x
x x

ϕ λ ϕ

ϕ
ν

ϕ
∂

+

− = Ω ∈Ω



= ∈∂Ω
∂




                            (5) 

其中 ( ),hλ Ω 表示系统特征值与参数Ω和 h 有关。根据[17]可知(5)在 1i ≥ 的特征值序列 ( ),i hλ Ω 存在，该

序列是递增发散的。因此 ( )1 hλ 是第一个特征值。 
这里考虑一维区间 ( )  0, 上相应的特征值问题。那么特征值问题(5)就可以转化为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

, ,  0, ,

0 0 0,

0.

d x h x

h

h

ϕ λ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− ∆ = Ω Ω =

′− + =

′ +



=








 
                         (6) 

假设特征函数的一般形式 ( )xϕ 可以表示为 ( ) ( ) ( )cos sinx A kx B kxϕ = + ，其中 k 满足 

( )Ω,
.

h
k

d
λ

=  

对于 ( )Ω 0,=  ，结合边界条件，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )0, sin cos cos sin 0,Bk hA Ak k Bk k h A k B k− + = − + + + =     

则特征方程可以表示为 

( ) 2 2
2tan ,  0,hkk h

k h
= >

−
  

则相应的第一特征值是 ( ) 2
1 Ω,h dkλ = 。 
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根据[17]中的引理 5.1，得到下面的引理 3.1，它为特征值问题(5)提供了一个技术结果。具体证明与

上面的一维情况类似，这里省略。 
引理 3.1. 假设 ( ),λ ϕ 是特征值问题(5)的特征值和特征函数对，其中域 ( ) ( )1Ω 0, 0, , 1n n= × × ≥  。

那么，特征值可以表示为 ( ) ( ) ( )( )1 2 2Ω, ] ]nh d k kλ  = + +  ，其中 ( )ik 是方程 

( )( )
( )

( ) 2 2

2tan
i

i
i

i

hkk
k h

=
  − 

  

的正解，对应的特征函数 ( )xϕ 可以写成 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 nx x xϕ ϕ ϕ= + + ，每个分量由以下表达式确定 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )sin cos .i i i

i

hx k x k x
k

ϕ = +  

定理 3.2. 假设Ω是一个 n 维超立方体，用 ( ) ( )Ω 0, 0, , 1n n= × × ⊂ ≥   来描述。假设函数    f 满足

条件(A1)~(A3)， g 满足条件(B1)~(B2)，条件(4)成立，则临界域大小为 

( ) ( )

( )( )

0
1 3

4 21
12 2

1 1

0 e
ln

1 12arctan ,  ,

gr r f
r rhkn k

k dk h

τ

τ

′′
− − 

= = − 
  

其中系统(2)对应  如下： 
(i) 若 <   ，则(2)的解 ( )nM x 满足 

( )lim 0.nn
M x

→∞
=  

(ii) 若 >   ，则(2)具有最小非平凡平衡解 

( ) ( ) ( )( )T
, ,n n nM x x x=    

且若 ( )0M x 在 n 维空间有界域Ω上为正，则解序列 ( )nM x 满足 

( ) ( )liminf .n n nM x M x→∞ ≥  

证：(i) 考虑系统(2)的线性化问题 
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n n
n

nn

n nn

n nn

u ud g u x t x t
t x

u x f x x

x ru x r x x

x r x r x x

τ

τ τ+

+

∂ ∂ ′= + ∈Ω ∈
∂ ∂

′= ∈Ω

= + ∈Ω ∈

= + ∈Ω










 









 

  

                        (7) 

假设 ( ),nu x t 满足以下形式 

( ) ( ) ( ) ( )Ω,, 0 e ,  Ω.h t
nu x t pf x xλ ϕ′= ∈  

将 ( ),nu x t 代入模型(7)的第一个方程中，取特定函数 ( )xϕ ， p 为常数。那么 ( )xϕ 满足 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 Ω, ,  Ω.d x g h x xϕ λ ϕ′′ ′′− = − ∈  

注意，当 ( ) ( ) ( )1 Ω, 0 Ω,h g hλ λ′= − 时，上面的问题可以转化为特征值问题(5)。 
在这里，利用引理 3.1，第一个特征值是 ( )1 Ω,hλ ，相关的特征函数是 ( )1 xϕ 。那么给定的初始条件

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 0 0n nu x f x pf xϕ′ ′= =

  。这表明 ( ) ( ) ( ), 0 e t
n nu x t f x λ′= 

  。由此可以推导出 
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( ) ( ) ( ), 0 e .n nu x f x λττ ′= 

   

进而可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 Ω,, 0 e .g h
n nu x x f λ ττ ′ −  ′= 

                              (8) 

将(8)代入(7)的后两项中可得下面的递归形式 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

10 Ω,
2 1

1
3 4

0 e ,
             

g h

n n
r r fM x M x
r r

λ τ′ −

+

 ′
=   
 

                        (9) 

其中 ( ) ( ) ( )( )T
,n n nM x x x= 

  。因此，(9)中矩阵的主特征值为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12 0 Ω,
4 2 4 2 3 14 0 e

.
2

g hr r r r r r f λ τ

λ
′ −′+ + − +

=  

一方面，当 1λ < 时，(9)中 ( )1nM x+ 的极限趋于零，由此可得 

( )lim 0,nn
M x

→∞
=  

即就是 

( ) ( ){ }lim 0.n nn
x x

→∞
+ =

   

同时，可得 

( ) ( )

( )( ) ( )

0
1 3

4 2
1

0 e
ln

1 1
Ω, .

gr r f
r r

h

τ

λ
τ

′′
− −

<  

当 ( ) ( )Ω 0, 0, n= × × ⊂   时，由于在每个 [ ]0, 上，特征值 ( )0, ,hλ    满足(5)，对应的第一个特

征值为 ( ) 2
1 0, ,h dkλ =   。根据引理 3.1，可以推导出Ω中的 ( ) 2

1 Ω,h ndkλ = 。可以推断出 

( ) ( )

( )( )

0
1 3

4 2

0 e
ln

1 1
.

gr r f
r r

k
nd

τ

τ

′′
− −

>  

同时，可得特征方程 

( ) 2 2
2tan .hkk

k h
=

−
  

另一方面，当 1λ > 时，根据上面类似的推导，可以得到 

( ) ( )

( )( )

0
1 3

4 2

0 e
ln

1 1
.

gr r f
r r

k
nd

τ

τ

′′
− −

<  

于是临界域大小为 

( ) ( )

( )( )

0
1 3

4 21
12 2

1 1

0 e
ln

1 12arctan ,  .

gr r f
r rhkn k

k dk h

τ

τ

′′
− − 

= = − 
  

根据定理 3.2 的条件，当 <   和(4)成立时，也符合 1λ < 。因此，在系统(2)中，对于任何给定的初
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始条件 ( )0M x ，可选择一个足够大的数 b ，使得 ( ) ( )0 nM x M x≤ 。根据条件(B1)和(B2)， ( ) ( ) .0n ng u g u′≤

因此，利用比较定理和归纳法，对所有 0n ≥ 都有 ( ) ( )n nM x M x≤ 。此外，可得 

( )lim 0.nn
M x

→∞
=  

命题(i)的证明完成。 
(ii) 当 >   和(4)成立时，则 1λ > 。 
根据(9)中矩阵的主特征值，如果 1λ > ，可以推出 

( ) ( )

( )( ) ( )

0
1 3

4 2
1

0 e
ln

1 1
Ω, .

gr r f
r r

h

τ

λ
τ

′′
− −

>  

于是可以选择 ( ) ( )1Ω, Ω,h hλ λ> 和 ( )0f f ′< ，使得 

( ) ( ) ( )( )

( )( )

0 Ω,
1 3

4 2

0 e
1.

1 1

g hr r f
r r

λ τ′ −′
>

− −
                               (10) 

令 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 Ω,
0 1, e g h tv x t f xλ ϕ′ −=  且满足假设(B1)和(B2)，对于足够小的 0> 和 0 t τ< ≤ ，有下面的不等

式 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 Ω,
0 0 2 0 1 2 0, 0 , , 0 e , .g h tg v x t g v x t v x t g f x v x tλ ϕ′ −′ ′≥ − = −   

这里 2 是一个可微函数，满足 ( ) ( )2 20 0 0′= =  ，这意味着存在一个正数 ρ ，使得对于 nv ρ< ，分

数
( )2 n

n

v
v


足够小。通过[17]中的方法，可以假设如下条件 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1min 0 , Ω, Ω, .f f h hλ λ′< − −





                       (11) 

这表明 

( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
0 0

02

0 0
1 1 0

0 0 0
1 1 1 2 0

0
1 1 1 1 1 1 2 0

0 0
1 1 1 1

0 e e

0 e e 0 e

e

e e

g t g t

g t g t g t

g t

g t g t

v vd g v
t x

f g x d f x g v

f g x d f x g f x v

f d x x x x v

f d x x f

λ λ

λ λ λ

λ

λ λ

λ ϕ ϕ

λ ϕ ϕ ϕ

ϕ λϕ λϕ λϕ

ϕ λϕ ϕ

′ ′− −

′ ′ ′− − −

′ −

′ ′′− −

 ∂ ∂
− + ∂ ∂ 

′ ′′= − − −

′ ′′ ′≤ − − − +

′′= − − + − +  

′′= − − +  

 

  



 





( )[ ] ( )1 2 0 .x vλ λ− +

         (12) 

由于 ( )1 Ω,hλ 是(5)的第一个特征值，则 

( ) ( ) ( )1 1 1Ω, 0.d x h xϕ λ ϕ′′− − =                               (13) 

结合(13)，则(12)可转化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
Ω,0 0

0 1 1 2 02

2 0
0 1

0

e Ω, Ω,

Ω, Ω, .

h tv vd g v f x h h v
t x

v
v h h

v

λ ϕ λ λ

λ λ

 ∂ ∂
− + ≤ − +    ∂ ∂ 

 
= − + 

 

 


 

基于假设 ( ) ( )1Ω, Ω,h hλ λ> 和(10)，可得 
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( )
2

0 0
02 0.v vd g v

t x
 ∂ ∂

− + ≤ ∂ ∂ 
 

这表明对于 0 t τ< < ， ( )0 ,v x t 是如下系统的下解 

( ) ( )

( ) ( )

2

2 ,  , 0, ,

, 0,       , 0, .

n n
n

n
n

u ud g u x t
t x

u hu x t x t

τ

τ
ν

∂ ∂
= + ∈Ω ∈ ∂ ∂

∂ + = ∈∂Ω ∈ ∂

 

令 F 表示如下系统的时间-τ 的解映射， 

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

2

2 ,  , 0, ,

,0 ,   ,

, 0,       , 0, .

n n
n

n n

n
n

u ud g u x t
t x

u x f x x

u hu x t x t

τ

τ
ν

∂ ∂
= + ∈Ω ∈ ∂ ∂ = ∈Ω

∂ + = ∈∂Ω ∈
 ∂

  

然后 ( ) ( ),0,n nu x F u xτ  =   。令 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T
0 0 0 1 1, , .M x x x x xϕ ϕ= =     

根据条件(A1)~(A3)，对于足够小的 和 ( ]0,t τ∈ ，有 

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
0 1 0

0 0

, ,
0 ,

, ,
f v x t v x t

f f f f
v x t v x t

′≥ − + − ≥


 

其中 

( )( )
( ) ( )1 0

0

,
0

,
v x t

f f
v x t

′< −


 

在 ( )0,t τ∈ 时成立。这表明 

( )( ) ( )0 0, , .f v x t fv x t≥                                 (14) 

将与(11)相似的性质同(13)相结合，可得 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )

0 0 1 0

1 0
0 0

0

0

0

0

.

f A x f A A

A x
fA A x f f

A x

fA x

′≥ −

  ′≥ + − − 
  

≥




                    (15) 

进一步考虑 ( )0 ,v x t 为下解的性质，应用比较原理，则 F 为单调算子，故 

( ) ( ) ( ) ( )1,0 2,0 1,0 2,0,  0.F u x F u x u x u x ≥ ≥ ≥    . 

基于算子 F 和不等式(14)的单调性，对于足够小的数 和 ( )0,t τ∈ ，有 

( )( ) ( ) ( )] [ ( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

0 0 1

' 0
1

0
0

,0

, e

e .

g

g

F f A x F fA x F f x F v x

v x f x

f A x

λ τ

λ τ

ϕ

τ ϕ −

′ −

     ≥ = =     

≥ =

=

 

                   (16) 
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因此，系统(2)的解满足抽象递归序列 

( )
( )( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )

2
1

1
1

3 4

1 2

1
,

1 1

n
n

n
n

n n

n n

r x
r F f x

c x
M x

r x r x
c x c x

+

 
  +   + =  

 + + + 






 
 

 

其中 ( ) ( ) ( )( )T
1 1 1,n n nM x x x+ + +=   。 

将(16)与 ( ) ( ) ( )( )

( )( )

0 Ω,
1 3

4 2

0 e
1

1 1

g hr r f
r r

λ τ′ −′
>

− −
结合起来，显然可以推出 

( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

' 0 2 0
1 0

1 0 1 0
1 0

1 03 0 4 0

1 0 2 0

e
1  

.

1 1

g r x
r f A x

c x x x
M x M x

x xr x r x
c x c x

λ τ

ϕ
ϕ

− 
+ +     ≥ ≥ = =         + + + 


  

  
 

 

如果 ( ) ( )0 1M x M x> 则 

( ) ( ) ( )( )

( )( )

0 Ω,
1 3

4 2

0 e
1,

1 1

g hr r f
r r

λ τ′ −′
≤

− −
 

这与条件(10)相矛盾。因此，将运算符 F 和函数 f 的单调性与上面的推导结合起来，可得对所有 0n ≥
的 ( ) ( )1n nM x M x+ ≥ 。 

最后，假设对于足够小的 0> ，系统(2)有一个正常数平衡解 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )T T
* * * 1 1 0, , ,M x x x x M xϕ ϕ= > =     

这是一个上解。因此， ( ) ( )* 1n nM M x M x+≥ ≥ 适用于所有 0n ≥ 。因此，递归序列 ( )nM x 必收敛于极

限函数 ( )M x ，它是系统(2)的最小正平衡解。若 ( )0M x 在系统(2)中Ω的每个开子区间上初始值非负且正，

对于足够小的 ，有 ( ) ( )0 0M x M x≥ 。根据比较定理，可以得到 ( ) ( )n nM x M x≥ 。因此(ii)成立。 

4. 总结与展望 

本文研究了一个在不利外部域上建立的具有阶段结构的离散时间种群模型，具体研究了 n 维空间中

有界域内的离散时间映射。给出了影响种群持久生存和灭绝的临界域大小。然后，通过整合线性化系统

(7)的特征值问题、比较原理和其他技术，证明了种群在每种情况下都可以持续存在。值得注意的是，不

同区域的几何形状对模型的解有影响，这也为保护区的建立提供了见解，例如在[18]和[20]中，研究者通

过研究不同形状的生存区域对种群密度的影响，结合积分差分系统进行模拟实验，为生态治理提供了宝

贵的指导建议，这一方向值得我们在后续研究中持续挖掘。此外，临界域问题与种群优化问题的出现也

有着复杂的联系，特别是当初始区域呈现一定程度的破碎化时。例如，在[26]中，作者分析了包含栖息地

边界个体行为的扩散模型，以研究破碎景观中的种群动态。它强调了缓冲区设计和栖息地质量如何影响

种群增长和持久性，揭示了在某些情况下，较低的缓冲区质量可以增强保护区域内的稳定性。这就提出

了一个问题，即种群如何在这种情况下生存并确保持久性。这些问题代表了未来研究的重要方向。 
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