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摘  要 

包虫病是一种人畜共患病，主要在最终宿主、中间宿主和最终宿主之间进行循环。例如羊作为中间宿主，

由于摄入被寄生虫卵污染过的食物和水而被感染，而狗作为最终宿主可能在吃了有寄生虫幼虫的羊的内

脏后被感染。本文提出了一个具有标准发病率的包虫病传播模型，得到了模型的基本再生数，研究了疾

病的灭绝性与持续性。考虑屠宰场卫生检测、给狗驱虫、给绵羊接种疫苗和环境消毒等各种控制，建立

控制系统并证明了最优解的存在性、刻画。 
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Abstract 
Echinococcosis is a zoonotic disease that mainly circulates among definitive hosts, intermediate 
hosts and definitive hosts. For example, sheep, as intermediate hosts, are infected by ingesting food 
and water contaminated with parasite eggs, while dogs, as definitive hosts, may be infected after 
consuming the internal organs of sheep with parasitic larvae. In this paper, we propose an echino-
coccosis transmission model with a standard incidence rate. We obtain the basic reproduction num-
ber of the model, and study the extinction and persistence of the disease. Considering various con-
trol measures such as hygiene inspection in slaughterhouses, deworming of dogs, vaccination of 
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sheep and environmental disinfection, a control system is established, and the existence and char-
acterization of the optimal solution are shown. 
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1. 引言 

包虫病是由棘球绦虫引起的一种常见人畜共患病[1]。据报道，包虫病有四种类型：由细粒棘球绦虫

的幼虫引起的囊型包虫病，由多房棘球绦虫的幼虫引起的泡型包虫病。另外，有两种热带棘球蚴病类型：

由伏氏棘球绦虫的幼虫引起的多囊性棘球蚴病和由少节棘球绦虫的幼虫引起的单囊型棘球蚴病。其中，

囊型包虫病与人类关系最为密切而且分布广泛，存在于除南极洲以外的各大洲，泡型包虫病主要分布在

北半球，特别是中国、俄罗斯、欧洲大陆和北美洲的一些国家。 
包虫病的生命周期分为卵、幼虫和成虫三个发展阶段。绵羊和山羊等草食性和杂食性动物作为中间

宿主。它们通过食用含有寄生虫卵的食物和水而被感染，之后卵就会在它们的内脏中逐渐发育为幼虫。

狗等食肉动物(最终宿主)通过食用含有寄生虫幼虫的中间宿主的内脏而被感染，然后幼虫将在它们的肠

道中会含有成虫，成虫在最终宿主体内产卵，随后虫卵会随最终宿主的粪便一起排出。通过风、水或者

苍蝇，这些虫卵会传播到不同的地方，之后可能会被中间宿主摄取。人类会作为偶然的中间宿主，被感

染的方式与其他中间宿主相同，但是不会传染给最终宿主。 
传染病模型是在有限资源情况下寻找根除感染的控制措施的有效工具。现在已经有很多关于使用数

学模型研究包虫病传播的工作成果[2]-[5]。特别地，在文献[5]中，Wang 等人提出了一个具有双线性发病

率的包虫病模型，并定义了基本再生数 0R ，并证明了如果 0 1R < ，包虫病的无病平衡点是全局渐近稳定

的，如果 0 1R > ，无病平衡点是不稳定的但是地方病平衡点是稳定的。此外他们还发现人的参数并不会影

响疾病的行为。 
Rong 等[6] [7]在分析高维包虫病动力学模型后将流浪犬认定为预防和控制包虫病的一个关键因素，并

且得出了能够更好地控制包虫病的传播——减少流浪犬数量及提高羊疫苗的免疫。更多的相关研究成果参

见文献[8]-[10]。在关于彭阳县的囊型包虫病的传播机理的研究之后，崔倩倩[11]建立了包虫病在人、羊、犬

及环境中传播的数学模型，同时预测了彭阳县的包虫病流行趋势评估了防控措施对疾病传播的影响。在

2021 年，Zhao 等人[12]提出了一个具有最优控制策略的包虫病传播的动力学模型，研究出了该模型的基本

再生数，并利用其研究了无病平衡点和地方病平衡点的全局稳定性。接着进行了成本效益分析，得出采用

家庭屠宰卫生检查和驱虫药物治疗相结合的方法，能够提供最具成本效益的控制包虫病传播的策略。本文

研究具有标准发生率的包虫病传播模型，分析疾病的灭绝性与持续性及最优控制的存在性、刻画。 

2. 模型建立 

我们将最终宿主(通常是狗)分为三类：易感者、潜伏者和感染者，分别用 DS 、 DE 和 DI 表示。我们用

相同的方式将中间宿主(通常是家畜)分为三类：易感者 LS 、潜伏者 LE 和感染者 LI 。因此，狗和家畜的总
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数为 D D D DN S E I= + + 和 L L L LN S E I= + + 。然后，建立具有标准发生率的包虫病动力学的模型： 
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Figure 1. Flow chart of the model 
图 1. 模型示意图 

 
其中参数均为正数，描述如表 1 所示。包虫病传播过程示意图如图 1 所示。 

 
Table 1. Parameters and meanings 
表 1. 参数及含义 

参数
 

参数含义 参数
 

参数含义 

1A 、 2A  狗、家畜的年出生量 1β 、 2β  狗、牲畜的感染率 

1d 、 2d 、 d  狗、家畜、卵的自然死亡率 2γ  由牲畜暴露者到染病者的发展率 

1γ  由狗暴露者到染病者的发展率 1α 、 2α  狗、家畜因病的死亡率 

σ  狗的免疫失去率 a  感染狗的卵释放率 

3. 模型分析 

3.1. 解的正性和有界性 

由于模型(2.1)的生物学背景，我们需要证明模型(2.1)中解的正性和有界性。 
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引理 3.1 模型(2.1)的具有正初始条件的解 ( ), , , , , ,D D D L L LS E I S E I x 对于所有 0t ≥ 都是正的，且满足 

1 1 2 2 1 1limsup , limsup , limsup .D L
t t t

N A d N A d x aA dd
→∞ →∞ →∞

≤ ≤ ≤
 

证：设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }min , , , , , ,D D D L L Lm t S t E t I t S t E t I t x t= ，则 ( )0 0m > 。设 0t > ，对于所有的

[ ]0,t t∈ ， ( ) 0m t > 且 ( ) 0m t = 。如果 ( ) ( )Dm t S t= ，则有 ( )d d 0DS t t ≤ 。 

但是由模型(2.1)的第一个方程可以知道 ( ) ( )1d d 0D DS t t A I tσ= + > ，这就导致了一个矛盾。同理，

当 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,D D L L Lm t E t I t S t E t I t= 或 ( )x t 时，仍然有矛盾。因此，对于所有的 [ ]0,t t∈ 都有

( ) 0m t > 。 

设 D D D DN S E I= + + ， L L L LN S E I= + + ，则由模型(2.1)可知 

1 1 1 1 1d d ,D D D DN t A d N I A d Nα= − − ≤ −  

这意味着 

1 1limsup D
t

N A d
→∞

≤ 。 

同理，我们也有 

2 2 1 1limsup , limsupL
t t

N A d x aA dd
→∞ →∞

≤ ≤ 。 

因此，对于所有的 [ ]0,t t∈ ， ( )m t 都是有界的。此外，我们有 t = +∞。这就完成了证明。

 3.2. 平衡点与稳定性分析 

显然可见模型(2.1)具有无病平衡点 ( )0 1 1 2 2,0,0, ,0,0,0P A d A d 。使用文献[13]中的下一代矩阵方法，

我们能够得出模型(2.1)的基本再生数 

( ) ( )( )( )( )
1 1 2 1 2

0
1 1 1 1 2 2 2 2

aR FV
d d d d d
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γ α σ γ α

−= =
+ + + + +

 

其中 
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2 2 2

2 2 2
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0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

d
d

F V d
d

a d
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+   
   + +   
   = = +
   

− +   
   −   

 

根据文献[13]，我们得到以下结论。 
定理 3.3 如果 0 1R < ，那么模型(2.1)的无病平衡点 0P 是局部渐近稳定的；如果 0 1R > ，那么无病平衡

点是不稳定的。 
此外，我们还得到了无病平衡点的全局渐近稳定性的结果。证明见附录 B。 
由于模型(2.1)的复杂性，其地方病平衡点的存在性是很难分析的。因此，假设 1α 为零。从模型(2.1)

的前三个方程中可以得到 1 1d dD DN t A d N= − 。不失一般性，令 1 1DN A d= 。在模型(2.1)中用 1 1 D DA d E I− −

来表示 DS 。那么，模型(2.1)将变成模型(3.2)，进而有下述结论，证明过程见附录 A。 
定理 3.4 当 0 1R ≤ 且 1 0α = 时，模型(2.1)的无病平衡点是全局渐近稳定的。 
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设 ( )* * * * * * *, , , , ,D D L L LP E I S E I x= 是模型(3.2)的一个地方病平衡点，则可以得到以下表达式： 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 * *1

11 1 1 1 1 1 1

* *
* * *2 2 2 2
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2 2 3 2 3 4
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其中
*

* 2
*L
L

x
N
βλ = ，满足方程： 

 
2* *

1 1 1 0L La b cλ λ+ + =  (3.2) 

其中 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2 2
1 4 2 1 1 2 2 2 1 1 1 2 3 4 1 1 2 1 2 3 4 0
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由等式(3.3)可得如果 0 1R ≥ ，则 1 0c ≥ 和 1 1b ≥ 。因此，当 0 1R ≤ 时，模型(3.2)没有地方病平衡点，当

0 1R ≤ 时，模型(3.2)具有唯一的地方病平衡点 *P 。 
定理 3.5 当 0 1R > 且 1 0α = 时，模型(2.1)具有唯一的地方病平衡点 *P 。 
此外，应用动力学系统的持续性理论[14]，我们得到以下结果。证明见附录 C。 
定理 3.6 当 0 1R > 且 1 0α = 时，模型(2.1)是一致连续的，即存在一个正常数 p ，使得(2.1)的所有具有

正初始条件的解都满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )liminf , , , , , , , , , , , , .D D D L L Lt
S t E t I t S t E t I t x t p p p p p p p

→∞
≥  

4. 最优控制问题 

4.1. 最优控制的存在性 

在本小节当中，考虑 1u 屠宰场卫生监测， 2u 家犬的驱虫控制， 3u 家畜疫苗接种， 4u 环境消毒这四个

干预措施，我们将包虫病模型(2.1)扩展为如下形式控制模型， 
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 (4.1) 

定义控制集合 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]{ }1 2 3 4, , , : 0 1, , 0, , 1, 2,3, 4iU u t u t u t u t u t t T i= ≤ ≤ ∈ =勒贝格可测 。记 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , ,u u t u t u t u t= ，设 ( ), , , , , ,D D D L L LS E I S E I xϕ = 是模型(4.1)对于控制 u 的状态解。我们的目的

是使家畜中的潜伏者 LE 和家畜中的感染者 LI 的数量尽可能的少，同时花费尽可能少。为此，我们考虑目

标函数 

( ) (
)

2
1 2 3 4 5 1 1 1 10

2 2 2
2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4

:

d .

T
D D L L

D L

J u E I E I x B u C u

B I u C u B S u C u B xu C u t

ξ ξ ξ ξ ξ= + + + + + +

+ + + + + +

∫  

其中 ( ) ( )0 1,2,3,4,5 , , 0 1,2,3,4i i ii B C iξ > = > = 是平衡系数，将积分转化为在T 天内的花费。其中控制的二

次表达式，表明在控制策略实施过程中可能产生的非线性成本。 
定理 4.1 给定 ( )J u 满足具有正初值的系统(4.1)，则存在一个最优控制 *u 和相应的ϕ ，使 ( )J u 最小。 
为了证明最优控制的存在性，需要检验假设文献[15]中的假设(具体证明过程见附录 C) 
1) 控制集U 是凸闭的。 
2) 存在常数 1C 和 2C 使得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , 1 , , , , , 1f t u C u f t u f t u C uϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ≤ + + − ≤ + −  (4.2) 

3) 目标泛函的被积函数 ( ), ,g t uϕ 是凸的。 
4) 存在常数 1 2, 0D D > 且 * 1β > 使得目标泛函的被积函数满足 

( ) ( )
*

2 22 2 2 2
1 1 2 3 4 5 2, ,g t u D u u u u u D

β

ϕ ≥ + + + + −  

4.2. 最优控制的刻画 

为了得到最优控制的必要条件，即最优控制的表达式，应用庞特里亚金最大值原理。因此，需要将

最优控制问题转变为关于 u 的逐点哈密顿量最小化问题，其中哈密顿量定义为 

( ) ( ) 1 2 3 4 5 6 7
d d d d d d d, , , , , ,
d d d d d d d

D D D L L LS E I S E I xH t u g t u
t t t t t t t

ϕ λ ϕ λ λ λ λ λ λ λ= + + + + + + +  

这里 ( ) ( ) ( )( )1 7, ,t t tλ λ λ=  是伴随变量，满足方程组 
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= − = − + − + − + +

∂
∂

= − = − − + − + +
∂

=

 

其中 1 1 1 2d uχ α σ δ= + + + 。此外，利用庞特里亚金原理的必要条件，我们得到 *u 是 ( ), , ,H t uϕ λ 的一个临

界点，即 *u 满足 0, 1,2,3,4iH u i∂ ∂ = = 。因此，我们有 

1 1
1 1 1 1 2

2 2 2 1 1 1 3

3 3 3 4 2 2

4 4 4 7 3

2 0,

2 0,
2 0,

2 0.

D L D L

D D

D D D

L

S I S IB C u
N N

B I C u I I
B S C u A
B x C u x

β βλ λ

λ δ δ λ
λ δ
λ δ

+ + − =

+ + − =

+ − =

+ − =

 

计算可得最优控制的表达式： 

( ) ( )2 1 3 11 1 2 1* *
1 2

1 2

* *3 2 2 4 4 3 7
3 4

3 4

min 1,max 0, , min 1,max 0, ,
2 2

min 1, max 0, , min 1,max 0, .
2 2

D DD D L

D

L

B I IB N S I
u u

C N C

B S A B x xu u
C C

δ λ λβ λ λ

δ λ δ λ

    − + −− + −     = =     
          

      − + − +   = =     
        

 

 

 
(a)                                                (b) 
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(c)                                                (d) 

 

Figure 2. Solutions of the model with ( )0DE  values 500, 1000, 1500, represented by dashed lines, solid lines, and dotted 
lines 
图 2. 模型解曲线图，虚线、实线、点线的 ( )0DE 初值分别为 500，1000，1500 

 5. 数值模拟 

取 参 数 5 2 5
1 1 1 1 2 2 2 12.1 10 , 2.16 10 , 0.08, 2, 0.2, 5.4 10 , 7.4, 0.9, 0.001,A d A dβ σ γ β α−= × = × = = = = × = = =

2 0.001, 970aα = = 计算可得基本再生数 0 1.4428R = 。取初始值 

( )5 5 5 4 53 10 ,500,1000,5.386 10 ,2.5 10 ,2.5 10 ,2.5 10× × × × × 值，再改变 ( )0DE 为取值为 1000，1500，使用

MATLAB 可以看出解最终都趋于正平衡点，见图 2。 

6. 结论 

本文一方面建立了一个具有标准发生率的包虫病传播模型，分析了模型的灭绝性与持续性。另一方

面考虑一些控制策略，构造控制系统，应用最优控制理论证明了最优控制的存在性并给出了刻画。 
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附录 A 定理 3.4 的证明 

对于模型(3.2)，我们考虑李雅普诺夫函数 

( ) 1 2 3 4, , , ,D D L L D D L LV E I E I x E I E I xξ ξ ξ ξ= + + + +  

其中 2 1 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4

1 2 3 2 3 3 3

, , ,
dq q q dq q q dq
αβ γ γ αβ γ γ β γξ ξ ξ ξ= = = = 。沿着(3.2)的解计算 

( ), , , ,D D L LV E I E I x 的全导数，我们得到 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

1 1 1
1 1 1 2 1 1

1 1

2
3 2 2 2 2 2 4

2 2 1 1 1
1 2 2

3 1 1

2 2
1 2 4

3

d
d

1

1

D D L D D D

L
L L L D

L

L
D D L L

L

L

L

d AV E I I d E E d I
t A d

S x d E E d I aI dx
N

S d Ax E I I d I
q N A d

S x q
q N

βξ γ ξ γ σ

βξ γ γ α ξ

β γ βξ α

β γ ξ β

  
= − − − + + − +     

 
+ − + + − + + − 

 
    

= − − + − − − +         
 

≤ − − + − 
 

( )22 2
4 0

3

1 1 .L
L L

L

SI x q R I
q N
β γ  

= − − + − 
 

 因此，当 0 1R ≤ 且 1 0α = 时，对于所有的 ( ) 6, , , , ,D D L L LE I S E I x +∈ 都有 d d 0V t ≤ 。当 d d 0V t = 时，

0x = 或 L LS N= 。如果 0x = ，则由模型(3.2)，我们能够得到 0D D L LE I E I= = = = 和 2 2LS A d= ，如果

L LS N= ，则可以得到 0L LE I= = 和 2 2LS A d= 。因此，由模型(2.1)可以得到 0D DE I x= = = 。因此，在

( ){ }6, , , , , : d d 0D D L L LE I S E I x V t+∈ = 中的最大正不变集合是单点集 ( )2 20,0, ,0,0,0A d 。由拉萨尔不变性

原理可知，无病平衡点是全局逐渐稳定的。 

附录 B 定理 3.6 的证明 

定义集合： 

( ){ }
( ){ }
( ){ }

0

0

, , , , , , : 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ,

, , , , , , : , , , , , , 0 ,

, , , , , , : 0 .

D D D L L L D D D L L L

D D D L L L D D D L L L

D D D L L L D D L L

S E I S E I x S E I S E I x

X S E I S E I x X S E I S E I x

X S E I S E I x X E I E I x

> ≥ ≥ > ≥ ≥ ≥

= ∈ >

∂ = ∈ =

 

设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , ,D D D L L LS t E t I t S t E t I t x t tϕ= 是具有初始条件为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 0D D D L L LS E I S E I x ϕ= 的模型 (2.1)的解。定义如下的一个集合

( ) ( ){ }0 00 : , 0M X t X tϕ ϕ∂ = ∈∂ ∈∂ ≥ 。显然，具有初始条件为 ( ) ( )( )0 ,0,0, 0 ,0,0,0D LS S 的模型(2.1)的解形如

( ) ( )( ),0,0, ,0,0,0D LS t S t 。因此，我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }: 0 ,0,0, 0 ,0,0,0 : 0 , 0 0D L D LA S S S S M ∂= > ⊂ 。 

设存在 ( )0 Mϕ ∂∈ 使得 ( )0 Aϕ ∉ ，则在 ( ) ( ) ( ) ( )0 , 0 , 0 , 0D D L LE I E I 和 ( )0x 中至少有一个数大于零。不

失一般性，假设 ( )0 0DE > ，则对于所有 0t > 时，我们有 ( ) ( )1 10 e 0d t
D DE E γ− +> > 。由模型(2.1)的第二个方

程，对于所有的 0t > 可得 ( ) ( )1 10 e 0d t
D DI I α σ− + +> > 。由模型(2.1)的第六个方程，对于所有的 0t > 有

( )0 e 0dtx x −> > 。 由 模 型 (2.1) 的 第 四 个 和 第 五 个 方 程 ， 对 于 所 有 的 0t > ， 同 理 得 到

( ) ( ) ( )2 2 20 e 0, 0 e 0d t d t
L L L LE E I Iγ− + −≥ > > ≥ 。因此，我们得到 ( )0 Mϕ ∂∉ ，这就导致了一个矛盾。所以我们

也得到 M A∂ ⊂ 。因此，我们最终能够得到 M A∂ = 。 
很显然，对于 M ∂ 的初值即模型(2.1)的无病平衡 0P 是具有全局吸引的。这表明 M ∂ 中的{ }0P 是孤立不
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变的且不具有周期性的。由定理 3.3 可知，如果 0 1R > ，则 0P 是不稳定的。因此，当 t →∞时，对于任意

的 ( ) 00 Xϕ ∈ ， ( )tϕ 的解不趋向 0P 。因此，我们有 ( ) ( ) ( ){ }0 00 : lims

t
W P t Pϕ ϕ

→∞
= = 。

 
由文献[14]中的定理 4.2 可知存在一个数 0p > ，使得 

( )( ) ( )0 0liminf , , 0 .
t

d t X p Xϕ ϕ
→∞

∂ ≥ ∀ ∈  

这意味着对于初值为正值的解，每个分量都满足 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

liminf , liminf , liminf ,

liminf , liminf , liminf , liminf .

D D Dt t t

L L Lt t t t

S t p E t p I t p

S t p E t p I t p x t p
→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞ →∞

≥ ≥ ≥

≥ ≥ ≥ ≥
 

附录 C 定理 4.1 的证明 

1) 对于任意 ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , ,y y y y y z z z z z U= = ∈ 。因为 ( )0 1 1i ivy v z≤ + − ≤ ，对于任意的 [ ]0,1v∈ 可

以得到 ( ) [ ]1 , 0,1vy v z U v+ − ∈ ∀ ∈ 。因此，U 是凸的。此外，对于当 n →∞时满足 nu u→ 的一个数列

{ }nu U⊆ ，若能够得到 u U∈ ，我们称U 是有界的。事实上，由于当 n →∞时 n
i iu u→ ，即当 n →∞时，

, 1, 2,3, 4n
i iu u i→ = ，从而对于任意 0ε > ，存在 0N > ，使得对于任意的 [ ], 0,n N t T> ∈ 时，有 n

i iu u ε− < ，

即 1n n
i i iu u uε ε ε ε≤ − ≤ ≤ + ≤ + 。令 0ε → ，则对于 1,2,3,4,5i = 时，有 0 1iu≤ ≤ ，故 u U∈ 。 

2) 显然系统(4.1)可以改写为 ( ) ( ) ( )1 2d d , , : , ,t F t F t u f t uϕ ϕ ϕ ϕ= + = ，其中 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1
1 1

1
1

1
1 1

1

1 1 1

11 22
2 2

2

2
2 2

2 2 2

0 0

0 0 0

0 0 0, , ,
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0

D
L D D

D D
L D

DD
L D

D D
L

DD D

DL
L

L

L
L

L

L L

D

SA I d S I
N S I c I

NS I d E
N S I

NE d I
c IF t F tSA x d S

N A
S x d E

N
E d I v

I dx

β σ
β δ

β γ
β

γ α σ
δϕ ϕβ

β γ

γ α
σ

 − − +   
 

− + 
  −
 − + +
  −= = − −  −
 
 − + 
 

− + 
 − 

.


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

因为 
24

1 5,iiu u
=

= ≤∑  

即 u 是有界的，所以为了证明不等式(4.2)，只需证明 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , 1 , , , , , .f t u C f t u f t u Cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ≤ + − ≤ −  

为了证明上述不等式，只需证明存在一个常数 C，使得  

( ) ( ) ( ),0,0 , , , , , , .uf t C f t u C f t u Cϕ ϕ ϕ≤ ≤ ≤  

在 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , ,0 , , ,0 ,0,0 , , , , ,f t u f t f t f t f t u f t uϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − 中应用中值定理，则(4.2)立即成立。 

因 为 ( ) [ ]T1 2,0,0 ,0,0, ,0,0,0f t A A= ， 所 以 我 们 有 ( ) 2 2
1 2,0,0 :f t A A C′≤ + = 此 外 ， 我 们 有

( ) ( )2, , ,uf t u F tϕ ϕ= ，因此， 

( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1
1 1 2 2 1 32

2 1

2 2, , 2 2 1 :u L D
cf t u I c I A v A A C

d d
β δϕ β δ δ

 
′′≤ + + + ≤ + + + + = 
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此外，我们还有 

( ) 1

2

0
, ,

0
D

f t u
Dϕ ϕ

 
=  
   

其中

 

4 1 1 1 1 2

1 4 1 1 1

1 00

L D L D L

L D L D L

I d S I S I u
D I S I q S I

ϑ ϑ ϑ σ δ
ϑ ϑ ϑ

γ ϑ

− − + + 
 = − − 
  

，

2
2 3 3

2
2 3 3 32

2 4

5

0 0
0 0 0

L
L L

L

L
L L

L

Sx S x S x
N
Sx S x q S xD

N
q

βϑ ϑ ϑ

βϑ ϑ ϑ

γ
ϑ

 − − 
 
 

− − −=  
 
 −
 
 

 

并且 

( ) ( )( )

( )

1 1 1 1
0 1 1 1 2 1 42 2

2 2
2 3 5 3 42 2

1 1
, , ,

, , .

D D

D D

L L

D L

u E I u
d c u

N N
E I

d u
N N

β β
ϑ α σ δ ϑ ϑ

β βϑ ϑ ϑ δ

− + −
= + + + = =

+
= = = − −

 

注意矩阵 ( ), ,f t uϕ ϕ 的每一个元素都是有界的，即 ( ), ,f t u Cϕ ϕ ≤ 。因此，只要取 { }max , ,C C C C′ ′′ ′′′= ，

就能使得(4.2)成立。 
设 

( ) ( )2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2, ,Dh u B u C u h u B I u C u= + = +  

( ) ( )2 2
3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4, .Lh u B S u C u h u B xu C u= + = +  

要证明 ( ), ,g t uϕ 关于 u 是凸的，我们需要证明 ( )1,2,3,4ih i = 是凸的。不失一般性，我们只给出 ( )1 1h u
关于 1u 是凸性。设 0 , 1y z≤ ≤ 和 [ ]0,1v∈ ，则 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 1 1 11 1 1 0h vy v z vh y v h z C v v y z+ − ≤ + − = − − − ≤ 。 

因此， ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1h vy v z vh y v h z+ − ≤ + − ，也就说明了 ( )1 1h u 是凸的。 
4) 对于被积函数 ( ), ,g t uϕ ，我们有 

( )

*

4
2

1 2 1 1 2 2 3 3 4 4
1

4
2

1

24
2

1 2
1

, ,

.

L L D i i
i

i i
i

i
i

g t u a E a E B u B I u B u B xu c u

c u

D u D
β

ϕ
=

=

=

= + + + + + +

≥

 ≥ − 
 

∑

∑

∑

 

这样就完成了证明。 
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