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摘  要 

本文研究了一个N人随机纳什博弈，其中第i个参与者最小化的目标函数为 ( ) ( )i i if x r x+ ，其中 if 是期望

值，且 ir 具有高效的近邻评估。在此背景下，本文做出以下结果：1) 在串联梯度映射的强单调性假设条

件下，为所提出的可变样本规模近邻随机梯度响应方案推导出最优收敛速率以及神谕复杂度界；2) 在与

近邻最佳响应映射相关的合适压缩性质下，设计了一个可变样本规模近邻最佳响应方案，其中近邻最佳

响应是通过求解一个样本平均问题来计算的。如果用于计算样本平均的批量大小以合适的速率增加，可

以证明所得迭代以线性速率收敛，并推导出神谕复杂度。 
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Abstract 
This paper studies an N-player stochastic Nash game, where the objective function minimized by 
the i-th player is ( ) ( )i i if x r x+ , where if  is the expected value and ir  has an efficient proximal 
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evaluation. In this context, this paper obtains the following results: 1) Under the strong monotonic 
assumption of the concatenated gradient mapping, the optimal convergence rate and the oracle 
complexity bound are derived for the proposed variable sample size stochastic gradient response 
scheme; 2) Under the appropriate contraction property related to the proximal best-response map-
ping, a variable sample size proximal best-response scheme is designed, where the proximal best-
response is computed by solving a sample average problem. If the batch size used for computing the 
sample average increases at an appropriate rate, it can be shown that the resulting iterations con-
verge at a linear rate, and the oracle complexity is derived. 
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1. 引言 

非合作博弈论[1] [2]是博弈论的一个分支，它研究在给定对手策略的情况下，各个独立的参与者如何

解决冲突以实现自身收益函数的最优化。纳什博弈是非合作博弈的一个重要子类，源于[3]的开创性工作。

这类模型在众多工程系统中得到了广泛应用，例如电网、通信网络和传感器网络。在本文中，考虑一个

有限参与者集合的纳什均衡问题，参与者用 i 表示，其中 { }1, ,i N N∈   。对于任意的 i N∈ ，第 i 个参

与者由策略 in
ix R∈ 和收益函数 ( ),i i iF x x− 来刻画，该收益函数依赖于其自身的策略 ix ，并以对手的策略 

{ }i j j i
x x− ≠


为参数。若 1
N

iin n
=∑ ，且 x 表示策略组合定义为 ( )1, , n

Nx x x R∈  。本文考虑一个随机纳什 

博弈 P，在该博弈中，给定对手的策略 ix− ，参与者 i 的目标是求解如下的随机复合优化问题： 

( ) ( ) ( )min , , .
nii

i i i i i i i i
x R

F x x f x x r x− −
∈

+  

其中 ( ) ( )( );i if x E xψ ξ ω   ，随机变量 : dRξ Ω→ 定义在概率空间 ( ), ,F PΩ 上， : n d
i R R Rψ × → 是一个

标量值函数， [ ]E ⋅ 表示关于概率测度 P 的期望。本文关注的是非光滑凸纳什博弈，其中对于任意的 ix− ，

( ),i i if x x− 被假设为关于 ix 是光滑且凸的，而 ( )i ir x 被假设为凸函数，但可能是非光滑的并且具有高效的

近邻评估。在随机纳什博弈中，若第 d i 个参与者求解参数化问题 ( )( )i iP x− ，则纳什均衡是一个元组 

{ }* *

1

N n
i i

x x R
=

= ∈ ，使得对于每个参与者 i N∈ ，都满足以下条件： 

( ) ( )* * *, , , .in
i i i i i i iF x x F x x x R− −≤ ∀ ∈  

换句话说，如果没有任何参与者可以通过单方面偏离策略 *
ix 来提高自己的收益，那么 *x 就是一个纳

什均衡。 
本文的研究重点为开发具有最优确定性收敛速率的可变样本规模近邻随机梯度响应方案和近邻最佳

响应方案。前面的学者讨论了一些关于连续策略纳什博弈以及随机优化方差缩减的方案。例如在确定性

纳什博弈中，早期研究聚焦于凸纳什博弈，其中串联梯度映射要么是强单调的[4]，要么仅仅是单调映射

[5]。虽然上述方案采用了梯度响应技术，但在[6]中研究了依赖于最佳响应映射收缩特性的最佳响应方案。

在随机纳什博弈中，针对单调随机纳什博弈，提出了正则化随机逼近方案[7]，并且后续研究对其进行了
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拓展，以应对模型误设以及缺乏利普希茨性质的情况。更近些时候，在[8]中开发了采样最佳响应方案，

同时在[9]中为一类非精确随机最佳响应方案提供了收敛速率陈述和迭代复杂度界限。实际上，本文从前

面学者的工作中获得灵感，进而推导出更优的收敛速率陈述。最后，在[10]中证明了随机纳什博弈中，由

最佳响应方案产生的序列的几乎必然收敛性和均方收敛性。 
本文的创新点有两个，第一提出了一个可变样本规模近邻梯度响应方案，在强单调性假设条件下，

证明了可变样本规模近邻梯度响应方案具有均方误差的线性收敛速率(定理 1)。而在定理 2 中确定了达到

一个 ε-纳什均衡(记为 x，其中 x 满足
2*E x x ε − ≤  

)的迭代复杂度和神谕复杂度分别为 ( )( )ln 1O ε 和

( )( )1ln 1O δε +
，其中 0δ ≥ 。此外，在推论 1 中表明，通过选取特定的算法参数，获得一个 ε-纳什均衡的

迭代复杂度和神谕复杂度分别被界定为 ( )( )2 ln 1O k ε 和 ( )2O k ε ，这里的 k 表示条件数。 
第二开发了一种可变样本规模近邻最佳响应方案(见算法 1)，用于求解一类具有压缩性质近邻最佳响

应映射的随机纳什博弈。在该类博弈中，每个参与者每一步都要解决一个样本平均最佳响应问题。本文

在定理 3 中证明，在合适的情景数量下，该方案所产生的迭代序列以线性速率收敛到纳什均衡。此外，

还确定了达到 ε-纳什均衡所需的迭代复杂度和神谕复杂度分别为 ( )( )ln 1O ε 和 ( ) ( )( )2 1ln 1O δε +
，其中

0δ ≥ 。 

2. 可变样本规模近邻梯度响应方案 

本节考虑针对一类与强单调串联梯度映射相关的强单调纳什博弈，设计一种可变样本规模的随机梯

度响应方案。本文将证明该方案所产生的迭代序列以线性速率收敛至纳什均衡，并给出实现 ε-纳什均衡

所需的神谕复杂度。 

2.1. 可变样本规模近邻梯度响应设计 

本文针对随机纳什博弈 P 施加如下假设： 
假设 1：(1) 函数 ir 是下半连续且凸的，其有效定义域记为 ( )i iR dom r 。假设

1
N

ijR R
=∏ 且

i jj iR R− ≠∏ 。 
(2) 对于每个固定的 i ix R− −∈ ，函数 ( ),i i if x x− 在包含 iR 的开集上关于 ix 是 1C 类且凸的。 
(3) 对于所有 i ix R− −∈ 以及任意 dRξ ∈ ，函数 ( ), ;i i ix xψ ξ− 在包含 iR 的开集上关于 ix 是可微的，使得

( ) ( ), , ;
i ix i i i x i i if x x E x xψ ξ− − ∇ = ∇  。 
如果 ( ) ( )( )

1
; ;

i

N

x i i
G x xξ ψ ξ

=
∇ 且 ( ) ( );G x E G x ξ   ，那么根据假设 1(3)， ( ) ( )( )

1i

N

x i i
G x f x

=
= ∇ 。以下

引理表明，元组 *x 是 P 的一个纳什均衡，当且仅当它是某个合适映射的不动点。 
引理 1 纳什均衡与不动点的等价性 
给定随机纳什博弈 P，假设对于每个参与者 i N∈ ，假设 1 都成立。定义 ( ) ( )( ) 1

N
i i i

r x r x
=


。那么 *x X∈

是一个纳什均衡，当且仅当 *x 是 ( )( )rprox x G xα α− 的一个不动点，即 

( )( )* * * , 0.rx prox x G xα α α= − ∀ >  

假设迭代步长用 k 表示，参与者 i 在时刻 k 的策略用 ,
in

i kx R∈ 表示，它是其均衡策略 *
ix 的一个估计

值。本文考虑标准近邻随机梯度法的一种可变样本规模的推广形式，在第 k 次迭代中使用 kN 个采样梯

度。给定随机向量ξ 的 kN 个实现值的样本 1, , kN
k kξ ξ ，对于任意 i N∈ ，给定 ,0i ix R∈ ，参与者 i 按如下方

式更新 , 1i kx + ： 

( )1
, 1 ,

;
,

k

i

i

N p
x i k kp

i k r i k
k

x
x prox x

Nα

ψ ξ
α =

+

 ∇
 = −
  

∑
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其中 0α > 是常数步长， ( );
i

p
x i k kxψ ξ∇ ， 1, , kp N=  表示采样梯度。定义 ( ) ( );p p

k k k kG x G xω ξ − ，且 

, 1

1 k

k

N p
k N kp

kN
ω ω

=∑ 。那么上述方案可表示为 

( )( )1 , .
kk r k k k Nx prox x G xα α ω+

 = − +   

本文对梯度映射和噪声做出以下假设。 
假设 2：(1) 映射 ( )G x 在集合 R 上是具有常数 L 的利普希茨连续的，即 

( ) ( ) , .G x G y L x y x y R− ≤ − ∀ ∈  

(2) ( )G x 是具有参数η的强单调的，即 

( ) ( )( ) ( )T 2 , .G x G y x y x y x y Rη− − ≥ − ∀ ∈  

(3) 存在一个常数ν ，使得对于任意 0k ≥ ，以下条件成立： , 0
kk N kE Fω  =  ，

2 2
, kk N k kE F Nω ν  ≤  

几乎处处成立，其中 { }0 1, , ,k kF x x xσ  。 

2.2. 收敛速率分析 

本文从一个关于样本规模 kN 、步长α 和问题参数的条件均方差的简单递推关系开始。 
引理 2 考虑可变样本规模近邻梯度响应，并且假设 1 和假设 2 成立。定义 2 21 2q Lαη α− + 。那么

对所有的 0k ≥ ，
2 2* * 2 2

1k k k kE x x F q x x Nα ν+
 − ≤ − +  

，几乎处处成立。 
利用引理 2，本文能够证明随机梯度响应的线性收敛速率。 
定理 1 可变样本规模近邻梯度响应的线性收敛速率：设将近邻梯度响应应用于 P，其中对于某个

( )0,1ρ ∈ ， ( )1k
kN ρ− + =  ，并且对于某个常数 0C > ，有

2*
0E x x C − ≤  

。当假设 1 和假设 2 成立，且
22 Lα η< ，定义 2 21 2q Lαη α− + 。那么对任意的 0k ≥ ，以下结论成立： 

(1) 若 qρ ≠ ，则 ( ) { }
2* , max , k

kE x x C q qρ ρ − ≤  
，其中 

( ) { }
2 2

,
1 min ,

C q C
q q

α νρ
ρ ρ

+
−

 . 

(2) 若 qρ = ，则对任意的 ( ),1ρ ρ∈ ，
2* k

kE x x Dρ − ≤  
，其中 

( )( )
2 2

ln e
D C α ν

ρ ρ
+

. 

2.3. 迭代与神谕复杂度 

在本节中，本文考察此方案在计算 ε-纳什均衡时的迭代次数(以近邻评估次数来衡量)和神谕复杂度，

接下来将对 ε-纳什均衡进行定义。回顾前文，若
2*E x x ε − ≤  

，则随机策略配置 : nx RΩ→ 是一个 ε-纳
什均衡。 

定理 2 迭代与神谕复杂度：设将近邻梯度响应应用于 P ，其中对于某个 ( )0,1ρ ∈ ， ( )1k
kN ρ− + =  ，

且
2*

0E x x C − ≤  
。当假设 1 和假设 2 成立，定义 2 21 2q Lαη α− + 。设 22 Lα η< ， ( ),1ρ ρ∈ ， ( ),C qρ ，

和 D 如定理 1 中所定义。那么，获得一个 ε-纳什均衡所需的近邻评估次数由 ( )K ε 界定，其定义如下： 
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( )

( )
( )

( )

( )
( )

,1 ln , 1
ln 1

1 ln ,          
ln 1

,1 ln , 1
ln 1

C q
q

q

DK q

C q
q

ρ
ρ

ε

ε ρ
ρ ε

ρ
ρ

ρ ε

  
< <  

  
   =  

 
   < <   



若

若

若

                     (2.1) 

并且所需的采样梯度数量由 ( )M ε 界定，其定义如下： 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

ln 1
ln 1

ln 1
ln 1

,1 , 1
ln 1

1 ,          
ln 1

,1 ,         1.
ln 1

qC q
K q

q

DM K q

C q
K q

ρ

ρ
ρ

ρ
ε ρ

ρ ε

ε ε ρ
ρ ρ ε

ρ
ε ρ

ρ ρ ε


  + < <   


  + =  
 

   + < <   





若

若

若

                 (2.2) 

证明. 本文首先考虑 qρ ≠ 的情形。根据定理 1 (1)，以下式子成立： 

( ) ( )( )
{ }( )

2*
1

ln ,
.

ln 1 max ,k

C q
E x x k K

q
ρ ε

ε ε
ρ

 − ≤ ⇒ ≥  
  

然后，对于 1qρ < < 和 1q ρ< < 的情况，本文得到了方程(2.1)中给出的界限。注意，对于 1λ > 以及任

意正整数 K，以下式子成立： 

( )
11

0
0

d .
ln

KK Kk x

k
x λλ λ

λ

+
+

=

≤ ≤∑ ∫  

然后本文可以得到以下界限： 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
11 11 1

1
1 1

0 0
.

ln 1

KK K
k

k
k k

N K K
εε ε ρρ ε ε

ρ ρ

−− −
− +

= =

≤ + ≤ +∑ ∑  

注意，对于任意 10, 1, 0p cε > < > ，以下式子成立： 

( )
( )

( )( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1
1 ln 11 1

ln 11

lnln lnln 1ln lnln 1 ln 11e e .
c

p

cc cp cp pc
ε

εε ερ ερ ε
−−  

= = = 
 

 

因此，获得一个 ε-纳什均衡所需的采样梯度数量由以下式子界定： 

( )
( )

( )
{ }( )

( )
ln 1

ln 1 max ,

1
,1 .

ln 1

qC q
K

ρ
ρρ

ε
ρ ρ ε

 
+ 

 
 

因此，对于 1qρ < < 和 1q ρ< < 的情况，本文得到了方程(2.2)中给出的界限。 qρ = 的情况可以类似

的证明。 
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注：(1) 上述定理表明，达到 ε-纳什均衡的迭代复杂度和神谕复杂度分别为 ( )( )ln 1O ε 和 ( )( )1ln 1O δε +
。 

其中，当 ( ),1pρ ∈ 时， 0δ = ；当 1qρ < < 时，
( )
( )

ln
ln 1

q
q
ρ

δ = ；当 q ρ= 时，
( )
( )

ln
ln 1

ρ ρ
δ

ρ
= 。(2) 假设本文使 

用另一种度量来描述 ε-纳什均衡：若 *E x x ε − ≤  ，则随机策略配置 : nx RΩ→ 是一个 ε-纳什均衡。然后，

根据詹森不等式可知，ε2-纳什均衡也是 ε-纳什均衡。因此，由定理 2 可得，达到 ε-纳什均衡的迭代复杂度

和神谕复杂度分别为 ( )( )ln 1O ε 和 ( ) ( )( )2 1ln 1O δε +
。 

推论：设将近邻梯度响应应用于 P，其中对于某个常数 0C > ，有
2*

0E x x C − ≤  
。当假设 1 和假设 

2 成立，定义条件数
Lk
η
 。设 2L

ηα = ，且对于 2
11

2k
ρ = − ， ( )k

kN ρ− + =  。那么，获得一个 ε-纳什均衡所

需的近邻评估次数和采样次数分别由 ( )( )2 ln 1O k ε 和 ( )2O k ε 界定。 

3. 可变样本规模近邻最佳响应方案 

在本节中，本文考虑一类随机纳什博弈，其中近邻最佳响应是压缩映射的。本文提出一种可变样本

规模近邻最佳响应方案来计算均衡，并推导出收敛速率，建立迭代和神谕复杂度界限。 

3.1. 近邻最佳响应映射的背景 

对于任意的 i N∈ 以及任意的元组 ny R∈ ，定义近邻最佳响应映射 ( )ˆix y 为 

( ) ( ) ( ) 2ˆ arg min , ;
2nii

i i i i i i i ix R

ux y E x y r x x yψ ξ−∈

   + + −   
 。对问题 ( )( )i iP x− 施加如下假设。 

假设 3：(1) 对于每一个固定的 i ix R− −∈ ，函数 ( ),i i if x x− 是二次连续可微的，并且在包含 iR 的开集上

关于 ix 是凸的。此外，假设 ( ),
ix i i if x x−∇ 关于 ix 是利普希茨连续的，并且在 ix− 上是一致有界的，其常数

为 iL ，即对任意的 ,i i ix x R′∈ ，有 

( ) ( ), ,
i ix i i i x i i i i i if x x f x x L x x− −′ ′∇ −∇ ≤ − . 

(2) 对于所有的 i ix R− −∈ 以及任意的 dRξ ∈ ，函数 ( ), ;i i ix xψ ξ− 在包含 iR 的开集上关于 ix 是可微的。

此外，对于任意的 i N∈ 和所有的 x R∈ ，存在 0iM > ，使得 ( ) ( )
2 2, ;

i ix i x i i i iE f x x x Mψ ξ−
 ∇ −∇ ≤  

。 
根据假设 3， i N∀ ∈ ， if 在 R 上的二阶导数是有界的。类似于文献[11]中采用的方法，可以定义 

12,max 1 ,max

1 min 1 min 1 min

21,max 2 ,max

2 min 2 min 2 min

1,max 2,max

min min min

.

N

N

N N

N N N

ζ ζµ
µ ζ µ ζ µ ζ
ζ ζµ

µ ζ µ ζ µ ζ

ζ ζ µ
µ ζ µ ζ µ ζ

 
 + + + 
 
 

+ + +Γ  
 
 
 
 + + + 







   



， ， ，

， ， ，

， ， ，

 

其中 ( )( )2
,min mininf

ii x X x if xζ λ∈ ∇
，以及 j i∀ ≠ ，有 ( )2

,max sup
i jij x X x x if xζ ∈ ∇ 。那么根据文献[11]中的定理 4， 

可得：

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
ˆ ˆ

ˆ ˆN N N N

x y x y y y

x y x y y y

 ′ − ′ −
   ≤ Γ   
   ′ ′− −   

  。若该雅可比矩阵的谱半径 ( ) 1ρ Γ < ，则近邻最佳响应映射关于某 

个单调范数是压缩映射的。关于最佳响应映射 ( )x̂ ⋅ 的压缩性质的充分条件，可见参考文献[11]。 
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3.2. 可变样本规模近邻最佳响应方案 

在迭代步长为 k 下，获取随机向量ξ 的 kN 个独立样本 1, , kN
k kξ ξ ，对于任意的 i ix X∈ ，本文通过样本 

均值 ( ),1

1 , ;kN p
i i i k kp

k

x y
N

ψ ξ−=∑ 近似函数 ( ),,i i i kf x y− 来求解样本均值下的最佳响应问题，得到可变样本规模 

近邻最佳响应算法，见表 1。 
 
Table 1. Variable sample size proximal best-response algorithm 
表 1. 可变样本规模近邻最佳响应算法 

算法 可变样本规模近邻最佳响应算法 

设 : 0.k = 初始策略为： ,0 ,0i i iy x X= ∈ ，对每个参与者 1, ,i N=  ，给定一个确定性序列{ }, 0i k k
γ

≥
。 

(1) 对于 1, ,i N=  ，参与者 i 更新其估计值 , 1i kx + 为 

( ) ( ) 2

, 1 , ,
1

1arg min , ; .
2

k

nii

N
p

i k i i i k k i i i i k
x R pk

x x y r x x y
N

µψ ξ+ −
∈ =

 
= + + − 

 
∑  

(2) 对于 1, ,i N=  ，有 , 1 , 1:i k i ky x+ += ； 

(3) 令 : 1k k= + ，然后重复步骤(1)。 

3.3. 神谕与迭代复杂度 

定义 ( ), 1 , 1 ˆi k i k i kx x yε + + − 。本节可以得到如下引理，该引理为关于
2

, 1i kE ε +
 
  

的一个界定。 

引理 3：若假设 3 成立，考虑上面算法，则有
2 2

2
, 1

i r
i k

k

M CE
N

ε +
  ≤  

，其中

1

2 2 2 2
1r

LC
L L

µ
µ µ

−
 
 −
 + + 

 ，

maxi iL L 。 

证明：定义 ( ) ( ) ( ), , ,1

1 , ; ,k

i i

N p
i k i x i i i k k x i i i kp

k

x x y f x y
N

ω ψ ξ− −=
∇ −∇∑ 。由最优性条件可知，对于任意的 

0α > ， , 1i kx + 和 ( )ˆi kx y 分别是以下两个映射的不动点 

( ) ( )( ),,
i ir i x i i k i k iprox x f x y xα α ω − ∇ + 

 和 ( ),
ir i i i kprox x f x yα α − 

 . 

由近邻算子的非扩张性，对于任意的 0α > ，以下结论成立： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

, 1 , , 1 , 1 , 1

2 2 2
, 1 , , 1

ˆ ˆ, ,

1 .

i k i k i k i k i k i i k k i i k k

i k i k i k

x x x y f x y f x y y

L x

ε α ω α

αµ α ε α ω

+ + + +

+ +

≤ + − − −

≤ − + +

 

 

在上述不等式中，令 2 2L
µα

µ
=

+
，可以得到 ( ), 1 , , 1i k r i k i kC xε ω+ +≤ 。其中 rC 是一个与算法相关的常

数。再结合假设 3，引理得证。 
类似于文献[11]中的命题 4，可以证明该算法具有线性收敛速率。随后，本文建立了获得一个近邻纳

什均衡所需的迭代复杂度和神谕复杂度，其中近邻纳什均衡定义为满足 E x x −   条件的随机策略组合

: nx RΩ→ 。 
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定理3：若假设3成立，且 1α Γ < 。将上述算法应用于随机纳什博弈 ( )( )i iP x− ，其中 *
,0i iE x x C − ≤  ， 

且对某个 ( )0,1η∈ 有
2 2

2
maxi i r

k k
M CN

η
= 。定义 { }max ,c α η ，令 ( ),1cη∈ ，并设

( )( )
1

ln e
D

cη
=



。那么，为

获得 ε-纳什均衡，参与者 i 需要求解的确定性优化问题的数量和所需的样本数分别为： ( )( )lnO N ε 和

( )
( )
( )

2ln 1
ln 1O N

η
ηε

 
  
 

 。 

4. 结论 

本文研究了一类随机纳什博弈，其中每个参与者的目标函数由一个期望值形式的光滑函数和一个凸

非光滑函数之和构成。基于此，本文提出了两种算法方案： 
(1) 可变样本规模近邻梯度响应方案，适用于强单调随机纳什博弈；(2) 可变样本规模近邻最佳响应

方案，适用于具有压缩最佳响应映射的随机纳什博弈。在适当的假设条件下，本文证明了两种方案均能

生成以最佳线性收敛的序列，并推导了其计算复杂度以及神谕复杂度。 
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