
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2025, 14(7), 149-157 
Published Online July 2025 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2025.147353   

文章引用: 陈玉明. 具有 Holling II-II 功能函数的 Leslie 型三种群模型的 Bogdanov-Takens 分岔分析[J]. 应用数学进展, 
2025, 14(7): 149-157. DOI: 10.12677/aam.2025.147353 

 
 

具有Holling II-II功能函数的Leslie型三种群模

型的Bogdanov-Takens分岔分析 

陈玉明 

赣南师范大学数学与计算机科学学院，江西 赣州 
 
收稿日期：2025年6月15日；录用日期：2025年7月8日；发布日期：2025年7月15日 

 
 

 
摘  要 

针对一类Leslie型三种群食物链模型，分析了该模型的余维二Bogdanov-Takens分岔行为。假设猎物满

足Logistic增长速率，捕食者(超级捕食者)种群通过Holling II功能反应吃掉猎物(捕食者)。首先，给出了

保证系统具有正平衡点的条件，及在该正平衡点发生Bogdanov-Takens分岔的参数条件；其次，选取了

满足上述条件的适当参数，对Bogdanov-Takens分岔的非退化条件及正则性条件分别进行了验证。 
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Abstract 
For a class of Leslie-type three-species food chain models, the bifurcation behavior of dimension 
two with residual structure of Bogdanov-Takens was analyzed. Assuming that the prey follows the 
Logistic growth rate, the predator (superpredator) population feeds on the prey (predator) through 
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the Holling II functional response. Firstly, the conditions ensuring the existence of a positive equi-
librium point of the system and the parameter conditions for the occurrence of Bogdanov-Takens 
bifurcation at this equilibrium point were given; Secondly, under appropriate parameters which 
satisfying the above conditions, the non-degenerate conditions and regularity conditions for the 
Bogdanov-Takens bifurcation were verified respectively. 

 
Keywords 
Bogdanov-Takens Bifurcation, Tritrophic Model, Leslie-Type System 

 
 

Copyright © 2025 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在捕食者–猎物微分系统中，Leslie 型系统[1] [2]很好地提供了一个模型，使得人们可以借此研究具

有生态或生物学意义的多种动力学行为。这种微分系统的特征如下：具有密度 x 的猎物种群，在没有捕

食者种群的情况下，具有承载量 R 和增长率 ρ 的 Logistic 增长速率。此外，在这个系统中还有一个具有

密度 y 的捕食者种群，其增长率为 s ，并通过功能反应 ( )f x 来吃掉猎物，它的承载能力与猎物的种群密

度成正比，比例常数α 衡量猎物转化为捕食者的食物量。Leslie 型系统具有如下的形式： 

 
( )1 ,

1 .

xx x yf x
R

yy y s
x

ρ

α

  = − −   


   = −     





 (1.1) 

另一方面，为了尝试分析捕食者–猎物系统的全局稳定性，其中一条思路就是，研究该系统是否有

可能具有正平衡点，并在这个正平衡点上，该系统经历了一个非退化的余维二 Bogdanov-Takens 分岔(在
本文接下来的表述中，这个非退化分岔将用 BT 分岔表示)。一个 BT 平衡点可能是鞍点、结点、鞍结点、

中心平衡点、焦点及退化平衡点，也可能是中心流形由一个椭圆扇形、一个双曲扇形构成的一类平衡点

[3] [4]。在 BT 平衡点附近可能产生一个周期解，并且一个全局的鞍型同宿分岔可能会摧毁这个周期解并

且产生一个连结这个 BT 平衡点的同宿轨，从而导致系统动力学行为可能通向混沌[3]。 
基于含参中心流形理论及规范型理论，上述系统(1.1)的正平衡点处的 BT 分岔已经被很多的研究者 

们进行了细致的研究。通过考虑广义的 Holling III 型功能函数 ( )
2

2 1
mxf x

ax bx
=

+ +
，其中 0, 2a b a> > − ， 

文献[5]证明了系统(1.1)的正平衡点存在 BT 分岔现象。文献[2]也证明了系统(1.1)存在 BT 分岔行为，其

考虑的 ( )f x 为 Holling IV 型功能函数；在此基础上，文献[6]进一步研究了系统(1.1)正平衡点处的余维三

退化 BT 分岔行为。另一方面，文献[7]分析了一类非线性平面控制系统，并且证明了存在一种标量控制

方法，使得能够实现可控的 BT 分岔。 
基于上述关于两种群 Leslie 型捕食者–猎物系统(1.1)的研究，本文将研究如下具有 Holling II-II 功能

函数的 Leslie 型捕食者–猎物系统： 
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1 ,

1 ,

1 .

a yxx x
R b x

a zyy y s
x b y

zz zs
y

ρ

α β

α β

   = − −    +  
    = − −    + +  
   = −  + 







 (1.2) 

其中，x 表示猎物的种群密度，y 表示捕食者的种群密度，而 z 则表示超级捕食者的种群密度。假设捕食

者(超级捕食者)的种群容量线性依赖于猎物(捕食者)的种群密度，且系统参数 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , ,a a b b s sα α β β ρ及 R 都是正参数。基于生态原因的考虑，相变量 ( ), ,x y z 被限制在如下三维

空间的第一卦限Ω 中， 

( ){ }, , 0, 0, 0x y z x y zΩ = > > > . 

在三种群模型的 BT 分岔研究方面，文献[8]及[9]分别研究了一类 Leslie 型及 Kolmogorov 型三种群

模型正平衡点处的 BT 分岔。由于系统含有大量的参数，并且模型本身的非线性程度高，为了简化计算，

文献[8] [9]在处理系统正平衡点时均增加了额外的参数条件，从而较少可自由变化的参数数量，这也是多

数种群模型在处理正平衡点存在性时常用的做法。 
在第 2 节中，本文将给出系统(1.2)具有正平衡点的参数条件，在此基础上，进一步地对正平衡点处

发生的 BT 分岔进行了细致的分析。为了本文的完整性，在第 3 节中给出了关于 BT 分岔的相关定理，其

中包含 BT 分岔的非退化条件及正则性条件等。 

2. 正平衡点及其 BT 分岔分析 

为了在区域Ω 内讨论系统(1.2)的正平衡点的存在性，我们给出如下定理： 
定理 2.1：点 ( )0 0 0 0, ,P x y z= ∈Ω是系统(1.2)的正平衡点，当且仅当如下条件成立： 

( )( )1 0 0
0

1

0 2 0 2

1 10

,

,

b x R x
y

a R
z y
s s

ρ

α β

 + −
=

 = +
 =


 

其中 00 x R< < ，及 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )( )

1 2 1 0 1 1 2 0 1 0 2
10

1 1 0 1 0 1 0 1 2 0 1 0

0
a a R x a R R x b x

s
a R x R x b x a b R R x b x

α β α β ρ
α β ρ ρ

+ + − +
= >

+ − − + + − +
. 

证明：系统(1.2)的平衡点 ( )0 0 0 0, ,P x y z= ，是使得方程右端向量场恒为零的点。基于系统相变量及参

数变量均为正数的这一事实，由系统(1.2)的第一个方程右端等于零可知 

( )( )1 0 0
0

1

,
b x R x

y
a R

ρ+ −
=  

由系统(1.2)的第三个方程右端等于零可知 0 2 0 2z yα β= + 。 
最后，将所得的 0y 及 0z 的上述表达式代入系统(1.2)第二个方程的右端，并通过令其为零，可解得参

数 1 10s s= ，由于参数 1s 为正参数，从而还需满足条件 10 0s > 。 █ 
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所谓的 BT 分岔平衡点，是指该平衡点处具有一对零特征值 1,2 0λ = ，而其余特征值均具有非零实部。

在接下来的定理中，我们将详细地讨论系统(1.2)的正平衡点 ( )0 0 0 0, ,P x y z= 成为 BT 平衡点所需要满足的

参数条件。由于系统具有较多的参数，导致计算后的表达式非常复杂，为了简化所得的表达式，现特引

入如下的记号 ( )0, ,9it i =  ： 

0 1 0 1t xα β= + ， ( )( )1 0 1 0t R x b x= − + ， 2 1 02t b R x= − + − ， 3 1 0 1t a Rt t ρ= − ， 

4 1 2 1t a b R t ρ= + ， 5 1 2 1 2t a R tα β ρ= + ， ( ) 2
6 2 1 1 0t b R tα β= + − ， 2

7 1 0 1 0 12t R x xα α β= − + + ， 

( )( )2 2 2 2 2 2
8 1 2 2 0 1 2 1 1 1 7 1 1 1t a b R t t a b Rt t t b Rβ ρ α β ρ= − − + + ， 

( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

2 2 2
9 1 2 0 0 2 7 1 6

1 2 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1

2

     2 4 3 2 .

t a R R x t b t b t

a R t R x x x b R x

α

α α β α β α β ρ

= − + +

+ − + + + + + +
 

基于上述记号，定理 2.1 中的 10s 可简化为 1 2 0 5
10

3 4

a a Rt ts
t t

= 。 

定理 2.2：在定理 2.1 的条件下，若系统(1.2)的参数满足 2 20β β= 及 2 20s s= ，则正平衡点 ( )0 0 0 0, ,P x y z=

为 BT 平衡点，其中 

9
20

8

t
t

β = ，
( )( )

2 0 1 2 9
20 2 2

4 0 2 8 1 2 1 2 1 1 0

a x t t ts
t x t t a a R t b x

ρ
α β

=
− +

. 

证明：当系统(1.2)的参数满足定理 2.1 的条件时，此时系统(1.2)存在正平衡点 ( )0 0 0 0, ,P x y z= 。系统

在平衡点 0P 处的线性化矩阵为 

( )
( )

2 0 1 0

1 0 1 0

2 2
2 1 4 3 52 1 1 5 2 1

2
1 0 3 4 43 4

2 2 2

0

0

t x a x
R b x b x

a t t t ta t t a tA
a Rt t t tt t

s s

ρ

ρβ ρ ρ

β

 − + + 
 −
 = − −
 
 − 
 
 

， 

从而可计算得对应的特征方程 3 2
1 2 3 0c c cλ λ λ+ + + = ，其中 

( )
( )2 1 4 3 52 0

1 2 2
1 0 3 4

a t t t tt xc s
R b x t t

ρρ −
= − +

+
， 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2
2 0 0 1 1 5 2 2 1 4 3 52 2 0 2 2 1 2

2 2
1 0 4 0 3 4 3 4

2
2 2 0 0 4 3 5

2
3 4

      ,

a R x x t t a s t t t ts t x a s tc
R b x t Rt t t t t

a t R x x t t t
Rt t

β ρ ρρ β ρ

ρ

− −
= − + + +

+

− −
−

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2 2 2 0 0 2 2 2 0 0 1 1 5

3
4 0 3 4

2
2 2 2 0 0 4 3 5

2
3 4

      .

a s t R x x a s R x x t t
c

Rt Rt t t

a s t R x x t t t
Rt t

β ρ β ρ

ρ

− −
= − +

− −
−

 
为了使得特征方程 3 2

1 2 3 0c c cλ λ λ+ + + = 具有一对零根 1 2 0λ =， ，须使得系数 2 3 0c c= = ，从而解得参

数 2 20β β= ， 2 20s s= 。 █ 
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为了接下来验证 BT 分岔的非退化条件及正则性条件的方便，特选定系统(1.2)的参数如下： 

 1 1a = ， 2 1a = ， 1 1α = ， 2 1α = ， 02R x= ， 1 10β = ，
0

1
x

ρ = ， 1 03b x= ， 0
2 5

xb = ， (2.1) 

并且还引入了一些记号 ( )10, ,24jt j =  ，均为 0x 的多项式函数，放置于附录中。 
在上述选定的参数值(2.1)及引入的记号下，可得定理 2.1 及定理 2.2 中的临界参数 10s ， 20β 及 20s 分别

为 

 ( )2
0

10
11

15 1 10x
s

t
+

= ， 10
20

11

t
t

β = ， 10
20

14

30ts
t

= . (2.2) 

通过直接计算可得映射ℑ (定义见定理 3.1)关于变量 ( )2 2, , , ,x y z sβ 在点 ( )20 200,0,0, , sβ 处的 Jacobian
矩阵具有如下形式 

( ) ( ) 0 0
20 20

0 02 2

0,0,0, ,
, , , ,

A B
s M

C Dx y z s
β

β
 ∂ℑ

=  ∂  
 ， 

其中 

( )( )
( )

0

0 0
0

11 0 11 0

2
10 10

11 14 14

3 1 0
8 4

30 1 10 15 49600 10
10 10

30 300

x
x x

A
t x t x

t t
t t t

 
− − 
 
 + − + = −

+ + 
 
 − 
 

， 0

10

14

0 0
0 0

60 0

B
t

t

 
 
 
 =
 
 
 
 

， 

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )

2
11 0 23 18

2 2 2
11 0 0 0 0 11 16 0 0 16

0
0 10 10 12 10

2 2
0 0 11 16 0 0 11 16 0 16

13 9600 25
16 16 10 1 100 10 1 100

1875 7 118 225 225
1 10 4 10 4 10

t x t t
t x x x x t t x x t

C
x t t t t

x x t t x x t t x t

 −
− − 

+ − + + − + 
=  

+ − + + + 

， 

( )( )

( )

17
2

0 0 16
0

10

0 0 16

40 1
10 1 100

225 0
2 10

t
x x t

D
t

x x t

 − + − + =  
 − + 

. 

从而可算得矩阵 M 的行列式为 

( )

2
10 13

22 2
0 0 16 15

28125
10

t tM
x x t t

= −
+

. 

显然，当参数 2 20β β= 及 2 20s s= 时，矩阵 0A 恰为系统(1.2)在 BT 平衡点 ( )0 0 0 0, ,P x y z= 处的线性化矩

阵，此时矩阵 0A 的三个特征值分别为 1,2 0λ = 及 

( )( )
19

3 2 2 3 4
0 19 0 0 0 0 0

3
8 3200 600 15290 10883 36060 300

t
x t x x x x x

λ = −
+ + + − +

， 

特征值 3λ 关于 ( )0 0,10x ∈ 的曲线图，如图 1 所示。 
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Figure 1. The graph of eigenvalue 3λ  with respect to ( )0 0,10x ∈  

图 1. 特征值 3λ 关于 ( )0 0,10x ∈ 的曲线图 

 
经过计算，可得矩阵 0A 对应的广义特征向量为 

T2
0 10 10 10

0
14 14 11 14

60 90 90, ,x t t tq
t t t t

 
= − − 
 

，
( ) T2

14 0 10 20
1

0 14 0 11 14

3 160 31, ,
2 2

t x t tq
x t x t t

 +
 = −
 
 

， 

转置矩阵 T
0A 对应的广义特征向量为 

( ) T2
11 0 11 2211 21

0 2
0 19 0 10 19

3 3200
1, ,

14400 14400

t x t tt tp
x t x t t

 −
 = −
 
 

， 

( ) T2
11 0 11 160 16 11 16

1
19 19 10 19

3 32001600 , ,
3 3 9

t x t tx t t tp
t t t t

 −
 = − −
 
 

， 

从而，根据公式(3.3)可计算得 

( )( )
2
10 13

0
0 0 16 19

15000
10 1 10

t ta
x x t t

=
+ +

，
( )( )

24
0 2

0 0 0 16 19

25
4 10 1 10

tb
x x x t t

= −
+ +

. 

注意到记号 11t 恒大于零，因此综合上述计算结果及下一节关于 BT 分岔的相关定理 3.1，可得如下关

于系统(1.2)在平衡点 0P 处的 BT 分岔定理： 
定理 2.3：在参数条件(2.1)下，当 0x 使得 10 0t > ， 13 0t ≠ ， 14 0t > ， 15 0t ≠ ， 16 0t ≠ ， 19 0t ≠ 及 24 0t ≠ ，

其余系统参数 1 10s s= ， 2 20β β= 及 2 20s s= 满足条件(2.2)时，系统(1.2)将在其正平衡点 ( )0 0 20,2,1 2P x β= +

处发生余维二的 BT 分岔。 █ 
首先，注意到条件(2.2)中的参数 10s 对任意的 0 0x > 均恒大于零，为了说明满足条件(2.2)的参数 20β 及

20s 确实能取到正值，特绘制了如下关于 ( )0 0,10x ∈ 的曲线图(图 2)。 

3. 关于 BT 分岔的相关定理 

令 ( ),F x µ 为定义在空间 2nℜ ×ℜ 中某个开集上的C∞ 函数，其中 2n ≥ 。假设常微分方程 

 ( ),x F x µ=  (3.1) 
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Figure 2. The graph of parameters 20β  and 20s  with respect to ( )0 0,10x ∈  

图 2. 参数值 20β 及 20s 关于 ( )0 0,10x ∈ 的曲线图 

 
当参数 2

0µ µ= ∈ℜ 时，存在平衡点 0
nP ∈ℜ ，系统(3.1)的线性化矩阵在该平衡点处具有两个零特征值，

其余特征值均具有非零实部。 
在坐标变换 0y x P= − 的作用下，系统 

 ( ) ( )0 , ,y F y P G yµ µ= +
  (3.2) 

当参数 0µ µ= 时具有零平衡点 0 0 nQ = ∈ℜ 。考虑向量场 ( )0,G y µ 在平衡点 0 0Q = 处的 Taylor 展开式 

( ) ( ) ( )3
0 0

1, ,
2

G y A y B y y O yµ = + + , 

其中 0A 为 n n× 的方阵。 
当 0 0A ≠ 时，记 0 1,q q 为 0A 的广义特征向量，满足 0 0 0A q = 及 0 1 0A q q= 。另外，记 0 1,p p 为 T

0A 的广义

特征向量，满足 T
0 1 0A p = ， T

0 0 1A p p= ， 0 0 1 1, , 1p q p q= = 及 0 1 1 0, , 0p q p q= = 。记 

 ( ) ( )0 1 0 0
1 , ,
2

a p B q qµ = ， ( ) ( ) ( )0 0 0 0 1 0 1, , , ,b p B q q p B q qµ = + ， (3.3) 

( ),yτ µ 为矩阵
( ),G y

y
µ∂

∂
的迹， ( ),yδ µ 为矩阵

( ),G y
y
µ∂

∂
的行列式。 

定理 3.1：假设如下条件成立 
1) 非退化条件： ( ) ( )0 0 0a bµ µ ≠ ， 
2) 正则性条件：映射 ( ) ( ) ( ) ( )( ): , , , , , ,x G y y yµ µ τ µ δ µℑ → 在 ( )0 0,Q µ 处是正则的，则系统(3.2)在点

( )0 0,Q µ 处发生余维二的 BT 分岔，从而系统(3.1)在点 ( )0 0,P µ 处发生余维二的 BT 分岔。 
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