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摘  要 

冲击函数(δ函数)作为广义函数理论的核心概念，其传统构造方法主要依赖于极限过程。本文创新性地从

积分中值定理的视角出发，首先通过积分第一中值定理的特殊形式，系统阐述了面积为1的矩形函数在宽

度趋近于零时自然诱导出冲击函数的数学机制；进而将这一方法推广至分析“数除以零”的数学禁忌，

揭示了该运算在冲击函数框架下必然导致矛盾的本质原因。研究表明，积分中值定理不仅为冲击函数提

供了一种新的严格化途径，更能为理解其他奇异积分问题提供统一的分析框架。本文的结论为广义函数

理论的基础研究提供了新的思路，并对相关数学物理问题的研究具有启示意义。 
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Abstract 
The delta function, as a fundamental concept in the theory of generalized functions, has tradition-
ally been constructed through limiting processes. This paper innovatively examines the delta func-
tion from the perspective of the integral mean value theorem. We first systematically demonstrate 
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how a rectangular pulse function with unit area naturally induces the delta function as its width 
approaches zero, using a specialized form of the first integral mean value theorem. This approach 
is then extended to analyze the mathematical prohibition of “division by zero”, revealing how such 
operations inherently lead to contradictions within the delta function framework. Our research 
shows that the integral mean value theorem not only provides a novel rigorous approach to the 
delta function but also offers a unified analytical framework for understanding other singular inte-
gral problems. The conclusions present fresh insights for foundational studies in generalized func-
tion theory and carry significant implications for research in related mathematical physics prob-
lems. 
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1. 引言 

在信号处理和通信原理中，单位冲击函数(通常表示为 δ(t))扮演着至关重要的角色[1]。它描述了一个

理想化的物理现象，即在超级短的时间内发生且幅度极大的信号。其在整个时间轴上的积分等于 1，无论

是国内郑君里的教材还是美国奥本海姆的教材都只讨论了单位冲击函数的情况[2]。然而，当单位冲击函

数乘以一个常数时，虽然冲击的“强度”发生变化，但其图形表征仍然是一个冲击脉冲，这就带来了一

个问题：在传统的直角坐标系下，我们无法从图形上区分不同大小的冲击函数。但是我们可以直接在坐

标系上标记数字来标记产生冲击函数原函数的大小，这是通用做法，很早以前的教材和学术著作中就是

这样做的。只是教材和学术著作中一般只标记单位冲击函数，也就是产生单位冲击函数的原函数积分为

1，而对于产生冲击函数原函数积分超过 1 的情况不做任何讨论，本文要在这个基础上展开讨论[3]。此

外，文章提出了一个大胆的猜想，即将“除以 0”视为一种广义变换，其结果可以定义为冲击函数。并且

文章中给出了相应的说明演示归纳和推导。 

2. 冲击函数的产生 

冲击函数可以用很多不同的函数形式来定义，其中最常用的是矩形脉冲的形式，所谓矩形脉冲形式

是分析矩形脉冲演变成冲激函数过程得到的。具体表现形式如公式(1-1)表示[1] 

 ( )
0

1lim
2 2

t u t u t
τ

τ τδ
τ→

    = + − −        
 (1-1) 

公式(1-1)表示在 t = 0 处产生一个广义积分为 1 的冲击。图 1 中的红色表示冲击。 
在广义函数理论中，冲激函数通常被表示为狄拉克函数(Dirac delta function)，记作 δ(x)。它不是一个

传统意义上的函数，而是一个广义函数或分布。其定义满足两个基本性质[4]：一是冲击性，即在 x = 0 处，

它的值是无穷大，在其他地方值为零；二是单位面积性，即狄拉克函数的积分为 1，这意味着虽然 δ(x)在
x = 0 处无穷大，但其在整个数轴上的“面积”是 1。 

这意味着任何积分面积为 1 的函数都可以变成单位冲击函数。任何一个有积分面积的函数都可以变

成对应的冲击函数。 
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Figure 1. Cartesian coordinate representation of the unit impulse function 
图 1. 单位冲击函数的直角坐标表示 

3. 积分第一中值定理及其特殊形式 

积分第一中值定理： 
设函数 f(x)在实数区间[a, b]上连续，函数 g(x)在实数区间[a, b]上也连续，且要求函数 g(x)是可以被积

分的函数，同时要求函数 g(x)在积分区间的结果不改变正负符号，那么存在一个点 c，这个点属于区间[a, 
b]，使得 

 ( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

a a
f x g x x f c g x x=∫ ∫  [5] (1) 

下面对该定理进行证明： 
假设取任意的 x 使得函数 g(x)在区间内大于 0 恒成立，又因为函数 f(x)是闭区间上的连续函数，所以

函数 f(x)可以在区间上取得最大值 M 和最小值 m。于是有下面的表达式(2)成立： 

 ( ) ( ) ( ) ( )d d d
b b b

a a a
m g x x f x g x x M g x x≤ ≤∫ ∫ ∫  [6] (2) 

下面分情况讨论： 

第一种情况，如果 ( )d 0
b

a
g x x =∫ 那么 ( ) ( )d 0

b

a
f x g x x =∫ ，这样 c 可以取得区间[a, b]上任意一个值。 

第二种情况，如果 ( )d 0
b

a
g x x ≠∫ ，则根据已经知道的假设条件可以得到， ( )d 0

b

a
g x x >∫ ，这个时候可

以对表达式(2)两边同时除以 ( )db

a
g x x∫ 可以得到表达式(3) 

 
( ) ( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x g x x
m M

g x x
≤ ≤∫

∫
 [7] (3) 

因为函数 f(x)可以在区间上取得最大值 M 和最小值 m 是已知条件，所以根据介值定理，必然存在一

个点 c 在区间[a, b]上使得 

( )
( ) ( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x g x x
f c

g x x
= ∫

∫
 

稍作变换即可得到表达式(1)。 
因此在函数 g(x)大于 0 的时候定理成立，而函数 g(x)小于 0 的情况是镜像的，因此省略。 
特别地当函数 g(x) = 1 的时候表达式(1)的结果会变成一个更加简洁的形式，也就是下面表达式(4)的

情况 

 ( ) ( )( )d
b

a
f x x f c b a= −∫  (4) 
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这个特殊形式也叫做拉格朗日中值定理的积分形式，因为表达式(4)可以用拉格朗日中值定理的微分

形式证明得到。表达式(4)的几何意义是函数 f(x)在区间[a, b]内的积分结果可以用函数 f(x)在区间内的一

个值 f(c)乘以(b-a)得到的矩形面积等效表示。这个表达式(4)作为积分第一中值定理的特殊形式有更加广

泛的应用，下面会阐述作者发现的关于这个特殊形式的两个推论现象。 

4. 通过积分中值定理理解冲击函数的产生 

第二段我们用严格的数学公式描述，阐述了积分中值定理的一种动态形式：即积分结果不变的情况

下缩小或者扩展积分区域，那么积分中值点(c 点)也要随之变化。 
现在我们可以从积分中值定理的动态视角来理解冲击函数的产生。积分中值定理告诉我们：在积分

结果不变的前提下，如果改变积分区域的范围，那么积分中值点(c 点)的位置和函数值(f(c))也会相应调整。 
冲击函数可以看作这个过程的极限情况：当积分区域无限收缩趋近于一个点时(比如矩形函数宽度趋

于零)，为了保持积分结果不变(比如保持面积为 1)，积分中值 f(c)必须无限增大来补偿区域收缩带来的损

失。这就形成了在原点处“无限高、无限窄”但“面积保持为 1”的冲击函数。 
更一般地，任何积分面积为 A 的函数，当将其压缩到无限小区域时，都会产生一个“广义面积为 A”

的冲击函数。这解释了为什么冲击函数可以有不同的“强度”(如 2δ(x)表示面积为 2 的冲击) [8]。 
下面给出这个过程的数学描述： 
设原始函数 ( )eg x 满足： 
支撑集 ( ) [ ]supp ,eg ε ε⊆ −  

( )deg x x A=∫  (常数) 
当 0ε → 时， ( )eg x 在 0x ≠ 处 → 0 
则由积分中值定理，存在 [ ],eξ ε ε∈ − 使得： 

( ) ( ) ( )de ef x g x x f Aξ= ⋅∫  

即： ( ) ( ) ( )
0

lim de ef x g x x f A
ε

ξ
→

= ⋅∫  
当 0ε → 时： 

0eξ →  (因区间收缩) 
左边 → ( )0A f⋅  (冲击函数性质) 
右边 → ( )0f A⋅  
这表明 ( )eg x 弱收敛于 ( )A xδ⋅ 。特别当 A = 1 时就是标准冲击函数[9]。 
A 如果为任意常数就可以是扩展的冲击函数。 

5. 一个面积为 1 的矩形函数产生冲激函数的过程 

第三部分用文字通俗的描述了用积分中值定理描述冲激函数的产生，读者不用太在意数学描述，能

看懂文字描述即可。下面通过一个矩形函数的面积(面积可以代替积分)变化去形象的表示这个过程。 

设存在矩形函数 ( )R tτ ，其在区间 ,
2 2
τ τ 
  

内取值为
1
τ
，其余区间取值为 0，该函数的积分面积可表示

为： 

( ) 2

2

1d d 1R t t t
τ

ττ τ
+∞

−∞ −
= =∫ ∫ ， 

如图 2 所示： 
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Figure 2. The generation process of an impulse function 
图 2. 一个冲击函数产生的过程 

 

压缩区间 ,
2 2
τ τ 
  

为 ,
4 4
τ τ 
  

，要想维持积分面积为 1 不变，则函数 ( )R tτ 在区间内的取值为
2
τ
，同理如

果继续压缩区间直到区间的几何测度为 0 的时候，要维持积分面积积分为 1 不变，那么就产生了单位冲

击函数，因为根据单位冲击函数的定义，单位冲击函数的广义积分为 1。 
然后我们换一个角度去理解图 2 的过程，图中矩形的面积是维持 1 不变的，那么可以将图 2 左边理

解为：
1 1τ
τ

× = 进一步可以理解为
11 τ
τ

= 。 

同样地可以将图 2 的右边理解为：
2 1

2
τ

τ
× = 进一步可以理解为

21
2
τ

τ
= ， 

即 ( ) 2
0

2

1d lim d 1R t t t
τ

ττ τ τ
+∞

−∞ → −
= =∫ ∫ 。 

进一步，可以假设矩形函数的底边区间为 a，区间内的函数值为 b，那么把这个矩形函数看成一个矩

形，这个时候我们可以用小学数学看这个问题。也就是： 
a × b = 1 进一步，做一下变化可以看成 1/a = b。 
这个时候冲击函数产生的过程就可以看成面积的值不变，面积除以宽的结果等于长这样的这样基本

的除法问题。那么当底边的区间趋近于 0，即将产生单位冲击函数的时候，是不是可以理解为 1/0 = δ(t)。 
但是此时此刻的等号是不成立的，虽然通过这个过程可以发现 1/0 与 δ(t)有关系。 

6. 利用冲激函数理解除零运算的猜想 

通过第四部分我们可以看出来，单位冲击函数产生的过程，可以看成是 1/0 的运算，但是由于冲击函

数不是一个数，因此两者不能用等号连接。我们可以尝试用推出符号表示。 
即： ( )1 0 tδ→ 。 
这样的推论在狭义的微积分中不能直接成立但是可以从广义函数中找到一些弱关联。 
我们可以定义 δ(t)为 1/x 的广义函数： 
在分布理论中，1/x 本身不是分布(在 x = 0 不可积分)，但是可以定义其正则化： 

( )
0

1. . , lim d
x

x
p v x

x xεε

φ
φ

+ >→

  = 
  ∫  

其中 ( )xφ 是光滑紧支撑检验函数。 
这样可以找到 1/0 与单位冲击函数找到弱关联。 
进而我们可以推广到任意一个数 

 ( ) ( )0 1 0x x x tδ= × →  (5) 

而公式(5)可以利用定积分的性质[7]进行反向验证 
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即： ( ) ( )d dx t t x t t xδ δ= =∫ ∫ 。 
这就可以完善了一个数 x 除以 0 的实际意义是：一个积分面积为 x 的矩形函数(其他函数是否成立需

要进一步的理论推导)压缩成为对应冲击函数的过程。但是 0/0 不成立，因为一个积分为 0 的矩形函数不

可能压缩成为冲击函数。 
当然这个猜想的严格数学证明期待其他数学界同仁去完善。 

7. 总结 

本文从积分中值定理的全新视角重构了冲击函数的理论基础，并创新性地建立了“除以零”运算与

冲击函数的数学联系。研究首先通过积分第一中值定理的动态形式，严格证明了面积为 1 的矩形函数在

宽度趋于零时必然弱收敛于 δ函数的过程：当积分区域 [ ],ε ε− 收缩时，中值点 ( ) 0ξ ε → ，为保持积分值

恒定，函数值必须趋向无穷大，这正是冲击函数的本质特征。研究进一步发现，这一过程可抽象为

( )1 0 tδ→ 的数学关系，并由此提出广义运算猜想 ( )0x x tδ→ ，该猜想通过定积分性质验证了其自洽性。 
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