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摘  要 

本文构建了一类包含携带者、急性乙肝患者和慢性乙肝患者人群的乙肝传播动力学模型，真实地刻画了

乙肝在人群中的传播机制。首先，借助LaSalle不变性原理和Lyapunov函数方法，分析了模型平衡点的

存在性及其全局稳定性；其次，运用Pontryagin最大值原理对最优控制问题进行分析研究，得出最优控

制策略；最后，结合数值模拟与敏感性分析，探讨了关键参数对乙肝传播动态的影响。研究结果表明，

提高对乙肝病毒携带者的诊断率、降低感染者与易感者的有效接触率和提高疫苗接种率是遏制乙肝传播

的关键策略。该研究为优化乙肝防控措施和制定科学的公共卫生政策提供了理论依据与决策参考。 
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Abstract 
This study develops a hepatitis B transmission dynamics model that includes carriers, acute hepa-
titis B patients, and chronic hepatitis B patients, aiming to realistically capture the transmission 
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mechanism of hepatitis B within the population. Firstly, the existence and global stability of the 
model’s equilibrium points are analyzed using LaSalle’s invariance principle and the Lyapunov 
function method. Secondly, the Pontryagin Maximum Principle is applied to investigate the optimal 
control problem, and the corresponding optimal control strategies are obtained. Finally, numerical 
simulations and sensitivity analysis are conducted to examine the influence of key parameters on 
the transmission dynamics of hepatitis B. The results indicate that improving the diagnosis rate of 
HBV carriers, reducing the effective contact rate between infectious and susceptible individuals, 
and increasing the vaccination rate are key strategies for controlling the spread of hepatitis B. This 
study provides a theoretical foundation and practical reference for optimizing hepatitis B preven-
tion and control measures and formulating sound public health policies.  
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1. 引言 

乙型病毒性肝炎(简称乙肝)是一种由乙型肝炎病毒(HBV)引发的全球性传染病，主要经母婴传播、血

液传播和性传播进行扩散[1]。HBV 感染后，个体可表现为急性或慢性两种类型，其中慢性乙肝可导致严

重的肝脏疾病，如肝硬化、肝功能衰竭，甚至肝癌。此外，部分感染者虽无明显临床症状，但体内仍持续

存在 HBV 复制，具有一定传染性，这类个体被称为乙肝病毒携带者[2]。目前，全球约有 2.96 亿人感染

乙肝，而我国是乙肝高流行区，乙肝病毒携带者数量庞大，对公共健康构成严重威胁[3]。因此，如何通

过有效的控制策略减少乙肝传染病的传播，一直是学术界和公共卫生领域关注的核心问题[4]。 
数学模型作为有效的研究传染病动力学性质的工具，已经被广泛使用，并取得了较好的应用效果，

如 Chen 等[5]对一个引入出生和死亡动态的扩展 SUC 传染病模型进行了全局稳定性分析，并通过数值实

验验证了理论结果。Kaklamanos 等[6]提出了一类具有暂时免疫和继发感染的 SIRS 传染病模型，证明了

系统的平衡并分析了它们的稳定性。近年来利用数学模型研究乙肝传播的动力学性质也取得了积极的效

果。Khan 等[7]考虑了一个随机 SACR 乙肝流行病模型，该模型考虑了环境波动对乙肝动力学的影响，利

用随机 Lyapunov 函数理论，证明了全局解的存在性和唯一性。曾丽颖等[8]考虑了媒体信息对乙肝传染病

的影响，构建了信息干预下的乙肝传染病模型，发现适当地增加信息干预强度会减少乙肝感染者数量，

进而加快控制疾病传播。王晓东等[9]引入媒介报道对乙肝传播产生的影响并建立模型，给出了模型的稳

定性分析，进行数值模拟，得出控制乙肝在人群中传播的要素。 
本文在相关研究的基础上，建立了一类 SIcICR急慢性乙肝传染病模型，相比于不考虑携带者的模型，

该模型能够更准确地描述乙肝的隐匿传播途径，并评估急性患者、慢性患者及携带者在疾病传播中的作

用。此外本文进行了最优控制分析，得出采取相应最优控制策略有利于抑制乙肝传染病的传播。又进行

数值模拟和敏感性分析，揭示关键参数对疾病传播的影响。这一研究不仅有助于深入理解乙肝传染病的

流行动力学特征，还可为公共卫生政策的制定提供理论支持，为制定更优的乙肝防控措施提供科学依据。 

2. 模型建立 

乙型病毒性肝炎是一类只感染人类和灵长类动物的传染病，由于部分人群体质特殊，在感染病毒后
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不会出现患病症状，故将这类人群划分为乙肝病毒携带者，所以感染并且能够传播乙肝病毒的人群除了

乙肝患者外，还包括乙肝病毒携带者。 
将某一区域 t 时刻内的总人口数 ( )N t 分为易感者 ( )S t 、乙肝病毒携带者 ( )cI t 、急性乙肝患者 ( )I t 、

慢性乙肝患者 ( )C t 、恢复者 ( )R t ，即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cN t S t I t I t C t R t= + + + + 。考虑乙肝传染病的实际传播

情况，做出如下假设： 
1) 乙肝携带者的传播率 β 大于感染者的传播率 γ ，因为他们更有可能不知道自己的病情，因此传播

的概率更大。 
2) 对于乙肝传染病的感染，其携带者可终身携带。 
3) 临床上根据病程长短对急慢性乙肝进行区分。6 个月内为急性乙肝，超过 6 个月为慢性乙肝。模

型中慢性乙肝患者可由急性乙肝患者和携带者转化而来。 
4) 本模型中设定乙肝携带者以速率 1α 诊断为急性乙肝患者，主要为反映临床中携带者被误判或监测

归类为急性病例的现象，有助于理论模型结构的完整性。 
5) 该地区资源能够自足，不考虑人员迁入迁出。 
基于上述假设和乙肝病毒的传播过程，建立动力学模型如下： 
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由模型(1)得出如图 1 所示的传播流程图： 
 

 
Figure 1. Transmission mechanism of an SIcICR model for acute and chronic hepatitis B 
图 1. 一类 SIcICR 急慢性乙肝模型传播机制图 

 
根据模型(1)的传播机制图，可以看出 R 仅与 S 和 I 有关，因此 R 仓室的相关方程可以先不予考虑，

可将模型(1)简化为模型(2)进行后续计算。 
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由于模型(2)描述了人群动态，故所有模型参数均被假设为非负，详细参数描述见表 1。 
 
Table 1. Description of the parameters in model (1) 
表 1. 模型(1)的参数描述 

模型参数 具体含义 

b  人口的常数输入 

1 5,d d  自然死亡率 

2 3 4, ,d d d  自然死亡率、因病死亡率 

β  乙肝携带者传播率 

γ  乙肝患者传播率 

1α  cI 转化为 I 的诊断率 

2α  cI 转化为C 的诊断率 

π  急性乙肝患者传播率 

p  新感染个体成为 I 的比率 

q  I 转化为C 的比率 

θ  疫苗接种率 

3. 平衡点的存在性 
在研究模型(2)的动力学性质之前应先确定平衡点，因此本节将探讨平衡点的存在性。当疾病消亡时，

模型(2)总存在对应的无病平衡点 ( )0 0 ,0,0,0P S= ，其中 0
1

bS
d θ

=
+

。 

模型(2)总存在对应的无病平衡点 ( )0 0 ,0,0,0P S= ，其中 0
1

bS
d θ

=
+

。 

利用下一代矩阵[10]的方法，得到模型(2)的基本再生数 0R  

 
( )( )( ) ( ) ( )

( )( )
3 4 2 2 2 1 4

0 *
1 1 4 3 2 1 2

11 ,
p d d pd d qb bR

d d d d dS
π β α γ α α π γ

θ θ π α α
− + + + + + +  = =

+ + + + +
 (3) 

将(4)式的 0R 重新改写为 

 
( ) ( ) ( )( )
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( )( ) 1

1
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3 3 4 2 1 2 2 1 2 3

1 2 3

4 2 1 2 3

1

.

qR p p
d d d d d d

q d b
d d d d

α γγ γ π β
π π α α α α π

α π α π
θ

γ
α α π

   
= + + − +    + + + + + + +  

+ +
+ +  ++ +

 (4) 

此时基本再生数 0R 具有一定的实际含义，即当单一感染者引入到人群中时，它表示在整个感染期间，

该感染者在易感人群中引起的平均二次感染数。 
定理 3.1：对于模型(2)，当 0 1R ≤ 时，只存在一个无病平衡点 ( )0 0 ,0,0,0P S= ；当 0 1R > 时，模型(2)存

在唯一的地方病平衡点。 
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证明：令模型(2)右边等式为零，可解得模型(2)存在一个地方病平衡点 ( )* * * * *, , ,cP S I I C ，其中 
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( )( )( ) ( ) ( )
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根据地方病平衡点表达式可知，在 0 1R < 时， * * * *, , ,cS I I C 均为负值，此时模型(2)不存在地方病平衡

点；在 0 1R = 时，模型(2)只有一个平衡点且为无病平衡点 0P ；在 0 1R > 时， * * * *, , ,cS I I C 均为正数，此时模

型(2)存在唯一的地方病平衡点 ( )* * * * *, , ,cP S I I C 。 

4. 无病平衡点的稳定性 

本节将对无病平衡点的全局稳定性进行分析，这对于疾病的消亡或者持续具有重要意义，并为疾病

控制提供有力的参考价值。首先给出无病平衡点的局部稳定性。 

4.1. 无病平衡点的局部稳定性 

定理 4.1：当 0 1R < 时，无病平衡点 0P 局部渐近稳定；当 0 1R > 时，无病平衡点 0P 不稳定。 

证明：设模型(2)右端在 0
1

,0,0,0bP
d θ

 
=  + 

处的雅可比矩阵为 ( )0J P ： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 1 1

1 1 1

1 1

2 1 2

3

4

0

1
1

2

0 1 1 1
.

0

0

b b bd
d d d

b b bp d p p
d d dJ P

b b bp p d p
d d d

q d

β γ γ

β α α γ γ

β α

θ
θ θ θ

θ θ θ

γ
θ θ θ

π γ

α π

 − − − − 
 
 

− − + + − − =  
 

+ − + 


−
+ + +

+ + +

+ + + 
 − 

 

容易得出， ( )0J P 有 4 个特征根 ( )1,2,3,4i iλ = ，其中一个特征根是 ( )11 0dλ θ− += < ，其余三个特征

根 2 3 4, ,λ λ λ 是 ( )0J P 的 3 3× 子矩阵 A 的特征值 
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如果所有特征值的实部均为负，则无病平衡点局部渐近稳定。根据 Routh-Hurwitz 准则[11]，当 0 1R <

且满足条件 ( ) 0tr A < 、 ( )det 0A < 和 ( ) ( )dettr A M A< 时，其所有特征值的实部均为负。因此，只需验证

模型满足上述三个条件，即可证明无病平衡点的局部渐近稳定性。 
首先，证明条件 ( ) 0tr A < 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.148382


刘欣，代群 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.148382 184 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 1 2 3

2 1 2

4
1 1

1 1
3

3
4

2 1 2

1

1
1 1 .

b btr A p d p d d
d d

b bp p
d dd d d

d d

β α α γ π

β γ
α α π

α
θ

π

θ θ

θ
α

= − − + + + − + −

   −   
   + + − + + − −

+ + +   
    

+



+

+



+
=

 

由 

( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

1
0

3 3 4 2 1 2 2 1 2 3

1 2 3

4 2 1 2 13

1

1.

qR p p
d d d d d d

q d b
d d d d

α γγ γ π β
π π α α α α π

α π
θ

α π γ
α α π

  
= + + − +   + + + + + + +  

+ +
+ <+ + +  +

 

可以得出 
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其次，证明条件 ( )det 0A < 。 
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分别将 31 2 ,,X X X 展开 
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4 2 14 4 4 2 4
1

1 , ,

1 .

b bX d p X q pd
d d

bX d d d d d p d d p d p d
d

α π γ γ π α α

α α π π β γ α γ γ

θ θ

θ
α

+ +

 +

= + − = +



+ 





= − + + + + + − + +
+

 

将 31 2 ,,X X X 做和得 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )( )

2 3

3 4 2 2 2 1 4
4 3 2 1 2

4 3 2 1 2

2 1 2 3 0

1

1

4

1
1

1 .

X X

p d d pd d q bd d d
d d d d

d d d R

X

π β α γ α α π γ
π α α

π α α

α α

θ

π

+

 − + + + + + +  = + + + − 
+ + +  

= + + + −

+

+
 

当且仅当 0 1R < 时， ( )det 0A < 。 
最后，证明条件 ( ) ( )dettr A M A< 。设 A 的所有 2 × 2 主子式之和为 M  

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 1 2
1 1

1 1

1 1

4

1 3

2 1 2

2

3
1 1

4

1 1

1 1

.

b bp d p
d d

M
b bp p d

d d

b bp d p
d d

d

b bp d p
d d

q d

β α α γ

β α γ π

β

θ θ

θ

α α γ

α

γ π

θ

θ θ

θ
γ

π
θ

+ +

+

− − + + −

=
+ − +

− − + + −
+

−

−

+

+

+ +
+

+
−

+  

分别令 1 2 3, ,Y Y Y 为 M 的三部分，对应展开可得 

( ) ( ) ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 2 1 2 3
4 4

2 2 1 2 2

1

4
1 1

1
3

4
3

1
4

3 3

1 1det 1 0,

1 1

1 .

,

bY A q pd d p
d d d

b bY d d p p
d d

b bp q p
d dd d

d
Y

d d

γ π α α α π γ

α α β α γ

γ π γ
π

π π

θ

θ θ

θ θ

 = − + + + + + − > 

 
= + + − − − 

 

  
  
  = + − +

+ +  
   

+



+

−
+

+ +

 

根据 0 1R < 推得 
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( )

( )2 1 2

1

3

1 1

3 4

1
1, 1.

b b bp p p q
d d d

d d d d

β γ γ π

α
θ θ θ

α π π
+ +

−
< + <

+ + + +
+  

进而可得 

( ) ( ) ( )
1 1

1
2 1 2

3 4 3

1 0, 1 0.

b bp p q
d dbd p

d d d d

γ γ π
α

π
θβ θα

πθ

 
 
 + + − − > − + >

+ + 
 
 

+ +
+

 

所以 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

4 3 4
1

3
3 34

2 2 1 1 0.0,

b bp q p
d dbY d d p d d

d d
Y

d d

γ π γ
α θ θ

θ
β π

π π

  
      = + − − + − + >  + +        

+ +
> =

+
 

因此 ( )tr A M 可化成 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 .tr A M tr A Y Y Y Y tr A Y tr A Y tr A= + + = + +  

由上文可知 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4
1 1

.1 b btr A p d p d d
d d

β α α γ
θ

π
θ

= − − + + − + −
+

+
+

 

令 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 1 2 3

2 1 2 3
2 1 2

4
1 1

1 1

3

1

1
1 1 .

b bz p d p d d
d d

b bp p
d dd d

d d

θ θ

θ

β α α γ π

β γ
α α π

α α π
θ

= − − + + + − + −

   −   
   = + + − + + −

+ + +   
      

+ +

+ +
 

则 

( ) 4.tr A z d= −  

由 0 1R < 得 

( )

2

1

1 2

1
1 0

bp
d

d α α
θ

β−
− <

+ +
+

，
3

1 1 0.

bp
d

d
θ

γ

π
− <

+
+

 

因此 0z < ，所以 

( ) ( ) ( ) ) ( )( )1 1 1 2 24 1 2
1

3 1det 1 bY tr A zY d Y A q pd d p zY
d

γ π α α α π γ
θ

 = − = − + + + + − +  +
. 

由于 2 3, 0Y Y > ， ( ) 0tr A < ，所以 ( )2 0Y tr A < ， ( )3 0Y tr A < 。可得 

( ) ( ) ( ) ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2
1

1 2 3 1 2 3det 1 det .btr A M A q pd d p zY Y tr A Y tr A A
d

γ π α α α π γ
θ

 = − + + + + − + + + <  +
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综上所述，通过计算并验证 Routh-Hurwitz 准则的三个条件均成立，可以确定矩阵 ( )0J P 的所有特征

值实部均为负。因此，模型(2)在无病平衡点 0P 处局部渐近稳定。 

4.2. 无病平衡点的全局稳定性 

定理 4.2：当 0 1R ≤ 时，模型(2)的无病平衡点 0P 全局渐近稳定。 
证明：构造正定的 Lyapunov 函数 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )
1 2 31

2 1 2 2 1 2 3 4 2 1 2 3 3 4 3 4

.c

q d qL I I C
d d d d d d d d d d

α π α π γα γβ γ γ π γ
α α α α π α α π π π

 + +  
= + + + + +   

+ + + + + + + + + +     
 

则 

( )( )
( )( )

( )( )

( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )

1 2 31

2 1 2 2 1 2 3 4 2 1 2 3

3 4 3 4

1 2 31

2 1 2 2 1 2 3 4 2 1 2 3

3 4 3

d
d

11 1

c

c

q dL I
t d d d d d d

q I C
d d d d

p q dp p
d d d d d d

p p q S I
d d d

α π α π γα γβ
α α α α π α α π

γ γ π γ
π π

α π α π γβ α γ
α α α α π α α π

γ γ π β
π π

 + +
′= + + 

+ + + + + + + +  
 

′ ′+ + + 
+ +  

 − + +− −
= + +  + + + + + + + + 


+ +

+ + 
( )( ) ( )( )

( )( )0
1 1 .

c

c

I C I I C

d R S I I C
b

γ β

βθ

γ

γ

+ − + +

 = − + +  

+

 

由
1

bS
d θ

≤
+

得 

( ) ( )( )0
d 1 0.
d c
L R I I C
t

β γ≤ − + + ≤  

因此，当 0 1R ≤ 时，
d 0
d
L
t
≤ 。此外，当且仅当 0I C= = 或 0 1R = 且

1

bS
d θ

=
+

时
d 0
d
L
t
= 。故在Γ的闭包

Γ中，使得
d 0
d
L
t
= 的最大不变集仅包含{ }0P ，根据 LaSalle 的不变性原理[12]， 0P 在Γ中是全局渐近稳定

的。 

4.3. 地方病平衡点的全局稳定性 

在第二节中已经得出地方病平衡点的存在性，现探究地方病平衡点的全局稳定性。 
定理 4.3：对于模型(2)，当 0 1R > 时，地方病平衡点 *P 全局渐近稳定。 
证明：构造正定的 Lyapunov 函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * *
1 2 3 4, , , ln ln ln ln .c c c c cV S I I C x S S S S x I I I I x I I I I x C C C C= − − + − − + − − + − −  

其中 1 2 3 4, , , 0x x x x > 为待定常数，注意到函数 ( )V x 在 ( )** * * *, , ,cP S I I C 处取得全局最小值，且 

( ) ( )*, , ,cV S I I C V P− 是正定的。表明可以选择适当的常数 1 2 3 4, , ,x x x x ，使得V 关于 P 的 Lyapunov 函数的

导数是负定的。当参数 2 0α = 时，直接计算并应用恒等式 ( )( )* * * *
1

* *
cb d S I C SS Iβ γ θ− − + + − 可得到： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* * *

1 2 1 1

*
*

1 1 1

2 2 1 2 1

3

*

*

**
*

d

1

d

1 1

1

c

cc

c c
c

c c

c
c c c

c c

c

IV S I Cx S S x I I x I I x C C
t S I I C

Sx b d I I C S b d I I C S
S

I C SII SIx p I I C S d I p d I
I I

x p I

S S

p

θ θ

β

β γ β γ

γβγ α α

β γ

      
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − + − + −      

      

 
= − − + + − + + + 

 

+
+ − + + − + − −

+ + +

 
− +− 


+



+ +



( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )

2

** *
*1

3 1 3

*

4

*
* * * *

1 1 1 2 2 1 3 3 4*

*

*
4 4

*

*

* * *

*

1 2
*

2

4

*

2

1 1

c c

c

c

c

c
c

I C SII I I IC S d I I p d I
I I I

Cx I d q I d
C

S Sx d x I I C S x d I x d I x d
S S

I I C S I
x x p SI x p

p

q C C

S C

S

γβ απ α π

π π

β γ α π

β γ γ
β

θ

 +
+ − + + − − + + 

 

+ − +

    = − + + + + + + +    

−

 
− 

 

+ −
 

 + + +− + − −



+

+
( ) *

3

** *
*

3 3 4

*

3 .

c

c

c

cC SI I SIx p
I I

I IpS CI q ICx p SI x x x
I I C

β

αγ πγ

+


+ + + + 

  

常数 1, 2 3,x x x 和 4x 选择为 

 ( )
( )( ) ( )

* * * * * *
4 3 4 1 1 4

1 2 3 4
4 2 1 3 4 3 4

1, , , .
d d S d S q S d S q S Sx x x x

d d d d d d
π β α γ πα γ γ πγ γ

α π π
+ + + +

= = = =
+ + +

 (5) 

可以证明它们满足关系式 

 

( )
( )

1 2 3
*

1 3 3 4
*

1 2 2 1 3 1
*

1 4 4

1 0,

0,

( ) 0,
0.

x x p x p
x S x d x q

x S x d x
x S x d

γ π π

β α α
γ

− + − + =

− + + =

− + + =

− =

 (6) 

将
d
d
V
t
中的项重新分组，使得 1 2 3

d
d
V V V V
t
= + + ，其中 

( )

( )( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

2

*

1 1 *

* * * *
2 1 2 2 1 3 3 4

*

*

* *

* *
2*

3 1 2 3

* * * *
3 3 1

3 4

*
4

* *
* 1

1

.

2 ,

,

c

c

c

c

c

c

c c

S SV d
S S

V x I I C S x d I x d I x d

I I C S x p I C SI
V x x p SI x p SI

S I
x p I SI x pS CI I I q ICx x

I I I

C

C

S

β γ α π

β γ γ
β γ

β γ α π

θ= −

= + + + + + +

+ + − +
= − − − −

 
+ −

− − − −

 
 

+

−
 

由不等式
1 2x
x

+ ≥  (对于所有 0x > 均成立)可得 1 0V ≤ ，当且仅当 *S S= 时， 1 0V = 。接下来，需要证

明 2 3 0V V+ ≤ 。 

首先 2V ，利用(6)中的 1 2 3, ,x x x 和 4x 的值并结合(7)式中的平衡关系： 
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 ( ) ( )( ) *
2 1

*
31 .c p dpd I Iπα = − ++  (7) 

可以将 2V 重写为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1* * * * * * * *
2 3 2 3

* * *
4

2 1

3
2 2 .

1
1 4c c

p
V px I C S p x I S px I S I C q

pd
xS Iβ

α
γ γ

α
β π

−
+ + − + + + +

+
=  (8) 

由文献[13]的推论 2.1 和定理 3.2 推得 * *I C IC= ，因此： 

( )
( )

( )

*
* * *3

3 3

* **
3 13 1

* **
33

,

,

.

cc

cc

x pS CI
x p SI x p S I C

I

x I I Cx I I
I I C

x p I S I Cx p I SI
I I C

γ
γ γ

αα

ββ

− − = − +

+
=

+

+
=

+

 

将 3V 重写为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

22

2

2 2

* * **
3* *2

3 2 3

*
*

*

*

* * * * *
3 1 22

* *
32

* ** * *
2 3

(1 )
1

11

1
1

1
1

c
c

cc

c

c

c

c

c

x p I C Sx p I S
V x p SI x p S I C

S S

x I I C x p I C Sx p I C SI
y y

I I C S

x p I S I Cx p I C SI
y

I I C

x p I C S x p I S
y

S

γβ
β γ

α γγ

βγ

γ β

   +−  = − − + − + − 
     

 + − +− + + − − −
 +
 

 +− +
+ − − −

+

− +

−

− − −
*

4 .
x q IC

S C
π

 −



 

其中： 

( )
( )( )

( )
( )( )

*
1

2 1 2 2 1 2

1 1
, 1 .

1 1
p p p S

y y
pd p x pd p x

α β
α α
− −

= − =
+ − + −

 

令 3 a b c d eV V V V V V= + + + + ，式中每一项分别表示中括号内的表达式，下面将应用不等式来估计 3V 的

每一项。 

( )
1

1 2
1 2 , 0.n nn i

a a a a a a a
n

+ + +
≥ >



  

通过不等式，可得 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

* *
2*

2

* *
2*

2

* *
2

1
1

1
2 1

2 1 ,

c
a c

c
c

c

x p I S
V x p SI

S

x p I S
x p SI

S

p x I S

β
β

β
β

β

−
= − −

−
≤ − −

− −

−

=

 (9) 
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( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

* * *
3* *

3

* * *
3* *

3

* * *
3

2

2 ,

b

x p I C S
V x p S I C

S

x p I C S
x p S I C

S
px I C S

γ
γ

γ
γ

γ

+
= − + −

+
≤ − +

= − +

 (10) 

同理 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2* * * * **
3 1 22

1
22 3 1* * * * * * *

1 3 2
2 1

11

3 1
3 1 ,

cc
c

c

c

x I I C x p I C Sx p I C SI
V y y

I I C S

p
x yx p I C S I I C S

pd

α γγ

α
α γ γ

α

+ − +− +
= − − −

+

− − − + = − +  + 
≤

 (11) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

4

* **
32

* * * * *
2 3

1
22 2 42 2 *2 2 2 2 * * * * *

2 3 3

1
1

1
1

4 1 1 4 ,

cc
d

c

c

c c

x p I S I Cx p I C SI
V y

I I C

x p I C S x p I Sy
S S

y x p I x p I C S px I S

βγ

γ β

γ β β

+− +
= − − −

+

− +
− − −

 ≤ − − − + = −  

 (12) 

 
*

*4
4 .e

x q ICV x q I
C
π π= − = −  (13) 

因此，通过(7)~(13)式可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )1* * * * * * * * * * *
3 2 3 1 3 4

2

3 1
2 1 2 4 .c c

p
V p x I S px I C S I C S px I S x q I

pd
α

β γ α γ β π
α

−
≤ − − − + − + − −

+
 (14) 

由式(8)和式(14)可知， 2 3 0V V+ ≤ ，因此
d 0
d
V
t
≤ 。此外，当且仅当 1 2 30, 0V V V= + = 时

d 0
d
V
t
= 。利用

(8)~(14)，可以证明
d 0
d
V
t
= 等价于 ( ) ( )* * * *, , , , , ,c cS I I C S I I C= ，因此

d
d
V
t
在 *P 处是负定的。当 2 0α = 时，由

Lyapunov 经典稳定性定理[14]证得，地方病平衡点 *P 是全局渐近稳定的。 

5. 最优控制问题 

为有效预防控制乙肝传染病的传播，研究对疾病施加限制并保持成本最小的最优控制策略。引入控

制变量 ( )1,2iu i = ： ( )1u t 表示某地区为了提高疫苗接种率，对接种疫苗这种预防控制传染病的措施进行

宣传推广后，使得疫苗接种的人数增加的概率； ( )2u t 表示通过加强体检、推动基层筛查(如社区乙肝筛

查、入学入职体检等)，使得乙肝病毒携带者可以被更早诊断出的概率。建立如下最优控制模型： 

 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

1 1

2 2 1 2

3 2 1

2 2 4

1 5

1 ,

1 1 ,

1 ,

1 ,

1 1 .

c

c c c c

c c

c

S b d S S I I C u S

I p S I I C d I u I

I pS I I C d I u I

C q I u I d C

R q I u S d R

β γ θ

β γ α α

β γ π α

π α

π θ

 ′ = − − + + − +

′ = − + + − − + +

 ′ = + + − + + +
 ′ = + + −
 ′ = − + + −

 (15) 

设目标函数为： 
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 ( ) ( ) ( )( )2 2
1 2 1 2 3 1 1 2 2

0

1, d .
2

T

cJ u u A I A I A C B u t B u t t = + + + +  ∫  (16) 

式中：T 为末态时间； 1 2 3, ,A A A 分别是 , ,cI I C 的权重系数； 1 2,B B 分别是控制变量 1 2,u u 的正权重系数。寻

找最优控制，使得 

( )
( )

( )
1 2

* *
1 2 1 2,
, min ,

u u U
J u u J u u

∈
= . 

其中控制集为 ( ) ( ) [ ]{ }0 1, 0, , 1, 2i iU u t u t t T i= ≤ ≤ ∈ = 。显然模型(15)的右端有界，目标函数(16)的被积函

数关于 ( )( )1,2iu t i = 具有凸性，且存在常数 p，使得 

( )
2 22 2

1 2 3 1 1 2 2 1
1

1 .
2c

i
A I A I A C B u B u p u

=

+ + + + ≥ ∑  

其中 1 2 3 0cA I A I A C+ + ≥ ， ( )( )1 min 1,2
2 ip B i= = ，因此得到最优控制解的存在性。 

为寻找最优控制解，令 Lagrange 函数为： 

( ) ( )2 2
1 2 1 2 3 1 1 2 2

1, , , , .
2c cL I I C u u A I A I A C B u B u= + + + +  

定义 Hamilitonian 函数为： 

( ) ( )
5

1 2
1

, , , , , , , , , ,c i i c i i
i

H S I I C R u L I I C u u fξ ξ
=

= +∑ . 

式中， ( )1,2,3,4,5i iξ = 为系统的伴随变量， f 为模型(18)右端相对应的方程。假设模型(18)在最优控制解

( )* *
1 2,u u 下的模型方程解为 ( )* * * * *, , , ,cS I I C R ，那么，根据 Pontryagin 最大值原理[15]可得，伴随变量 ( )i tξ

在横截条件 ( ) 0i Tξ = 下满足如下方程： 

( ) ( )( ( )

( )( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 1 1 2

3 5 1

2
1 1 2

3 4

3
2 1 2

2 2 1 2

2 1 2 2

533 4

d 1
d

1 ,

d
d

d ,
d

1

1 1

1 1 ,

1 1

c

c

c

c

H I d u
t S

u

p I I C

p I I C

p S dH A S
t I

u

u u

p d

pS
H A qS S p S

t I
q

ξ ξ β γ θ ξ

ξ ξ θ

ξ ξ β ξ

ξ β ξ

β γ

β γ

ξ ξ

β α α

α α

π πγ ξ γ ξ ξ ξ πγ

− + +

+ +

− + + + +  

− + − +  

 −

∂
 = − = + + + + − 

+ −

  ∂
− − +

∂
= − = − + −

∂

+

∂
= − = − + − − − − −

∂ 

( ) 4

5

4
3 1 2 3 4

5
5

d ,
d

d .

1

d

pH A S S p S
t C

d

H
t R

d

ξ ξ γ ξ γ ξ γ ξ

ξ ξ

∂
= − = − + − − +

∂
= − =

∂

−
∂

 

横截条件为 ( ) ( )0, 1,2,3,4,5i t iξ = = 。 
定理 5.1：存在 1 2,u u 使得 ( )

( )
( )

1 2

* *
1 2 1 2,
, min ,

u u U
J u u J u u

∈
= 成立，且最优控制对的表达式如下： 

( )1 5*
1

1

min max 0, ,1 ,
S

u
B

ξ ξ θ  −   =    
    

 

( ) ( )2 3 1 2 4 2*
2

2

min max 0, ,1 .c cI I
u

B
ξ ξ α ξ ξ α  − + −   =    

    
 

证明：由控制方程的极值条件 
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1 2

0.H H
u u
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

可得 

( )

( ) ( )

1 5
1

1

2 3 1 2 4 2
2

2

,

.c c

S
u

B
I I

u
B

ξ ξ θ

ξ ξ α ξ ξ α

−
=

− + −
=

 

又因为 *
iu 还应满足允许控制条件： 

* *

0, 0,

0 1, 0,

1, 0.

i

i i
i

i

H
u
Hu u
u
H
u

 ∂
< ∂

 ∂= < < = ∂
 ∂

>
∂

 

故最优控制解可表示为 

{ }{ }
{ }{ }

*
1 1

*
2 2

min max 0, ,1 ,

min max 0, ,1 .

u u

u u

=

=
 

6. 数值模拟及敏感性分析 

6.1. 数值模拟 

上文分析了模型平衡点处的稳定性，为了验证分析的准确性，现利用 Matlab 进行数值模拟。取参数

b = 20，d1 = d5 = 0.000125，d2 = d3 = d4 = 0.000129，θ = 0.25，p = 0.035，α1 = 0.025，α2 = 0.25，q = 0.025，
β = 1.5，γ = 0.000525，γ = 0.000035。计算出模型(2)的基本再生数 0 0.15329 1R = < 。仅改变参数 β和 γ。
当 β = 0.00375，γ = 0.00025 时，计算出模型(2)的基本再生数 0 11.9312 1R = > 。 

由图 2 可见，当基本再生数 0 1R < 时，乙肝病毒携带者与急性乙肝患者数量随时间迅速下降并最终

趋于 0，表明疾病逐步得到控制和消除。而在临床上由于慢性乙肝患者几乎无法被治愈，因此其数量随时

间以一定数量趋于稳定，反映了慢性乙肝疾病的长期存在性。在图 3 中，当 0 1R > 时，疾病具备持续传播

的能力，无法自然消退，表现为地方性流行。此时，携带者与急性乙肝患者作为主要的传播源，在人群

中持续获得补充，数量趋于稳定；而慢性乙肝患者是由急性感染者不断转化而来，随着时间推移呈现持

续增长趋势。两幅图中患病人群数量的变化趋势，与模型分析所得理论结果一致，验证了本模型对乙肝

传播动态的合理性与适用性。 

6.2. 最优控制模拟 

图 4(a)为病毒携带者 Ic数量随时间的变化，可以看出控制前后，乙肝病毒携带者数量峰值明显降低，

并且下降得更快。这说明控制措施有效减少了病毒携带者的传播风险，加快了感染人群的减少速度。图

4(b)为急性乙肝患者 I 随时间变化的图像，可以看出在控制干预措施下，乙肝人数迅速下降，并在较短时

间内趋近于 0。这表明最优控制能加快急性患者的康复，抑制疫情扩散。因此，实施最优控制策略可以显

著抑制乙肝的传播速度，降低病毒携带者和急性乙肝患者的峰值和持续时间，有助于公共卫生资源的有

效利用与疫情的快速控制。 
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Figure 2. Solution curves of the model when 0 1R <  
图 2. 0 1R < 时模型的解曲线 

 

 
Figure 3. Solution curves of the model when 0 1R >  
图 3. 0 1R > 时模型的解曲线 

 

      
(a) 乙肝携带者 Ic人数对比                         (b) 急性乙肝患者 I 人数对比 

Figure 4. Optimal control simulation 
图 4. 最优控制模拟 
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6.3. 敏感性分析 

下面将采用 PRCC 法即偏秩相关系数法对影响 0R 的参数进行敏感性分析。本文将选取 

1 2, , , , , , ,p qθ α α β γ π 共 8 个参数进行敏感性分析，当 PRCC 结果为正时，则表明该参数与 0R 呈正相关，当

结果为负时，则表明该参数与 0R 呈负相关，结果如图 5 所示。 
 

 
 

 
Figure 5. Impact analysis of key parameters and sensitivity heatmap  
图 5. 关键参数的影响分析及敏感性热力图 

 
图 5 结果表明： , , ,q β γ π 这 4 个参数与 0R 呈正相关， 1 2, , ,pθ α α 与 0R 呈负相关。因此，合理的控制

相关参数能够对预防与控制乙型肝炎的传播与流行起到积极作用。下面将考虑疫苗接种率参数θ 和乙肝

患者传播率 γ 对基本再生数 0R 的影响。设置 ( )0 5000S = 、 ( )0 10cI = 、 ( )0 10I = 、 ( )0 0C = 、 ( )0 0R = ，

模型(2)的其它参数取值以上文 0 1R > 时的参数为基准，仅对需要分析的参数进行改变。图 6 和图 7 分别

显示了仅改变参数 γ 和θ 对 0R 的影响。 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.148382


刘欣，代群 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.148382 195 应用数学进展 
 

 
Figure 6. Impact of γ  on the number of HBV infections 
图 6. γ 对乙肝感染人数的影响 

 

 
Figure 7. Impact of θ  on the number of HBV infections 
图 7. θ 对乙肝感染人数的影响 

 
图 6 可以看出，乙肝传播率 γ 与基本再生数 0R 呈正相关，这与 PRCC 的结果一致。通过改变 γ 值，

可以观察到，在早期阶段感染者数量随着时间推移，逐渐增加。对于较低的 γ 值，患者人数的增长会比较

平缓，并且在一段时间后会趋于稳定。对于较高的 γ 值，患者人数的增长速度更快，并且可能导致较高的

峰值，最终也会趋于平稳。 
图 7 可以看出，疫苗接种率θ 与基本再生数 0R 呈负相关，这与 PRCC 的结果一致。随着疫苗接种率

的提高，曲线的增长速度会变得更加平缓。低接种率会导致较高的 0R ，这使得患者人数较快增长。而高

接种率则导致较低的 0R ，疾病传播较慢，最终患者人数增加较少。 
图 6 和图 7 表明，通过控制参数 γ 或θ 值，可以实现疾病的有效防控。通过加强乙肝病毒携带者和患

者的规范管理、在医疗场所严格进行无菌操作，避免医源性传播等方式减少易感者与感染者的接触，以

及提高疫苗的接种率，可以有效降低乙肝疾病的传播。 
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7. 模型局限性分析 

本研究通过构建一类包含携带者状态的乙肝传播动力学模型，结合最优控制策略，探讨了疫苗接种

与主动筛查对疾病传播的影响。然而，模型在构建过程中也存在一定简化假设，可能对结果产生一定程

度的影响。模型中假设即乙肝病毒携带者为终身携带者，不再痊愈或转归为其他状态。这种设定虽然在

一定程度上符合部分乙肝人群的临床表现，但在现实中仍存在部分携带者可通过药物治疗逐步清除病毒，

从而实现临床治愈。因此，该假设可能高估了感染人群的长期规模；本模型主要考虑乙肝的水平传播路

径，忽略了如母婴传播的垂直传播，传播路径的简化可能使模型低估某些人群中的传播强度。尽管存在

上述简化和假设，但模型仍然能够从整体上把握乙肝传播过程的基本机制，为理解控制手段的作用提供

理论参考。 

8. 结论 

本文建立了一类 SIcICR 急慢性乙肝传染病模型，这一模型更加贴近现实，有助于更深入地理解乙肝

的传播规律。通过分析该模型的动力学性质，计算出模型的基本再生数 0R 。研究了该模型平衡点在不同

条件下的稳定性，这有助于预测乙肝在不同情境下的流行趋势。然后进行了最优控制问题分析，对控制

策略进行模拟后的结果表明，加大接种乙肝疫苗的宣传力度和加强体检、推动基层筛查等方式可有效控

制乙肝传染病的传播。最后对所建立的模型进行了数值模拟和敏感性分析，结果表明，可以通过提高对

乙肝携带者的诊断率、降低易感者与感染者之间的有效接触率、提高乙肝疫苗接种率等多种手段，综合

遏制乙肝的传播。公众要充分认识到乙肝传播途径的复杂性以及其在我国的高流行性，树立起“预防为

主”的健康意识和自我保护意识。 
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