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摘  要 

本文在势函数 ( )Q x 为一般的实对称矩阵的前提下，研究了Neumann边界条件下的向量型Sturm-
Liouville问题的特征值的重数问题。讨论了特征值及特征函数判别式的渐近式，并给出了关于特征值重

数的重要结论：如果矩阵 ( )∫ Q
1

0
dξ ξ 的特征值重数至多为 ( )k k m1 1≤ ≤ − ，那么，除了有限个特征值，向

量型Sturm-Liouville问题的特征值重数也至多为 k 。 
 
关键词 

向量型Sturm-Liouville问题，Neumann边界条件，特征值重数 
 

 

Spectral Properties of a Class of Vector 
Sturm-Liouville Problems with Neumann 
Boundary Conditions  

Yijing Wang, Yunlan Gao* 
College of Science, Inner Mongolia University of Technology, Hohhot Inner Mongolia 
 
Received: Jul. 14th, 2025; accepted: Aug. 7th, 2025; published: Aug. 21st, 2025 

 
 

 
Abstract 
This paper investigates the multiplicity of eigenvalues for vector-valued Sturm-Liouville problems 
under Neumann boundary conditions, with the potential function ( )Q x  being a general real 
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symmetric matrix. The asymptotic expressions of eigenvalues and characteristic functions are dis-
cussed, and the significant conclusion regarding the multiplicity of eigenvalues are presented: If the 
multiplicity of eigenvalues of the matrix ( )∫ Q

1

0
dξ ξ  is at most ( )k k m1 1≤ ≤ − , then, except for fi-

nitely many eigenvalues, the multiplicity of eigenvalues for the vector-valued Sturm-Liouville prob-
lem is also at most k .  
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1. 引言 

求解固体热传导模型的 Sturm-Liouville (以下简称为 S-L)问题起源于 19 世纪初，长期以来，对于标

量型 S-L 问题的研究已经形成了相对完善的理论系统，如[1] [2]，作为标量型 S-L 问题的推广，其向量型

问题的研究如今也是一个热门领域。有研究表明，经典的 S-L 理论中的诸多结论均可从标量型推广到向

量型，如[3]-[5]，然而此类推广面临诸多复杂性，其核心难点集中体现在特征值的重数问题上。这是因为

在标量型问题情形下，特征值通常是单重的，但在向量型问题中，特征值的重数显著增加，导致其分布

规律也更为复杂，因此对于向量型 S-L 问题的研究是十分必要的。 
向量型 S-L 问题是由向量方程(1)和边界条件构成： 

 ( ) ( ) ( ) [ ],    0,1x Q x x xλ′′− + = ∈y y y  (1) 

这里，λ∈是谱参数， mI 表示m m× 阶单位矩阵， ( )xz 为定义在 [ ]0,1 上的m维向量值函数， ( )Q x

是定义在 [ ]0,1 上的连续m m× 阶实对称矩阵值函数，其中 2m ≥ 。早在 1999 年，Shen 和 Shieh 在文献[6]
中针对 ( )Q x 为 Jacobi 矩阵值函数，且边界条件是 Dirichlet 边界条件的向量型 S-L 问题进行了研究，得

到该问题最多只有有限个重数为m的特征值。文献[7]研究了方程(1)在 Neumann 边界条件下的情形，其中

( )Q x 为 Jacobi 矩阵值函数，得到与[6]类似的结论。同样针对 ( )Q x 为 Jacobi 矩阵值函数，文献[8] [9]将
边界条件进一步推广到一般的分离边界条件，并得到类似的结论。文献[10]研究了定义在区间(0, 1)上具

有 Dirichlet 边界条件的 m 维向量型 S-L 问题，证明了如果矩阵 ( )1

0
dQ ξ ξ∫ 的特征值重数至多为 

( )1 1k k m≤ ≤ − ，那么除有限个特征值外，该向量型问题的特征值重数也至多为  k 。  
受上述文献的启发，本文主要研究当 ( )Q x 是一般的实对称矩阵时， ( ), m mQ L I R ×∈ ， ( ), m mQ L I R ×′∈

且 *Q Q= ，方程(1)在 Neumann 边界条件 
 ( ) ( )0 1 ,mθ′ ′= =y y  (2) 

下的向量型 S-L 问题，讨论其特征值及特征判别式的渐近式，并给出了关于特征值重数的重要结论：如

果矩阵 ( )1

0
  dQ ξ ξ∫ 的特征值重数至多为 ( )1 1k k m≤ ≤ − ，那么，除了有限个特征值，向量型 S-L 问题(1)~(2)

的特征值重数也至多为  k 。 

2. 预备知识 

令 ( ),x λΦ 和 ( ),x λΨ 是方程 
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 ( ) [ ], 0,1 ,Y Q x Y Y xλ′′− + = ∈  (3) 

分别满足初始条件 
 ( ) ( )0, , 0, ,m mEλ θ λ′Φ = Φ =  (4) 

 ( ) ( )0, , 0, ,m mEλ λ θ′Ψ = Ψ =  (5) 

的矩阵值解，其中 ( )Y x 是定义在 [ ]0,1 上的 m m× 阶矩阵值函数， ( )Q x 是定义在 [ ]0,1 上的连续 m m× 阶

实对称矩阵值函数， ( ), m mQ L I R ×∈ ， ( ), m mQ L I R ×′∈ 且 *Q Q= 。那么向量型方程(1)的通解可以表示为 

( ) ( ) ( )1 2, , , ,y x x c x cλ λ λ= Φ +Ψ  

其中 1c 和 2c 是任意m维常数向量，并且满足 T T
1 1 2 2 0c c c c+ ≠ 。 

引理 2.1： λ 是向量型问题(1)~(2)的特征值，当且仅当 ( )det 1, 0λ′Ψ = 。 
证明：见文献[6]的定理 4.1 的证明，证毕。 
记： ( ) ( )det 1,λ λ′∆ = Ψ ，称 ( )λ∆ 为问题(1)~(2)的特征值判别式。 
引理 2.2：向量型 S-L 问题(1)~(2)的线性无关解 ( ),y x λ 的个数为 ( )( )1,m Rank λ′− Ψ 。 
证明：由 ( ) ( ) 21, 1, my cλ λ θ′ ′= Ψ = 可知，当 ( )det 1, 0λ′Ψ ≠ 时，即 2 mc θ= ，只有零解，舍去。当 

( )det 1, 0λ′Ψ = 时，非零解的个数由矩阵 ( )1,λ′Ψ 的秩决定，即线性无关解的个数为 ( )( )1,m Rank λ′− Ψ ，

证毕。 
由此引理可以得出：问题(1)~(2)特征值 *λ 的重数至多是m。特征值 *λ 的重数是m当且仅当 ( )*1,λ′Ψ 是

零矩阵。 
对于如上定义的 ( ),x λΨ ，利用常数变易法可求得： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

1cos si, n , d
x

mxE x Qx λ λ ξ ξ λλ ξ ξ
λ

= + − ΨΨ ∫  (6) 

定理 2.1：矩阵型 S-L 初值问题(3) (5)的渐近公式如下： 

 ( ) 1, cos , .mx xE Oλ λ λ
λ

 Ψ = + →∞ 
 

 (7) 

证明：将(6)中的 ( ),x λΨ 表达式代入积分部分的被积函数中，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0

0 0

1 1, cos sin cos sin , d d

1cos sin cos d

1 sin sin , d d

x
m m

x
m

x

x xE x Q E s Q s s s

xE x Q

x s Q Q s s s

ξ

ξ

λ λ λ ξ ξ λξ λ ξ λ ξ
λ λ

λ λ ξ λξ ξ ξ
λ

λ ξ λ ξ ξ λ ξ
λ

 Ψ = + − + − Ψ  

= + −

+ − − Ψ

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

进行迭代后得到问题(3) (5)的解的渐近公式(7)，证毕。 
定理 2.2：令 2sλ = ， s iσ τ= + ， ,σ τ ∈，当 s →∞时，矩阵值函数 ( ),x λ′Ψ 有以下渐近展开式 

 ( ) ( )2
0

cos 1, sin d .
2

x
m

sxx s s sxE Q o
s

ξ ξ
 

′Ψ = − + +   
 

∫  (8) 

证明：由(6)可得 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
0

, sin cos , d ,
x

mx s s sxE s x Q sξ ξ ξ ξ′Ψ = − + − Ψ∫  (9) 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.148381


王怡静，高云兰 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.148381 173 应用数学进展 
 

将(7)代入(9)的等式右边，得到 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2
0

0 0

0 0

0

1
, sin cos cos d

1
= sin cos cos d cos d

1 1sin cos d cos 2 d
2 2

1
 cos d

x
m m

x x
m

x x
m

x

x s s sx E s x Q s E
s

s sx E s x s Q s x Q
s

s sx E sx Q s x Q

s x

O

O

OQ
s

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

  ′Ψ = − + − +  
  

 
− + − + −  

 
 = − + + −  

 
+ −  

 

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 (10) 

由 Riemann-Lebesgue 引理可知 

( ) ( )

( ) ( )

0

0

lim 2 d 0,

l

cos

coim d 0s ,

s

s

x

x

x Q

x

s

Qs

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

→∞

→∞

− =

− =

∫

∫
 

因此，当 s →∞时， 

( ) ( )
0

1 1
cosm ,i dl

s

x
Os x Q o

s s
ξ ξ ξ

→∞

   
− =   

   
∫  

可得(8)，证毕。 
引理 2.3 [7]：向量型 S-L 问题(1)~(2)有无穷多可数个实特征值，这些特征值有下界，无上界。记问题

(1)~(2)的所有特征值为 

{ } { },
, 0,1 0, 1,1 1, ,1 ,0, 1

  , ;, ;, , ; ; , ;
m

n r m m n n mn r
λ λ λ λ λ λ λ

∞

= =
=       

定理 2.3：当 n →∞时， ( ), 1, 2, ,n r r mλ = 

有下面的渐近公式 

 , 2
1 .

2
r

n r n O
n n
µλ  = π+ +  π  

 (11) 

其中 rµ 为矩阵 ( )
0

d
x
Q ξ ξ∫ 的第 r 个特征值。 

证明：由(8)可知 

( ) ( ) ( )1,
, , , 0

,

cos 11, sin d ,
2

n r
n r n r n r m

n r

E Q o
λ

λ λ λ ξ ξ
λ

 
′  Ψ = − + +

 
 

∫  

因为 ( )1

0
dQ ξ ξ∫ 是实对称矩阵，所以存在可逆矩阵T ，使得 

 ( ) ( )11
1 20

d , , , ,mT Q T diagξ ξ µ µ µ− =∫   (12) 

注意其中 ,n rλ 是实的， 1 2, , , mµ µ µ

是矩阵 ( )
0

d
x
Q ξ ξ∫ 的m个特征值。将 ( ),1, n rλ′Ψ 变换为对角形式 

 ( ) ( ) ( ),1
, , , 1 2

,

cos 11, sin , , ,
2

,n r
n r n r n r m m

n r

T T E diag o
λ

λ λ λ µ µ µ
λ

−
 

′    Ψ = − + +
 
 

   (13) 

由引理 2.1 及(13)知 

( ) ( ),
, , 1 2

,

cos 1det sin , , , 0,
2

n r
n r n r m m

n r

E diag o
λ

λ λ µ µ µ
λ

  
   − + + =      


 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.148381


王怡静，高云兰 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.148381 174 应用数学进展 
 

将上式转化为标量方程即得 

( ) ( ),
, ,

,

cos 1sin 0,  1, 2, , ,
2

n r
n r n r r

n r

o r m
λ

λ λ µ
λ

 
 − + + = =
 
 

  

对于足够大的 n，有 ,n rλ →∞，得 

( ),
,

tan ,
2

r
n r

n r

µλ
λ

=   

记 , ,n r n rnλ ε= π+ ，则对于足够大的 n，有 , 0n rε → ，进一步  

( ) ( ),
,

tan ,
2

r
n r

n rn
µε
ε

=
π+

  

利用文献[11]的方法，得到 

, 2
1 .

2
r

n r O
n n
µε  = +  π  

  

由此推出(11)，证毕。 
定理 2.4：当 s →∞时，特征判别式 ( )λ∆ 有渐近表达式 

 ( ) ( ) ( ) ( )22

1

cosdet 1, .sin
2

m
m

r
r

ss s s sλ µ −

=

 ′∆ = Ψ = +Ο− +  
∏  (14) 

其中， 1 2, , , mµ µ µ

是矩阵 ( )
0

d
x
Q ξ ξ∫ 的  m个特征值。 

证明：由引理 2.1，(8)以及(12)可得 

( ) ( )1 2
1 2

cos 1, sin , , , ,
2m m

sxT x s T s sxE diag o
s

µ µ µ−  ′Ψ = − + +  
 


 

对上式求行列式可得 

( ) ( )

( )

( ) ( )

2

1 2

2

1

det 1,

1cosdet sin , , ,
2

cos .sin
2

m m

m
m

r
r

s

ss sE diag
s

ss s s

λ

µ µ µ ο

µ −

=

′∆ = Ψ

  = − + +  
  

 = +Ο− +  
∏



 

即得到(14)，证毕。 

3. 向量型 Sturm-Liouville 问题的特征值重数 

定理 3.1：如果矩阵 ( )1

0
dQ ξ ξ∫ 的特征值重数至多为 ( )1 1k k m≤ ≤ − ，那么，除了有限个特征值，向量

型 S-L 问题(1)~(2)的特征值重数也至多为 k。 
证明：设 ,n rλ 是问题(1)~(2)的一个特征值(其中1 r m≤ ≤ )。记 , ,n r n rs λ= ，由于所有 ,n rλ 均为实特征值，

根据引理 2.1 以及(8)，当 ,n rs →∞时，得 

 ( ) ( )1,2
, , , 0

,

cos 11, sin d ,
2

n r
n r n r n r m

n r

s
s s s E Q o

s
ξ ξ

 
′Ψ = − + +   

 
∫  (15) 

由定理 2.3 可得 
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 , , , 2
1,    ,

2
r

n r n r n rs n O
n n
µε ε  = π+ = +  π  

 (16) 

对于足够大的 n，由上式知 , 0n rε → ，则有 ( ),cos 1n rn επ+ → ，将(16)代入(15)中，得 

( ) ( ) ( )1,2
, , , 0

,

cos 11, sin d ,
2

n r
n r n r n r m

n r

s
s s n E Q o

n
ε ξ ξ

ε
 

′Ψ = − π+ + +   π + 
∫  

( ) ( ) ( )12
, , , , 0

1 1sec 1, tan d ,
2n r n r n r n r ms s s n E Q o

n
ε ξ ξ  ′Ψ = − π+ + +  

 ∫  

 ( ) ( )12
, , , , 0

1 1sec 1, tan d ,
2n r n r n r n r ms s s E Q o

n
ε ξ ξ  ′Ψ = − + +  

 ∫  (17) 

又由(12)，得 

 
( )1 2

, ,

1 2
, , , , , ,

sec 1,

1tan , tan , , tan .
2 2 2

n r n r

m
n r n r n r n r n r n r

T s s T

diag s s s o
n

µµ µε ε ε

− ′Ψ

   = − + − + − + +   
  



 (18) 

利用反证法，假设问题(1)~(2)的特征值 ,n rλ 的重数为 1k + 。那么，根据引理 2.2，矩阵 ( )2
,1, n rs′Ψ 的秩

为 ( )1m k− + ，不妨设最后 ( )1m k− + 行向量 2 3,, ,k k mr r r+ +  线性无关。那么前 1k + 个行向量 1 2 1, , , kr r r +

均 

可由 2 3, , ,k k mr r r+ +  线性表出。因此，矩阵(18)的前 1k + 个对角元素是
1o
n

 
 
 

。那么有 

 

1
, ,

2
, ,

1
, ,

1tan 0,
2

1tan 0,
2

1tan 0.
2

n r n r

n r n r

k
n r n r

s
n

s
n

s
n

µε ο

µε ο

µε ο+

 − + + = 
 
 − + + = 
 

 − + + = 
 



 (19) 

则由(19)式中第一个等式依次减去其余各式可得 

 1 3 1 11 2 1 1 1, , , .
2 2 2

ko o o
n n n

µ µ µ µµ µ +− −−      = = =     
     

  (20) 

因为 ( )1j j mµ ≤ ≤ 的重数不超过 k ，因此 1 2 1 3 1 1, , , kµ µ µ µ µ µ +− − −

中至少存在一个非零项。不妨设

1 2 0µ µ− ≠ ，这与(20)式中 ( )1 2 1 ,
2

o n
n

µ µ−  = →∞ 
 

矛盾。由此可证，问题(1)~(2)的特征值除有限个外，其

重数至多为 k ，证毕。 
推论 3.1：若矩阵 ( )1

0
dQ ξ ξ∫ 的特征值均为单重的，则问题(1)~(2)的特征值除有限个特征值外，其余

皆为单重特征值。 
推论 3.2：若矩阵 ( )1

0
dQ ξ ξ∫ 的特征值重数不超过 1m − ，则问题(1)~(2)的特征值除有限个外，重数也

不超过 1m − 。 
推论 3.3：如果 ,n rλ 是问题(1)~(2)的任一特征值(无论它的重数是多少)均有 

,
1 ,  1, 2, , .n r n O r m
n

λ  = π+ = 
 

  
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证明：若势函数 ( )Q x 满足定理 3.1 中的条件，根据该定理结论可知(19)中至少有一个等式成立，现

假设(19)中第一个等式成立，即 

1
, ,

1tan 0,
2n r n rs o

n
µε  − + + = 

 
 

1
1

,
,

1 12 2
1tan ,

2 2 2n r
n r

o o
n n O

s n n n

µ
µε

   −         = = − =  π π  
 

故有 

,
1 .n r O
n

ε  =  
 

 

证毕。 
推论 3.4：若矩阵 ( )1

0
dQ ξ ξ∫ 的特征值都是m重的，那么，问题(1)~(2)的特征值除了有限个，其重数均

为m重，即 

( )1

0
d .mQ Eξ ξ µ=∫  

证明：当 n →∞时，若问题(1)~(2)的特征值都是m重的，将不同的特征值记为 nλ ，即 

 ,1 ,2 , : ,  ,;  n n n m n n n n ns s nλ λ λ λ λ ε= = = = = = π+  (21) 

由推论 3.3 知，
1

n O
n

ε  =  
 

， ( )1, n mOλ′Ψ = ，则由(15)知 

 ( )1

0

1cossin d ,
2

n
n n m m

n

ss s E Q o O
s

ξ ξ
 

− + + = 
 

∫  (22) 

注意到 lim cos 1nn
ε

→∞
= ，因此 

( )1

0

11tan d ,
2n n m m

n
s s E Q o O

s
ξ ξ

 
− + + = 

 
∫  

化解得 

( )

( )

1 2

1 2 2

11 1tan , , ,
2

1 1, , , ,
2

n m m
nn n

m

s E diag
ss s

diag
n n

µ µ µ ο

µ µ µ ο

 
= +  

 
 = +  
π 





 

因{ }tan nn ε 是有界的，则 1 2 mµ µ µ= = =

，证毕。 
例 3.1：考虑四维向量型 S-L 问题 

 
( ) [ ]

( ) ( )
, 0,1 ,

0 1 ,
Q x xλ

θ
′′− + = ∈

 ′ ′= =

y y y
y y

 (23) 

这里 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 3 1 3

1 3 1 3

0 0
0 01 ,

0 02
0 0

q x q x q x q x
q x q x q x q x

Q x
q x q x q x q x
q x q x q x q x

 + − 
 − + =  + −
  − + 
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存在常数酉矩阵 

1

1 0 1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 0 0 1 11 1,       ,
0 1 0 1 1 0 02 2
0 1 0 1 0 0 1 1

1
T T −

   
   −   = =
   −
   

− −   

 

则有 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

11
1 1 2 3

2

3

0 0 0
0 0 0

, , , ,
0 0 0
0 0 0

q x
q x

T Q x T x diag q x q x q x q x
q x

q x

−

 
 
 = Λ = = 
  
 

 

若对 ( ), 1, 2,3i j i j∀ ≠ = ，有 

( ) ( )1 1

0 0
d d ,i jq qξ ξ ξ ξ≠∫ ∫  

则由定理 3.1 可知，除了有限个特征值外，问题(23)的特征值重数至多为 2 重。事实上，通过变换 y Tz= ，

可将问题(23)转化为  

 
( )

( ) ( )
,

0 1 ,
x λ

θ
′′− = Λ −

 ′ ′= =

z z z
z z

 (24) 

这样就将问题(24)转化为以下问题 

 
( ) ( ) [ ]

( ) ( )
, 0,1 ,

0 1 ,

i
i i i i

i i

q x xµ ′′− + = ∈
 ′ ′= =

z z z
z z 0

 (25) 

记
( ) ( )01, 2,3,i
n i nµ = ∈ 表示问题(25)的特征值，

( )( )1,i nz x µ


表示对应的特征函数。注意到 

( )( ) T
1

1 , ,0,0,0nT z x µ 
  和

( )( ) T
1

10, , ,0,0nT z x µ 
  是相应于

( )1
nµ 的两个线性无关的特征函数，因此

( ) ( )1
0n nµ ∈

是向量型问题(23)的 2 重特征值，
( )( ) T
2

20,0, , ,0nT z x µ 
  和

( )( ) T
3

30,0,0, , nT z x µ 
  为相应于向量型问题(23)

的特征值
( )2
nµ 和

( )3
nµ 的特征函数，证毕。 
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