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摘  要 

给定 1β > 和 ( ]x 0,1∈ 。对于任意的 ( ]y 0,1∈ ，关于 x 的run-length函数 ( )xr y n, 定义为在 y 的 β -展式的

前 n个数字中出现的 x 的 β -展式的前缀的最大长度。令非负函数 ( )nϕ 满足 ( )n

n
n

lim
ϕ→∞

= +∞，我们对以下

关于该函数的极致例外集 ( ) ( ) [ ] ( )
( )

( )
( )

n x x
x n n

r y n r y n
E x

n n
, ,

0, 0,1 : lim inf 0, limsupϕ

ϕ ϕ→∞ →∞

  +∞ = ∈ = = +∞ 
  

进行研究，

给出该集合的剩余性质。 
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Abstract 

Let 1β >  and ( ]x 0,1∈ . For any ( ]y 0,1∈ , the run-length function ( )xr y n,  (with respect to x ) 
is defined to be the maximal length of the prefix of the beta-expansion of x  which appears in the 
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first n  terms of the beta-expansion of y . Let the non-negative function ( )nϕ  satisfy ( )n

n
n

lim
ϕ→∞

= +∞ . 

We study the extremely exceptional set given by  

( ) ( ) [ ] ( )
( )

( )
( )

n x x
x n n

r y n r y n
E x

n n
, ,

0, 0,1 : lim inf 0, limsupϕ

ϕ ϕ→∞ →∞

  +∞ = ∈ = = +∞ 
  

 and establish its residual proper-

ties.  
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1. 引言 

给定一个实数 1β > ，Tβ 是定义在 ( ] ( ]0,1 0,1→ 上的 β 变换： 

1,T x x xβ β β= − +    

其中 x  表示不超过 x 的最小整数。Rényi 首先在文献[1]中引出了 β -展式的概念，他证明了通过 ( )T xβ 进

行迭代运算，任意的 ( ]0,1 上的实数都可以唯一地展开成如下级数： 

( ) ( ) ( )1 2
2

, , ,
,n

n

x x x
x

ε β ε β ε β
β β β

= + + + +   

其中，对于任意的 1n ≥ ， ( ) 1, 1n
n x T xβε β β − = −  被称为 x 的第 n 位数字。定义 x 的数字序列为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, : , , , , , , ,nx x x xε β ε β ε β ε β=   ，并称此序列为 x 的 β -展式。当 β 固定且不引起混淆时，常

简记 ( ),xε β 为 ( )xε 。Rényi 在文献[1]中证明了 β -变换具有一个等价于 Lebesgue 测度的不变遍历测度

βν ，并且系统研究了非负实数的 β -展式。此后， β -动力系统 ( ]( )0,1 , ,Tβ βν 引起了广泛关注，更多相关

的定理和结果可参见文献[1]-[4]。 
给定 1β > ，对任意的 ( ]0,1x∈ 和 n∈，定义关于 x 的 run-length 函数 ( ),xr y n 为：在 y 的 β -展式的

前 n 个数字中出现的 x 的 β -展式的前缀的最大长度，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, max 1 : , , ,0 .x i i j jr y n j n y x y x i n jε ε ε ε+ += ≤ ≤ = = ≤ ≤ −  

当满足上述条件的 j 不存在时，令 ( ), 0xr y n = 。特别地，当 0x = 时恒有 ( ) ( )0 0,0,ε =  ，故函数 

( )0 ,r y n 表示 y 的 β -展式前 n 个数字中连续出现 0 的最大长度。 
Erdös 和 Rényi [4]证明得到：当 2β = 时，对于 Lebesgue 测度下几乎所有的 ( ]0,1y∈ ，有 

( )0

2

,
lim 1.

logn

r y n
n→∞

=  

这一结论已在多种情况下得到推广和发展，具体参见文献[5]-[8]等。 
给定 1β > ，对任意 ( ]0,1x∈ 和 0 α≤ ≤ +∞，考虑如下例外集： 
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( ) ( ] ( ),
0,1 : lim .

log
x

x n

r y n
E y

nβ

α α
→∞

  = ∈ = 
  

 

Lü 和 Wu [9]推广了上述 Erdös 和 Rényi 的极限定律，他们证明了对任意 ( ]0,1x∈ 和 Lebesgue 测度下

几乎所有的 ( ]0,1y∈ ，都有 

( ),
lim 1.

log
x

n

r y n
nβ

→∞
=  

此外，他们研究了极限
( ),

lim
log
x

n

r y n
nβ

→∞
取特定值点时对应点集的 Hausdroff 维数，得到： 

( )

( )( )

( )( )

log log
1, lim 0;

dim
log log

0, limsup 0.

n

n
H x

n

n

I x

nE
I x

n

β β

β β

→∞

→∞

 −
 =
+∞ = 

−
>



若

若

 

Zheng 和 Wu [10]考虑如下极致例外集 

( ) ( ] ( ) ( ), ,
, 0,1 : liminf , limsup

log log
x x

x n n

r y n r y n
E a b y a b

n nβ β
→∞ →∞

  = ∈ = = 
  

 

并推广了 Lü 和 Wu 的结果，给出了集合 ( ),xE a b 的 Hausdroff 维数。 
在数论中，从拓扑学角度研究不规则集大小的剩余性质是值得关注的问题，参见[11] [12]。在[13]-[15]

中已证明集合 ( )0 0,E +∞ 是剩余的。现将 Zheng 和 Wu 中的集合 ( ),xE a b 进行推广，将 log nβ 推广为一般 

非负函数 ( )nϕ 。本文中，设一般非负单调递增函数 ( )nϕ 满足
( )

lim
n

n
nϕ→∞

= +∞。定义集合 

( ) ( ) [ ] ( )
( )

( )
( )

, ,
0, 0,1 : liminf 0, limsup .n x x

x n n

r y n r y n
E x

n n
ϕ

ϕ ϕ→∞ →∞

  +∞ = ∈ = = +∞ 
  

 

自然地，我们考虑以同样的方法证明集合 ( ) ( )0,n
xEϕ +∞ 的剩余性质。受此启发，可得如下定理。 

定理 1：对任意的 1β > 和 [ ]0,1x∈ ，都有集合 ( ) ( )0,n
xEϕ +∞ 在 [ ]0,1 中是剩余集。 

本文的结构安排如下：第 2 部分回顾 β -展式的相关定义、定理和基本性质，第 3 部分给出定理 1 的

详细证明。 

2. 预备知识 

本部分主要回顾 β -展式的相关定义、定理和基本性质。关于 β -展式的更多细节可参考文献[1] [2] [4]
及其参考文献。 

经典的 β -变换定义为： 

( )* , 0 1,T x x x xβ β β= − ≤ <    

其中 x  表示小于或等于 x 的最大整数。注意到，对任意的 ( ]0,1x∈ ，有 ( )T xβ 严格大于 0。故此变换 *Tβ

确保每个 ( ]0,1x∈ 均有一个无穷级数展开，且对于无穷多个 n∈都有 ( ), 0n xε β ≠ 。 
由Tβ 的定义可知，对于整数 1n ≥ ， x 的第 n 位数字 ( ),n xε β 属于字母表 { }0, , 1β= −   。令 

*
1

n
n

∞

=
=


  。任意两个词 ( )1, , nω ω ω=  ， ( ) *
1, , mω ω ω′ ′ ′= ∈  ，定义 

( )1 1, , , , , .n mωω ω ω ω ω′ ′ ′=    
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特别地，当∅为空词时记 ω ω∅ = 。对任意两个词 1( , , )nω ω ω=  ， ( )1, , n
mω ω ω′ ′ ′= ∈  ，等式ω ω′=

成立当且仅当 ,1i i i nω ω′= ≤ ≤ 。对任意 k∈，记 ( ), ,k

k

ω ω ω= 



， 0ω =∅。需注意，并非所有由字母表

 中的数字组成的词都是 ( ]0,1x∈ 中某个数的 β 展开，因此需要引入 β -可允许序列的概念。 

一个有限词 ( )1, , nε ε 被称为关于基 β 是可允许的(admissible)，如果存在一个 ( ]0,1x∈ ，使得 x 的 β
展式满足 ( )1 1,xε β ε= ，， ( ),n nxε β ε= 。一个无限数字序列 ( )1, , ,nε ε  被称为可允许的，如果存在一

个 ( ]0,1x∈ ，其 β 展式与 ( )1, , ,nε ε  相同。 
令 n

β∑ 表示所有长度为 n 的 β -可允许词的集合，即 

( ) ( ] ( ){ }1, , : 0,1 , s.t. , , 1 .n n
n j jx x j nβ ε ε ε β ε∑ = ∈ ∃ ∈ = ∀ ≤ ≤   

令 *
β∑ 表示所有有限长度的 β -可允许序列的集合，即 

*

0
.n

n
β β

∞

=

∑ = ∑


 

令 β∑ 表示所有无限的 β -可允许序列的集合，即 

( ) ( ] ( ){ }1 2, : 0,1 , s.t. , , 1 .j jx x jβ ε ε ε β ε∑ = ∈ ∃ ∈ = ∀ ≥

，   

单位 1 的 β 展式对于研究 1 的轨道的动力学性质以及证明 β -可允许词的性质具有重要作用。设 

( ) ( )* *
11, , , ,nε β ε ε=    

为单位 1 的 β 展式。对于任意整数 1n ≥ ，定义 

 ( ) { }* *
11

: max max 0 : 0 .n n k k jk n j
kβ ε ε+ +≤ ≤

Γ = Γ = ≥ = = =
 (2.1) 

对一个可允许词 ( )1, , nε ε ε=  ，定义基于 β 下的 n 阶基本区间为：( ]0,1 中 β -展开的数字序列前缀与

词 ε 一一对应的点构成的区间，即： 

( ) ( ) ( ] ( ){ }: , 0,1 : , ,1 .n n j jI I x x j nε ε β ε β ε= = ∈ = ≤ ≤  

事实上，基本区间 ( )nI ε 是一个左开右闭的区间。Li 和 Wu [16]证明了 ( ) n
nI ε β −≤ ，其中 ( )nI ε 代

表区间 ( )nI ε 的长度。记 ( ) ( ) ( )( )1, , ,n n nI x I x xβ ε ε=  。在不会引起混淆的情况下，本文剩余部分中 ( )nI x
即代表 ( ),nI x β 。一个基本区间被称为满区间，如果有 ( ) n

nI ε β −= 。 
以下引理将给出满词的相关定理与性质，具体证明可见[17]。 
引理 1：设 1β > 和任意的整数 n∈，有 
1) 对任意m +∈ ，如果 n

βε ∈∑ ，则 *0m
βε ∈∑ ； 

2) 对任意m +∈ ，如果 ε 为满的，则 0mε 也为满的； 
3) 词 ε 为满的，当且仅当对任意 *

βε ′∈∑ ，连接词 εε ′为可允许的； 
4) 如果词 ( )1 1, , ,n nε ε ε− ′

 为可允许的，且 0nε ′ > ，则对于任意的 0 n nε ε ′≤ < ，词 ( )1 1, , ,n nε ε ε− 为满词； 
5) 如果词 ε 和 ε ′都为满词，则连接词 εε ′也为满词； 
6) 基本区间 ( )1

1 1, , ,0 n
nn nI ε ε Γ +

+Γ +  为满的。 
给定 1β > ，对每个 ( ]0,1x∈ 和 n∈，令 

 ( ) ( ) ( )( ){ }1 1min : , , ,1 .h
n hl x h n x x βε ε −= ≤ ∈∑  (2.2) 

可以验证，对于每个 n∈，都有 ( )nn l x≤ < +∞。因为对每个 ( ]0,1x∈ 都存在一个无穷级数展开，且
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( )nl x 随 n 增加非减。此外，由引理 1 (3)可知，对任意 n∈，词 ( ) ( ) ( )( )1 1, , ,0
nl xx xε ε − 是满的。特殊地，

在本文剩余部分中对任意的 0i ≥ 记 ( )il x 为 il 。 

3. 定理 1 的证明 

剩余集(residual set)是一个拓扑概念，用于描述拓扑空间中“大”的集合。回顾度量空间 X 中，集合

R 称为剩余集，如果其补集可表示为可数个无处稠密集的并集。在完备度量空间中，一个集合是剩余集

当且仅当它包含一个稠密的Gδ 集，因此为证明 ( ) ( )0,n
xEϕ +∞ 是剩余集，需构造一个集合 [ ]0,1U ∈ 满足以

下三个条件： 
1) ( ) ( )0,n

xU Eϕ∈ +∞ ； 
2) U 在 [ ]0,1 中稠密； 
3) U 是一个Gδ 集。 
以下致力于构造一个满足所需条件的集合。 
对任意 ( ]0,1x∈ 和 k∈，设 kΓ 如(2.1)所定义，令 

1k ku k= +Γ + , ( ){ }min : ukl
kp n nϕ β= ≥ . 

由于 ( )nϕ 单调递增，因此 kp 定义合理。 
现定义 ( )n x 如下： 

 ( ) ( ) ( )( ){ }1: , , , 0 1,n
n i i nx x x i nβω ω ε ε ω+ += ∈∑ ≠ ≤ ≤ − 为满词  (3.1) 

对任意 1n ≥ ，选择一个合适的词 ( ) ( )n nx xω ∈ ，令 

( )
( ) ( )( )( )

1

1
1 1 1

1 , ,

: int , , ,0 , , , ,0, .k
k u k k uk kk

k

p k l p u l
n k n

U I x x
βε ε

ε ε ε ε ω
∞ ∞

Γ +
− − −

= = ∈∑

=


 

 

 

对任意词 ( )1, , k
k βε ε ∈∑

，由引理 1(6)可得 ( )1
1, , ,0 k

kε ε Γ +
 是满的。由 ( )nl x 如(2.2)所定义得到，词

( ) ( )( )1 1, , ,0
uklx xε ε − 是满词，可验证词

k k ukp u lω − − 也是满的。由引理 1 (1) (2) (3) (5)说明集合U 是定义合理的。 
注意到集合 ( )( )int I ε ε 是一个开集，因此构造的集合U 是一个Gδ 集。接下来只需证明 

( ) ( )0,n
xU Eϕ∈ +∞ 以及U 在 [ ]0,1 中稠密。 

引理 2： ( ) ( )0,n
xU Eϕ∈ +∞ 。 

证明：由集合U 的定义可知，存在无限多个 k 使得 y 的 β -展开的前 kp 个数字形如： 

( ) ( )( )1
1 1 1, , ,0 , , , ,0,k

u k k uk kk l p u lx xε ε ε ε ωΓ +
− − −   

即对于某些 ( )1, , k
k βε ε ∈∑

有： ( ) ( ) ( )( )1
1 1 1, , , ,0 , , , ,0,k

u k k uk kk l p u ly x xε β ε ε ε ε ωΓ +
− − −=   。 

对任意的
kk u ku l n p+ ≤ ≤ 都有 

( ), 1.
kx ur y n l= −  

从而可得 
( )
( ) ( )

( )

( )

1,
limsup lim

1
lim

1
lim ,

2

k

k

k k

k k

k k

k k

ux

kn k u

u k u

k
k u k u

u k u

k
u k u

lr y n
n u l

l u l
u l u l
l u l

l u l

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

→∞→∞

→∞

→∞

−
≥

+

− +
≥ ⋅

+ +

− +
≥ ⋅ = +∞

+
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其中最后一个等式由条件
( )

lim
n

n
nϕ→∞

= +∞得到。 

且 

( )
( ) ( )

1 1,
liminf lim lim 0,k k

uk

u ux
ln k k

k

l lr y n
n pϕ ϕ β→∞ →∞ →∞

− −
≤ ≤ =  

其中最后一个不等式源于 kp 的定义。因此，可以证明 ( ) ( )0,n
xU Eϕ∈ +∞ 。 

引理 3：U 在 [ ]0,1 中是稠密的。 
证明：对于任意的 [ ]0,1z∈ 以及 0r > ，需验证是否存在一个实数 z U′∈ 使得 z z r′− ≤ 成立。 
假设 ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,z z zε β ε ε=  。令 q 是一个足够大的整数满足 q rβ − ≤ ，且有 ( ) ( )( )1 , , q

qz z βε ε ∈∑ 。

现令 

( ) ( )( )( )1
1 1 1int , , ,0 , , , ,0, ,

q u q q uq q

q
p q l p u lz I x xε ε ε ε ωΓ +

− − −′∈    

其中 ( )
q q u q q uq qp u l p u l xω − − − −∈ 。由于 z 和 z′的 β -展开有相同的前缀 ( ) ( )( )1 , , qz zε ε ，因此可以得到 

,qz z rβ −′− ≤ ≤  

故集合U 在 [ ]0,1 中是稠密的。 
综上，证得集合 ( ) ( )0,n

xEϕ +∞ 在 [ ]0,1 上是剩余集。 
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