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摘  要 

本文研究弱链对角占优M-矩阵 A的逆矩阵的无穷大范数上界估计问题，给出矩阵 A及其逆矩阵元素关系

的不等式，结合新不等式得到了 A−

∞

1 的上界新估计式，理论分析和数值算例表明新估计式改进了某些

现有结果。 
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Abstract 
In this paper, the problem of estimating the bounds of the infinite norm of the inverse matrix of a 
weakly chained dominant M-matrix A  is studied. The inequalities of element relation on matrix 
A  and its inverse matrix are given, combined with the new inequality, new estimation upper 

bounds of A−

∞

1  are obtained. The theory analysis and numerical examples show that the new 

estimations improve some of the related results. 
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1. 引言 

M-矩阵在生物学、数学、经济学、环境科学等领域具有广泛的应用价值，M-矩阵理论为这些问题

的研究和解决提供了数学基础和工具。近年来众多学者对 M-矩阵的最小特征值、逆矩阵的无穷大范

数、Hadamard 积的最小特征值界的估计等问题进行了大量研究，也给出了许多重要结果[1]-[9]。本文通

过定义弱链对角占优 M-矩阵 A 的新参数，结合矩阵 A 的元素对其逆矩阵元素的界进行放缩，给出弱链 
对角占优 M-矩阵的 1A−

∞
的上界新估计式。 

2. 预备知识 

为叙述方便，先给出本文需要用到的一些记号。 

用 m nR × 表示 m n× 阶实矩阵的集合，记 { }1,2, ,N n=  ，设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 且

,
ij

j N j i
i

ii

a
d

a
∈ ≠=
∑

，

( ) { }: 1iJ A i N d= ∈ < ，
1

ij
i j n

i
ii

a
u

a
+ ≤ ≤=
∑

， ,
ji jk k

k j i
ji

jj

a a d
s

a
≠

+
=

∑
，

,

max ji
i j i

jj jk
k j i

a
r

a a≠

≠

 
 =  

− 
 

∑
， 

,
ji jk i

k j i
ji

jj

a a r
m

a
≠

+
=

∑
， { }min ,ji ji jiq s m= ，

,

ji
ji

jj ji jk ki
k j i

a
h

a q a q
≠

=
− ∑

， { }maxi jij i
h h

≠
= 。 

,
ji jk ki i

k j i
ji

jj

a a q h
v

a
≠

+
=

∑
， ,

ji jk ki
k j i

ji
jj

a a v
p

a
≠

+
=

∑
， { }maxi jii j n

p p
≤ ≤

= 。 

定义 1.1 [2] 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ ，如果对任意的 ,i j N∈ ， i j≠ ，都有 0ija ≤ ，则称 A 为 Z-矩阵，记为

nA Z∈ 。设 nA Z∈ ，则 A 可表示为 A sI B= − ，其中 0B ≥ 。当 ( )s Bρ≥ 时，则称 A 为 M-矩阵；当 ( )s Bρ>
时，则称 A 为非奇异 M-矩阵。 

定义 1.2 [1] [2] 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ ，如果满足下面条件 

(1) 
,

ii ij
j N j i

a a
∈ ≠

≥ ∑ ， i N∈ ； 

(2) ( )J A ≠ Φ ； 

(3) 对于任意 ( ),i N i J A∈ ∉ ，存在非零元素链
1 1 2

0
rii i i i ka a a ≠ ，其中 1i i≠ ， 1 2i i≠ ， ri k≠ ，

( )k J A∈ ，则称 A 为弱链对角占优矩阵。 

引理 1.1 [1] [2] 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵，则 ( ) ( ), 1, , 1k nA k k= −

也是弱链对角占优
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M-矩阵。这里 ( )1 2,n nA 表示由 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 的 1n 至 2n 行和 1n 至 2n 列的元素组成的子矩阵。 

引理 1.2 [1] [2] 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是 弱链对角占优 M- 矩阵 ， ( )2,nB A= ， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= ，

( )1
, 2

n
ij i j

B β−

=
= ，有 

( ) ( ) ( )11 1 1 1 1 1 1
2 2 2

1 1 1, , , .
n n n

i ik k j kj k ij ij j ik k
k k k

a a aα α β α β α β α β
= = =

= = − = − = + −
∆ ∆ ∆∑ ∑ ∑  

其中， 11 1 1
2 2

n n

k ki i
k i

a a aβ
= =

 ∆ = −   
∑ ∑ 。 

设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵，P N Shivakumar 在文献[2]中给出 

 ( )
1

1

1 1
1 .

in

ii j
i j

A a u
−

−

∞
= =

 
≤ − 

 
∑ ∏  (1) 

2012 年，潘淑珍等在文献[3]给出优于文献[2]的弱链对角占优 M-矩阵的上界估计式 

 
( ) ( )

1
1

2 111 1 1

1 1 1
1 1 1

in
j

i jii i i j j

u
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a u t a u t u t

−
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∞
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  
≤ + +   − − −   

∑ ∏ . (2) 

其中 

1,

,    0,

0,                             0.

ki
kin

kk kjki
j i j k

ki

a
a

a at

a
= + ≠


≠

 −= 

 =

∑   1
max ,    1 1,

0,               .
kii k n
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t
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≤ ≤ −= 
=

 

3. 弱链对角占优矩阵的 A−

∞

1 的上界估计 

本节给出 1A−

∞
上界的一些新估计式，为此给出以下引理。 

引理 2.1 [1]  设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵， ( )1

ijA α− = ，则 

 ,ji jk kk i j
ji ii ji ii

jj

a a d
s

a
α α α≠

+
≤ =

∑
, i j≠ . (3) 

引理 2.2 [3]  设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵， 2n ≥ ， ( )1

ijA α− = ，满足 1 1u < ，则 

 
( )11

11 1 1

1
1a t u

α ≤
−

. (4) 

引理 2.3  设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵， ( )1

ijA α− = ，则 

 ,ji jk kik i j
ji ii ji ii i ii ii

jj

a a v
p p

a
α α α α α≠

+
≤ = ≤ ≤

∑
, i j≠ . (5) 

证明 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵，则

,
jj jk jk ji

k j k j i
a a a a

≠ ≠

≥ = +∑ ∑ ，所以 

,

0 1ji

jj jk
k j i

a

a a
≠

≤ ≤
− ∑

，由 ir 的定义知 0 1ir≤ ≤ ，故

,

ji
i

jj jk
k j i

a
r

a a
≠

≥
− ∑

，即
,

ji jk i
k j i

i ji
jj

a a r
r m

a
≠

+
≥ =

∑
，则
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0 1ji im r≤ ≤ ≤ 。因为 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵，所以 0 1ji is d≤ ≤ ≤ 。 

由 jiq 的定义知 0 1jiq≤ ≤ 。当 ji jiq m= 时，有 

( )
, , ,

0 1ji ji ji
ji

jj ji jk ki jj ji jk ki ji jk i ki
k j i k j i k j i

a a a
h

a q a q a m a m a a r m
≠ ≠ ≠

≤ = = = ≤
− − + −∑ ∑ ∑

. 

当 ji jiq s= 时，有 

( )
, , ,

0 1ji ji ji
ji

jj ji jk ki jj ji jk ki ji jk i ki
k j i k j i k j i

a a a
h

a q a q a s a s a a d s
≠ ≠ ≠

≤ = = = ≤
− − + −∑ ∑ ∑

. 

故 0 1ih≤ ≤ 。 
设 

( ) ( ){ },1 max ,1 ,i jij i
h hε ε

≠
=   ( )

( )

( )
,

,     ,
,1

1,                               , . 

ji

jj ji jk kiji
k j i

a
i J A

a q a qh

i N i J A

ε

ε
≠

 +
 ∈ −= 

 ∈ ∉

∑  

在此不妨假设 ji jiq s= ，则 

( ) ( ) ( )

( )

, , ,,1 ,1

1,                            , .

ji jk k
k j i

ji ji jj

a a d
i J Aq s a

i N J A

ε

ε ε
≠

 + +
 ∈= = 

 ∈ ∉

∑
 

其中 ε 为使得 ( ) ( )0 ,1 , ,1 1i jih sε ε< ≤ 的充分小的正数。设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, 1,,1 ,1 ,1 , , ,1 ,1 ,1, ,1 ,1 , , ,1 ,1 ,   .j i i i i i i i i ni iD q h q h q h q h i Nε ε ε ε ε ε ε ε ε− += ∈   

显然，当 ( ) ( ),1 1,1, ,1jD diag Iε = =

时， ( ),1jAD ε 是弱链对角占优矩阵，且当 ( ),1jD Iε ≠ 时，

( ),1jAD ε 是严格对角占优矩阵，所以， ( ),1jAD ε 一定是弱链对角占优矩阵，由引理 2.1 得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
, ,1 ,1 ,1

,
,1 ,1 ,1 ,1

ji jk ki i kiji k i j
ii

ji i jj ji i

a a q h d
j i

q h a q h

ε ε εα
α

ε ε ε ε
≠

+
≤ ≠

∑
. 

其中 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 , ,1 ,1

,1
,1 ,1

ki kt ti it k i
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kk ki i

a a q h
d

a q h
ε ε

ε
ε ε

≠
+

=
∑

，则 

( ) ( ),
,

,1 ,1

,   .

ki kt ti it k i
ji jkk i j
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ji ii
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a a q h
a a

a
j i

a

ε ε

α α

≠
≠

+
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≤ ≠
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∑

 

当 0ε → 时，有 

,
,

, , .

ki kt ti it k i
ji jkk i j

ji jk kik i jkk
ji ii ii

jj jj

a a q h
a a a a va

j i
a a

α α α

≠
≠

≠

+
+ +

≤ = ≠

∑
∑ ∑

 

即 ,  ji ji ii i ii iip p j iα α α α≤ ≤ ≤ ≠ 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.149406


赵仁庆 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.149406 127 应用数学进展 
 

引理 2.4 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵， ( )1

ijA α− = ，则 

 
1 1

ii
ii ii ij ji

j i

a a a p
α

≠

≤ ≤
−∑

. (6) 

证明 类似于文献[4]中的引理 2.3 的证明，可证结论成立。 

定理 2.1 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵， ( )2,nB A= ， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= 且 ( )1

, 2

n
ij i j

B β−

=
= ，则 

 
( )

( ){ }1 1 1 11 1

11 1 1 1 1

max ,11
1 1

d p t d
A B

a d t d t
− −

∞ ∞

+ −
≤ +

− −
. (7) 

证明 设
1

n

i ij
j

η α
=

=∑ ， 1
AM A−

∞
= ， 1

BM B−

∞
= ，则 { }maxA ii N

M η
∈

= ，
2 2
max

n

B iji n j
M β

≤ ≤ =

 
=  

 
∑ 。由引理 1.2

和(4)式可得 

( )

( )

( )

1 11 1 11 1
2 2 2

11 1 11 11 11 1
2

1

11 1 1 1 1

1

1

1 .
1 1

n n n

j k kj
j k j

n

k B B
k

B

a

a M a d M

d M
a d t d t

η α α α β

α α α

= = =

=

= + = + −
∆

≤ + − = +
∆

≤ +
− −

∑ ∑ ∑

∑  

当 2 i n≤ ≤ 时，由引理 1.2 和(5)式得 

 ( )1 1 1 11 1
2

1.
n

ik k i
k

a p pβ α α
=

− = ∆ ≤ ∆ = ≤∑  (8) 

故对 2 i n≤ ≤ ，由引理 1.2，(5)和(8)式知 

( )

( )

1 1 1 1
2 2 2

1 11 1 1 1 1 1 1
2 2

.

n n n

i i ij i ij j ik k
j j k

n n

ij j ij B
j j

a

p p p p M

η α α α β α β

α β α η β η

= = =

= =

 = + = + + − 
 

≤ + + = + ≤ +

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

若 1 1 1 Bp Mη η≤ + ，则 

( )

( )
( )

( )
( )

1
1 1 12

11 1 1 1 1

1 1 1 1 1 11

11 1 1 1 1 11 1 1 1 1

1max
1 1

1 11 .
1 1 1 1

A i B B Bi n

B B

dM p M p M M
a d t d t

p t d p t dp M M
a d t d t a d t d t

η η
≤ ≤

 
= ≤ + ≤ + +  − − 

+ − + −
= + ≤ +

− − − −

 

若 1 1 1 Bp Mη η> + ，则 

( )
1

1
11 1 1 1 1

1
1 1A B

dM M
a d t d t

η= ≤ +
− −

. 

综上有 

( )
( ){ }1 1 1 11 1

11 1 1 1 1

max ,11
1 1

d p t d
A B

a d t d t
− −

∞ ∞

+ −
≤ +

− −
. 

定理得证。 
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对定理 2.1 利用迭代法可得如下结论。 

定理 2.2 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵，则 

 
( ) ( )

( ){ }1
1

2 111 1 1

ax ,11 1
1 1 1

in j j j j

i jii i i j j

m u p t u
A

a u t a u t u t

−
−

∞
= =

 + −
 ≤ +
 − − −
 

∑ ∏  (9) 

应用引理 2.4，类似于定理 2.1 和定理 2.2 的证明可得如下定理，其证明不再赘述。 

定理 2.3 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵， ( )2,nB A= ， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= 且 ( )1

, 2

n
ij i j

B β−

=
= ，则 

 
( ){ }1 1 1 11 1

1 1
11 1 1

2

max ,11
1n

j j
j

d p t d
A B

d ta a p

− −

∞ ∞

=

+ −
≤ +

−−∑
. (10) 

定理 2.4 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵，则 

 
( ){ }1

1

2 1
11 1 1

2 1

max ,11 1
1

in j j j j

n n
i j j j

j j ii ij ji
j j i

u p t u
A

u ta a p a a p

−
−

∞
= =

= = +

 
 + −
 ≤ +
 −− − 
 

∑ ∏
∑ ∑

 (11) 

定理 2.5 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链格对角占优 M-矩阵，则 

( ) ( )
( ){ }

( ) ( )

1
1

2 111 1 1

1

2 111 1 1

max ,11 1
1 1 1

1 1 1 .
1 1 1

in j j j j

i jii i i j j

in
j

i jii i i j j

u p t u
A

a u t a u t u t

u
a u t a u t u t

−
−

∞
= =

−

= =

 + −
 ≤ +
 − − −
 
  

≤ + +   − − −   

∑ ∏

∑ ∏

 

证明 设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵，显然有 0 , 1i ip t≤ ≤ ， 1iu < ，则 

( )1 1
1

1 1
j jj

j j j j

t uu
u t u t

+ −
+ =

− −
, 

又 ( )1 1 1j j jt u u+ − ≥ > ，且 ( ) ( )1 1 1j j j j ju t u p t+ − ≥ + − ，结论成立。 

故定理 2.5 改进了文献[3]的定理 3.3，进而优于文献[2]中定理 3.3。 

4. 数值算例 

例 1 设 
6 2 1
2 5 3
2 3 7

A
− − 

 = − − 
 − − 

， ( ) { }1,3J A = ，显然 A 是弱链对角占优矩阵 M 矩阵，应用文献[2] [3]分别计算得

1 2.0476A−

∞
≤ ， 1 1.3883A−

∞
≤ 。应用本文定理 2.2 和定理 2.4 分别计算得 1 1.1821A−

∞
≤ ， 

1 1.1651A−

∞
≤ 。 

例 2 设 
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1 0.1 0.1 0.1
0.2 1 0.1 0.7
0.1 0.2 1 0.1
0.1 0.2 0.1 1

A

− − − 
 − − − =
 − − −
 
− − − 

， ( ) { }1,3,4J A = ，显然 A 是弱链对角占优矩阵 M 矩阵，应用文献[2] 

[3]分别计算得 1 24.4444A−

∞
≤ ， 1 9.1163A−

∞
≤ 。应用本文定理 2.2 和定理 2.4 分别计算得 

1 5.7309A−

∞
≤ ， 1 5.4204A−

∞
≤ 。数值例子进一步验证了本文的结果比参考文献[2] [3]中的结果更为精

确。 

5. 结论 

本文通过弱链对角占优 M-矩阵 A 及其逆矩阵元素关系的不等式，得到 1A−

∞
的新上界改进了已有

的某些结果，同时数值算例也说明新估计式的有效性和可行性。 
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