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摘  要 

设 ( )G V E= , 是一个图且集合 S V⊆ ，如果V\N[S]是G的一个独立集，则集合S称作是G的一个隔离集。当

S是一个隔离集且G[S]不含孤立点时，集合S称作是G的一个全隔离集。图的全隔离数是图中最小的全隔离

集的基数。本文主要研究路和圈的笛卡尔积的全隔离数。 
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Abstract 
Let ( )G V E= ,  be a graph and S V⊆ . The set S is called an isolating set of G if V\N[S] is an inde-
pendent set of G. When S is an isolating set and G[S] contains no isolated vertices, S is a total isolating 
set of G. The total isolation number of a graph is the minimum cardinality of a total isolating set in 
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the graph. This paper mainly studies the total isolation number of the Cartesian product of paths 
and cycles. 
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1. 引言 

随着计算机科学和网络通讯技术的飞速发展，图的控制理论成为图论研究中一个发展迅速且重要的

领域，截至目前已经取得了许多研究成果。图的部分控制是对经典控制理论的一个推广与延伸，随着图

部分控制理论的不断深入研究，衍生出了许多新的部分控制参数，例如独立隔离、全隔离等，这些新的

参数为解决图的部分控制问题提供了更丰富、更灵活的手段，推动了部分控制领域的进一步发展。学界

已对隔离数展开了广泛且深入的研究(参见文献[1]-[12])。图的隔离数和点–边控制数是同一个概念，同

理图的全隔离数和全顶点–边控制数也是同一个概念。其中，全顶点–边控制数最初由 Boutrig 和 Chellali 
[13]提出。2018 年，Boutrig 和 Chellali [13]证明了二分图的全隔离数是 NP 完全问题。接着表明：若 T 是 

一棵不同构于星的树，其阶数为 n，有 l 片叶子和 s 个支撑顶点，则 ( )
2

t
ve

n l sTγ − +
≤ 。此外，他们刻画了

达到该上界的所有树，并建立了满足 ( ) ( )2t
ve veG Gγ γ= 的图 G 的必要条件，并对所有满足 ( ) ( )2t

ve veT Tγ γ=

的树 T 进行了完整刻画。2021 年，Ahangar 和 Chellali [14]等人刻画了所有满足 ( ) ( )t
ve tT Tγ γ= 或者

( ) ( )t
ve veT Tγ γ= 的树。同年，Senthilkumar 和 Venkatakrishnan [15]等人证明了若 T 是一棵非平凡树，其阶

数为 n，有 l 片叶子和 s 个支撑顶点，则 ( ) 6
4

t
ve

n l sTγ − + +
≥ 并刻画了达到界的树。2022 年，Singhwal 和

Reddy [16]证明了与问题 ( )t
ve Gγ 对应的判定问题在弦图、星凸二分图、梳凸二分图以及平面图中均为 NP 

完全问题。2024 年，Boyer 和 Goddard [17]证明了大多数图都能划分为两个不相交的全隔离集，并刻画了

其中的例外情况。本文给出了路和圈的笛卡尔积的全隔离数的上下界并证明了部分界是紧的。 

2. 基本概念 
在本文中，我们所考虑的所有图都是有限、简单且无向的。对于未提及的概念，我们参考[18]。设

( ),G V E= 是一个简单无向图，其顶点集 V 的阶为 n，边集 E 的大小为 m，即 ( )n V G= 且 ( )e E G= 。顶

点 v 的度为 ( ) ( )G Gd v N v= 。孤立点是指度为 0 的点。图 G 中顶点 v 的邻点是指与 v 相邻的顶点 u。图 G

中顶点 v 的开邻域 ( )GN v 是 v 的所有邻点构成的集合，其中 ( ) ( ) ( ){ }|GN v u V G uv E G= ∈ ∈ 。v 的闭邻域

为 [ ] ( ) { }G GN v N v v= ∪ 。集合 ( )S V G⊆ 的邻域是集合 ( ) ( )G Gv S
N S N v

∈
=


。集合 ( )S V G⊆ 的闭邻域是集

合 [ ] ( )G GN S N S S= ∪ 。设 G[S]表示 S 在图 G 中的导出子图。G S− 表示图 G 删掉顶点集 S 后得到的图。

图 nP 和 nC 分别表示 n 个顶点的路和圈。G H→ 的同态是一个映射 ( ) ( ):f V G V H→ ，使得当 ( )uv E G∈

时， ( ) ( ) ( )f u f v E H∈ 。 

定义 1. 如果一个集合 S V⊆ ，对于每一个不属于 S 的顶点都可以在 S 中找到至少一个邻点，则称 S
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为图 G 的控制集，图 G 中最小控制集的基数称为图 G 的控制数，记为 ( )Gγ 。 
定义 2. 如果一个集合 S V⊆ 满足 ( ) ( )GN S V G= ，则称 S 为图 G 的全控制集，图 G 中最小全控制集

的基数称为图 G 的全控制数，记为 ( )t Gγ 。 

定义 3. [1] 如果一个集合 S V⊆ 满足 ( ) [ ]\ GV G N S 是图 G 的一个独立集(集合中没有在图 G 中相邻

的顶点)，则称 S 为图 G 的隔离集，图 G 中最小隔离集的基数称为图 G 的隔离数，记为 ( )Gι 。 
定义 4. [6] 如果一个集合 S V⊆ 是一个隔离集且 S 的导出子图没有孤立点，则称 S 为图 G 的全隔离

集，图 G 中最小全隔离集的基数称为图 G 的全隔离数，记为 ( )t Gι 。图 G 的最小全隔离集简记为 ( )t Gι -
集。 

定义 5. 两个图 G 和 H 的笛卡尔积是图G H ，其顶点集为 ( ) ( ) ( )V G H V G V H= × ，且 

( )( ) ( ), ,u v x y E G H∈  当且仅当(i) u v= 且 ( )xy E H∈ ，或者(ii) ( )uv E G∈ 且 x y= 。根据定义，可得出

G H H G≅  。 

3. 路和路的笛卡尔积的全隔离数 

这一节给出路和路的笛卡尔积的全隔离数的上界。首先给出所需引理。 
引理 3.1. 当 3n ≥ 时， 3 nP P 的全隔离数 

( )
( )

3

2 1 2 mod3 ,
3

2 otherwise.
3

t n

n n
P P

n
ι

   + ≡    = 
 
   

  

证明. 先证明 ( )
( )

3

2 1 2 mod3
3

2 otherwise
3

t n

n n
P P

n
ι

   + ≡    ≤ 
 
   

 。对 n 进行归纳，当对 n 进行归纳，当 3n = ，有

( )3 3
32 2
3t P Pι  = = ×   

 。当 4n = ，有 ( )3 4
42 2
3t P Pι  = = ×   

 。当 5n = ，有 ( )3 5
53 2 1
3t P Pι  = = × +  

 。设结

论对大于等于 3 小于 n 的自然数成立。以下证对 6n ≥ 成立。显然， ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3t n t t nP P P P P Pι ι ι −≤ +   。

根据归纳假设，当 3 3n − ≥ 时， 

( )
( )

3 3

32 1 2 mod3 ,
3

32 otherwise.
3

t n

n n
P P

n
ι −

 −  + ≡    ≤ 
− 

   

  

所以， 

( )
( )

3

2 1 2 mod3 ,
3

2 otherwise.
3

t n

n n
P P

n
ι

   + ≡    ≤ 
 
   

  

设 D 是 3 nP P 的一个全隔离集且

( )32 1 2 mod3
3

32 otherwise
3

n n
D

n

 −  + ≡    < 
− 

   

，则在 3 nP P 中至少存在某个区域
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含 D 中两个或三个顶点且同构于 3 5P P  (所含 D 中的三个顶点并不能构成 3 5P P 的全隔离集)，图

[ ]3 nP P N D− 至少在这个区域中含一条边。这与全隔离集定义矛盾，所以结论成立。 

由此， ( )
( )

3

2 1 2 mod3
3

2 otherwise
3

t n

n n
P P

n
ι

   + ≡    = 
 
   

 。 

例 1. 在图 1 中，我们展示 3 3P P 至 3 7P P 等 5 个图全隔离集的分布，红色点为控制点，黑色点为被

控制顶点，绿色为孤立顶点。可以从图中看出，每 3 个为一个循环增加 2 个控制点。 
 

 
Figure 1. A ( )3t nP Pι  -set of 3 nP P  ( 3 7n≤ ≤ ) 

图 1. ( )3 3 7nP P n≤ ≤ 最小的全隔离集 

 

 
Figure 2. A total isolating set of 9 9P P  
图 2. 9 9P P 的一个全隔离集 

 

定理 3.1. [19] 当整数 2n ≥ 时， ( )
2 4 4t n
n n nPγ      = + −          

。当 3n ≥ 时， ( ) ( )t n t nP Cγ γ= 。 

证明构造的集合在给定情况下满足全隔离集的两个定义条件以及计算构造集合基数的过程在定理 
3.2 当 ( )0 mod3n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 时给出了详细推导，后面其他情况证明过程与之类似，我们将不再赘

述。由于 n m m nP P P P≅  ，所以 n mP P 的全隔离数只需考虑以下六种情况。 
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定理 3.2. 对于正整数 , 3n m ≥ ， n mP P 的全隔离数 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 0 mod3 , 0 mod3 ;
9

2 1
2 0 mod3 , 1 mod3 ;

9 6
2 1

0 mod3 , 2 mod3 ;
9 6

2
3 2 2 2 2 12 1 mod3 , 1 mod3 ;

9 6 2 4 4
2 2 1 1

9 6 2

t n m

mn n m

m n n n m

m n n n m
n P P

mn n m n m m m n m

mn m n n m

ι

≡ ≡

−  + ≡ ≡  
−  + ≡ ≡    ≤ ≤  − − + −         + + + − ≡ ≡              
− − + −   + + +      



( ) ( )

( ) ( )

1 mod3 , 2 mod3 ;
4 4

2 2 1 1 2 mod3 , 2 mod3 .
9 6

m m n m

mn m n n n m















    − ≡ ≡       
+ − − +  + ≡ ≡   

 

该下界是紧的。除了 1n ≡ 或 ( )2 mod3 且 ( )2 mod3m ≡ 的情况，所给上界是紧的。 

证明. 设 n mG P P=  并且 ( ) ( ){ }, |1 ,1V G i j i n j m= ≤ ≤ ≤ ≤ 。进一步设 ( ){ }, |1iA i j j m= ≤ ≤ 并且 

( ){ }, |1jB i j i n= ≤ ≤ ，则 [ ]i mG A P≅ 且 j nG B P  ≅  。显然，根据引理 3.1 以及 , 3n m ≥ ， 

( ) ( )3 2
3t n m t n
nP P P Pι ι  ≥ ≥   

  。当 3n m= = 时， ( )3 3
32 2
3t P Pι  = =   

 。因此，下界是紧的。 

当 ( )0 mod3n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ) ( ){ }1 , | 2 mod 6 , 0 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， 

( ) ( ) ( ){ }2 , | 5 mod 6 , 1 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， ( ) ( ){ }3 , | , 2 mod3S i j i j= ≡ 。如图 2，对于 9 9P P 来说， 1S 对应图

中红色的顶点， 2S 对应图中黄色的顶点， 3S 对应图中黑色的顶点，绿色代表未被图中红色、黑色、黄色

顶点控制的顶点。则 1 2 3S S S S= ∪ ∪ 是图 G 的一个全隔离集。如图 2，对于 9 9P P 来说，红色框内黑色和

红色顶点恰好是一个 ( )3 9t P Pι  -集，绿色框内黑色和黄色顶点恰好是一个 ( )3 10t P Pι  -集。观察 S 可以得到，

在 n mP P 中 ( )3t mP Pι  -集有
6
n 
  

个且 ( )3 1t mP Pι + -集有
6
n 
  

个。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
1 22 2 .

6 6 3 6 3 6 9t t m t m
n n m n m n mnG S P P P Pι ι ι +

+           ≤ ≤ + = + =                      
   

当 3n m= = 时， ( )3 3
2 3 32

9t P Pι × ×
= = 。 

当 ( )0 mod3n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ){ }4 , | 5 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − 。则 1 2 3 4S S S S S= ∪ ∪ ∪′ 是图

G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )( )

( )

3 3 1 1
6 6

12 2 1 1
3 6 3 6

2 1
2 .

9 6

t t m t m
n nG S P P P P

m n m n

m n n

ι ι ι +
   ≤ ≤ + +      

 +        = + + +                
−  = 

′

+  

 

 

当 3n = ， 4m = 时， ( ) ( )
3 4

2 4 1 3 32 2
9 6t P Pι

× − ×  = = +   
 。 

当 ( )0 mod3n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ){ }5 , | 2 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − ， 
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( ) ( ){ }6 , | 2 mod 6 ,S i j i j m= ≡ = 。则 ( )6 5\S S S S=′ ∪′ 是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )

( )

3 3 16 6
12 1 2

3 6 3 6
2 1

.
9 6

t t m t m
n nG S P P P P

m n m n

m n n

ι ι ι +
   ′′≤ ≤ +      

  +       = + +                
−  = +   

 

 

当 3n = ， 5m = 时， ( ) ( )
3 5

2 5 1 3 33
9 6t P Pι

× − ×  = = +   
 。 

当 ( )1 mod3n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ ， ( ) ( ){ } ( ){ }7 , | , 2 3 mod 4 , 1S i j i n j n m= = ≡ ∪ −或 。则 7 4D S S S= ∪ ∪

是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 和定理 3.1 得 

( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 1
1 11

6 6
1 1 12 2 1 1

3 6 3 6 2 4 4
2 2 2 2 12 .

9 6 2 4 4

t t m t m t m
n nG D P P P P P

m n m n m m m

mn n m n m m m

ι ι ι γ+
− −   ≤ ≤ + + +      

−  +  −             = + + + + + −                            
− − + −       = + + + −              

 

 

当 4n = ， 4m = 时， ( )4 4
2 4 4 2 4 2 4 2 4 1 4 4 44 2

9 6 2 4 4t P Pι × × − × − × + −       = = + + + −              
 。 

当 ( )1 mod3n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时，则 ( )6 5 7\D S S S S= ∪ ∪′ ，是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引

理 3.1 和定理 3.1 得 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 1
1 1

6 6
1 1 12 1 2

3 6 3 6 2 4 4
2 2 1 1 .

9 6 2 4 4

t t m t m t m
n nG D P P P P P

m n m n m m m

mn m n n m m m

ι ι ι γ+
− −   ≤ ≤ + +      

  − + −             = + + + + −                            
− − + −       = + + + −            

′

 

 

 

当 ( )2 mod3n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时， S ′′是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
1 1

6 6
1 1 12 1 2

3 6 3 6
2 2 1 1 .

9 6

t t m t m
n nG S P P P P

m n m n

mn m n n

ι ι ι +
+ +   ′′≤ ≤ +      

  + + +       = + +                
+ − − + = +   

 

 

4. 路和圈的笛卡尔积的全隔离数 

这一节给出路和圈的笛卡尔积的全隔离数的上界。 
定理 4.1. 对于正整数 , 3n m ≥ ，当 ( )0 mod3n ≡ 时， n mC P 的全隔离数 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 0 mod 6 , 0 mod3 ;
9

2 0 mod 6 , 1 mod3 ;
9

4 0 mod 6 , 2 mod3 ;
2 18

2 33 3 mod 6 , 0 mod3 ;
9

2 3 3 3 mod 6 , 1 mod3 ;
9

4 6 3 3 mod 6 , 2 mod3 .
18

t n m

mn n m

mn n n m

mn n n m
n C P

mn m n m

mn m n n m

mn m n n m

ι

 ≡ ≡


+ ≡ ≡
 + ≡ ≡
≤ ≤  + ≡ ≡

 + + − ≡ ≡

 + + −

≡ ≡



 

该下界是紧的。当 ( )0 mod 6n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 或者 ( )3 mod 6n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时，上界是紧的。 

证明. 设 n mG C P=  并且 ( ) ( ){ }, |1 ,1V G i j i n j m= ≤ ≤ ≤ ≤ 。进一步设 ( ){ }, |1iA i j j m= ≤ ≤ 并且 

( ){ }, |1jB i j i n= ≤ ≤ ，则 [ ]i mG A P≅ 且 j nG B C  ≅  。显然，根据引理 3.1， ( )0 mod3n ≡ 以及 , 3n m ≥ ， 

( ) ( )3
2
3t n m t n
nC P P Pι ι≥ =  。当 3n m= = 时， ( )3 3

2 32
3t C Pι ×

= = 。因此，下界是紧的。 

当 ( )0 mod 6n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ) ( ){ }1 , | 2 mod 6 , 0 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， 

( ) ( ) ( ){ }2 , | 5 mod 6 , 1 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， ( ) ( ){ }3 , | , 2 mod3S i j i j= ≡ 。则 1 2 3S S S S= ∪ ∪ 是图 G 的一个全隔

离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
1 22 2 .

6 6 3 6 3 6 9t t m t m
n n m n m n mnG S P P P Pι ι ι +

+   ≤ ≤ + = + =      
   

当 6n = ， 3m = 时， ( )6 3
2 6 34

9t C Pι × ×
= = 。 

当 ( )0 mod 6n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ){ }4 , | 5 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − 。则 1 2 3 4S S S S S= ∪ ∪ ∪′ 是图

G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )( )3 3 1 1
6 6

12 2 1 1
3 6 3 6

2 .
9

t t m t m
n nG S P P P P

m n m n

mn n

ι ι ι +≤ ≤ + +

 +    = + + +        
+

=

′
 

 

当 ( )0 mod 6n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ){ }5 , | 2 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − ， 

( ) ( ){ }6 , | 2 mod 6 ,S i j i j m= ≡ = 。则 ( )6 5\S S S S′′ = ∪ 是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 16 6
12 1 2

3 6 3 6
4 .

18

t t m t m
n nG S P P P P

m n m n

mn n

ι ι ι +′′≤ ≤ +

  +   = + +        
+

=

 

 

当 ( )3 mod 6n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 时，设 ( ){ }7 , | 1,1S i j i n j m= = − ≤ ≤ 。则 7D S S= ∪ 是图 G 的一个全
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隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
3 3

6 6
3 1 32 2

3 6 3 6
2 3 .

9

t t m t m
n nG D P P P P m

m n m n m

mn m

ι ι ι +
− −

≤ ≤ + +

− + −   = + +      
+

=

 

 

当 ( )3 mod 6n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时，则 7D S S′ = ′∪ 是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )( )3 3 1
3 31

6 6
3 1 32 2 1 1

3 6 3 6
2 3 3.

9

t t m t m
n nG D P P P P m

m n m n m

mn m n

ι ι ι +
− −

≤ ≤ + + +

−  +  −   = + + + +        
+ + −

=

′
 

 

当 3n = ， 4m = 时， ( )3 4
2 3 4 3 4 3 34

9t C Pι × × + × + −
= = 。 

当 ( )3 mod 6n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时， 7D S S′′ ′′= ∪ 是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
3 3

6 6
3 1 32 1 2

3 6 3 6
4 6 3.

18

t t m t m
n nG D P P P P m

m n m n m

mn m n

ι ι ι +
− −′′≤ ≤ + +

  − + −   = + + +        
+ + −

=

 

 

定理 4.2. 对于正整数 , 3n m ≥ ，当 ( )1 mod3n ≡ 时， n mC P 的全隔离数 

( )

( )

( )

( )

2 2 0 mod3 ;
9 2 4 4

2 2 2 2 2 2 12 1 mod3 ;
3 9 6 2 4 4

2 2 1 1 2 mod3 .
9 6 2 4 4

t n m

mn m m m m m

n mn n m n m m mC P m

mn m n n m m m m

ι

 −      + + − ≡           
− − − + −       ≤ ≤ + + + − ≡               
 − − + −       + + + − ≡               

  

当 ( )1 mod3m ≡ 时，上界是紧的。 
证明. 设 n mG C P=  并且 ( ) ( ){ }, |1 ,1V G i j i n j m= ≤ ≤ ≤ ≤ 。进一步设 ( ){ }, |1iA i j j m= ≤ ≤ 并且 

( ){ }, |1jB i j i n= ≤ ≤ ，则 [ ]i mG A P≅ 且 j nG B C  ≅  。显然，根据引理 3.1， ( )1 mod3n ≡ 以及 , 3n m ≥ ， 

( ) ( )3
2 2

3t n m t n
nC P P Pι ι −

≥ =  。 

当 ( )1 mod3n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ) ( ){ }1 , | 2 mod 6 , 0 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， 

( ) ( ) ( ){ }2 , | 5 mod 6 , 1 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， ( ) ( ){ }3 , | , 2 mod3S i j i j= ≡ ， 

( ) ( ){ } ( ){ }4 , | , 2 3 mod 4 , 1S i j i n j n m= = ≡ ∪ −或 。则 1 2 3 4S S S S S= ∪ ∪ ∪ 是图 G 的一个全隔离集。因此，

根据引理 3.1 和定理 3.1 得 
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( ) ( ) ( ) ( )3 3 1
1 1

6 6
1 1 12 2

3 6 3 6 2 4 4
2 2 .

9 2 4 4

t t m t m t m
n nG S P P P P P

m n m n m m m

mn m m m m

ι ι ι γ+
− −   ≤ ≤ + +      

− + −             = + + + −                          
−      = + + −          

 

 

在其余两种情形的证明过程中，所构造的全隔离集可参照定理 3.2 对应情形的思路与方法，最终能够

推导出相应的上界。当 4n = ， 4m = 时， ( )4 4
2 4 4 2 4 2 4 2 4 1 4 4 44 2

9 6 2 4 4t C Pι × × − × − × + −       = = + + + −              
 。

因此，当 ( )1 mod3m ≡ 时，上界是紧的。 

定理 4.3. 对于正整数 , 3n m ≥ ，当 ( )2 mod3n ≡ 时， n mC P 的全隔离数 

( )

( )

( )

( )

2 2 0 mod3 ;
9

2 1 2 2 2 2 12 1 mod3 ;
3 9 6

2 2 1 1 2 mod3 .
9 6

t n m

mn m m

n mn n m nC P m

mn m n n m

ι

 +
≡


− − + − + ≤ ≤ + ≡   
 + − − + + ≡   

  

当 ( )0 mod3m ≡ 时，上界是紧的。 

证明. 设 n mG C P=  并且 ( ) ( ){ }, |1 ,1V G i j i n j m= ≤ ≤ ≤ ≤ 。进一步设 ( ){ }, |1iA i j j m= ≤ ≤ 并且 

( ){ }, |1jB i j i n= ≤ ≤ ，则 [ ]i mG A P≅ 且 j nG B C  ≅  。显然，根据引理 3.1， ( )2 mod3n ≡ 以及 , 3n m ≥ ，

( ) ( )3
2 1

3t n m t n
nC P P Pι ι −

≥ =  。 

当 ( )2 mod3n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ) ( ){ }1 , | 2 mod 6 , 0 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， 

( ) ( ) ( ){ }2 , | 5 mod 6 , 1 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， ( ) ( ){ }3 , | , 2 mod3S i j i j= ≡ 。则 1 2 3S S S S= ∪ ∪ 是图 G 的一个全隔

离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
1 1

6 6
1 1 12 2

3 6 3 6
2 2 .

9

t t m t m
n nG S P P P P

m n m n

mn m

ι ι ι +
+ +   ≤ ≤ +      

+ + +       = +              
+

=

 

 

当 5n = ， 3m = 时， ( )5 3
2 5 3 2 34

9t C Pι × × + ×
= = 。 

当 ( )2 mod3n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ){ }4 , | 5 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − 。则 1 2 3 4S S S S S= ∪ ∪ ∪′ 是图

G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )( )3 3 1
1 11

6 6
1 1 12 2 1 1

3 6 3 6
2 2 2 2 12 .

9 6

t t m t m
n nG S P P P P

m n m n

mn n m n

ι ι ι +
+ +   ≤ ≤ + +      

+  +  +       = + + +                
− + − + = +  

′



 
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当 ( )2 mod3n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时，所构造的全隔离集可参照定理 3.2 对应情形的思路与方法，最终

能够推导出相应的上界。 

5. 圈和圈的笛卡尔积的全隔离数 

这一节给出圈和圈的笛卡尔积的全隔离数的上界。 
定理 5.1. 对于正整数 , 3n m ≥ ，当 ( )0 mod3n ≡ 时， n mC C 的全隔离数 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 0 mod 6 , 0 mod3 ;
9

2 0 mod 6 , 1 mod3 ;
9

2 2 0 mod 6 , 2 mod3 ;
2 9

2 33 3 mod 6 , 0 mod3 ;
9

2 3 3 3 mod 6 , 1 mod3 ;
9

2 3 2 6 3 mod 6 , 2 mod3 .
9

t n m

mn n m

mn n n m

mn n n m
n C C

mn m n m

mn m n n m

mn m n n m

ι

 ≡ ≡


+ ≡ ≡
 + ≡ ≡
≤ ≤  + ≡ ≡

 + + − ≡ ≡

 + + −

≡ ≡



 

当 ( )0 mod3n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 或者 ( )3 mod3n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时，上界是紧的。 

证明. 设 n mG C C=  并且 ( ) ( ){ }, |1 ,1V G i j i n j m= ≤ ≤ ≤ ≤ 。进一步设 ( ){ }, |1iA i j j m= ≤ ≤ 并且 

( ){ }, |1jB i j i n= ≤ ≤ ，则 [ ]i mG A C≅ 且 j nG B C  ≅  。显然，根据引理 3.1， ( )0 mod3n ≡ 以及 , 3n m ≥ ，

( ) ( )3
2
3t n m t n
nC C P Pι ι≥ =  。 

当 ( )0 mod 6n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ) ( ){ }1 , | 2 mod 6 , 0 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， 

( ) ( ) ( ){ }2 , | 5 mod 6 , 1 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， ( ) ( ){ }3 , | , 2 mod3S i j i j= ≡ 。则 1 2 3S S S S= ∪ ∪ 是图 G 的一个全隔

离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
1 22 2 .

6 6 3 6 3 6 9t t m t m
n n m n m n mnG S P P P Pι ι ι +

+   ≤ ≤ + = + =      
   

当 6n = ， 3m = 时， ( )6 3
2 6 34

9t C Cι × ×
= = 。 

当 ( )0 mod 6n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ){ }4 , | 5 mod 6 ,S i j i j m= ≡ = ， 

( ) ( ){ }5 , | 2 mod 6 ,S i j i j m= ≡ = ， ( ) ( ){ }6 , | 5 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − 。则 ( )4 5 6\S S S S S= ∪ ∪′ 是图 G 的一

个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( )( ) ( )3 3 11
6 6

12 1 2 1
3 6 3 6

2 .
9

t t m t m
n nG S P P P P

m n m n

mn n

ι ι ι +≤ ≤ + +

   +    = + + +            
+

=

′
 

 

当 ( )0 mod 6n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ){ }7 , | 2 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − 。则 7S S S′′ = ∪ 是图 G 的一

个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 
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( ) ( ) ( )3 3 16 6 6
12 1 2

3 6 3 6 6
2 2 .

9

t t m t m
n n nG S P P P P

m n m n n

mn n

ι ι ι +′′≤ ≤ + +

  +   = + + +        
+

=

 

 

当 ( )3 mod 6n ≡ 且 ( )0 mod3m ≡ 时，设 ( ){ }8 , | 1,1S i j i n j m= = − ≤ ≤ 。则 8D S S= ∪ 是图 G 的一个全隔

离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
3 3

6 6
3 1 32 2

3 6 3 6
2 3 .

9

t t m t m
n nG D P P P P m

m n m n m

mn m

ι ι ι +
− −

≤ ≤ + +

− + −   = + +      
+

=

 

 

当 3n = ， 3m = 时， ( )3 3
2 3 3 3 33

9t C Cι × × + ×
= = 。 

当 ( )3 mod 6n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时， 8D S S′ = ′∪ 是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( )( ) ( )3 3 1
3 31

6 6
3 1 32 1 2 1

3 6 3 6
2 3 3.

9

t t m t m
n nG D P P P P m

m n m n m

mn m n

ι ι ι +
− −

≤ ≤ + + +

  −  +  −   = + + + +            
+ + −

=

′
 

 

当 3n = ， 4m = 时， ( )3 4
2 3 4 3 4 3 34

9t C Cι × × + × + −
= = 。 

当 ( )3 mod 6n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时， 8D S S′′ ′′= ∪ 是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
3 3 3

6 6 6
3 1 3 32 1 2

3 6 3 6 6
2 3 2 6 .

9

t t m t m
n n nG D P P P P m

m n m n nm

mn m n

ι ι ι +
− − −′′≤ ≤ + + +

  − + − −   = + + + +        
+ + −

=

 

 

由于 n m m nC C C C≅  ，所以当 ( )1 mod3n ≡ 时， n mC C 的全隔离数只需考虑 1m ≡ 或 ( )2 mod3 的情况。 

定理 5.2. 对于正整数 , 3n m ≥ ，当 ( )1 mod3n ≡ 且 1m ≡ 或 ( )2 mod3 时， n mC C 的全隔离数 

( )
( )

( )

2 2 1 1 mod3 ,
9 2 4 42 - 2

3 2 2 2 2 2 mod3 .
9 2 4 4

t n m

mn n m m m m m
n C C

mn m n m m m m
ι

 + − −      + + − ≡            ≤ ≤ 
− + −       + + − ≡           

  

证明. 设 n mG C C=  并且 ( ) ( ){ }, |1 ,1V G i j i n j m= ≤ ≤ ≤ ≤ 。进一步设 ( ){ }, |1iA i j j m= ≤ ≤ 并且 

( ){ }, |1jB i j i n= ≤ ≤ ，则 [ ]i mG A C≅ 且 j nG B C  ≅  。显然，根据引理 3.1， ( )1 mod3n ≡ 以及 , 3n m ≥ ，
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( ) ( )3
2 2

3t n m t n
nC C P Pι ι −

≥ =  。 

当 ( )1 mod3n ≡ 且 ( )1 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ) ( ){ }1 , | 2 mod 6 , 0 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， 

( ) ( ) ( ){ }2 , | 5 mod 6 , 1 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， ( ) ( ){ }3 , | , 2 mod3S i j i j= ≡ ， ( ) ( ){ }4 , | 5 mod 6 ,S i j i j m= ≡ = ， 

( ) ( ){ }5 , | 5 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − ， ( ) ( ){ }6 , | 2 mod 6 ,S i j i j m= ≡ = ， 

( ) ( ){ } ( ){ }7 , | , 2 or 3 mod 4 , 1S i j i n j n m= = ≡ ∪ − 。设 1 2 3S S S S= ∪ ∪ ， ( )4 5 6 7\S S S S S S′ = ∪ ∪ ∪ 是图 G 的

一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 和定理 3.1 得 

( ) ( )( ) ( ) ( )3 3 1
1 11

6 6
1 1 1 12 1 2

3 6 3 6 2 4 4 6
2 2 1 .

9 2 4 4

t t m t m t m
n nG S P P P P P

m n m n m m m n

mn n m m m m

ι ι ι γ+
− −   ≤ ≤ + + +      

  − + − −               = + + + + − +                                
+ − −      = + + −        

′

 

 

 

当 ( )1 mod3n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ){ }8 , | 2 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − 。则 8 7S S S S′′ = ∪ ∪ 是图 G 的

一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 和定理 3.1 得 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 1
1 1 1

6 6 6
1 1 1 12 1 2

3 6 3 6 2 4 4 6
2 2 2 2 .

9 2 4 4

t t m t m t m
n n nG S P P P P P

m n m n m m m n

mn m n m m m

ι ι ι γ+
− − −     ′′≤ ≤ + + +          

  − + − −               = + + + + − +                                
− + −      = + + −          

 

 

由于 n m m nC C C C≅  ，所以当 ( )2 mod3n ≡ 时， n mC C 的全隔离数只需考虑 ( )2 mod3m ≡ 的情况。 

定理 5.3. 对于正整数 , 3n m ≥ ，当 ( )2 mod3n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时， n mC C 的全隔离数 

( )2 1 2 2 2 2
3 9t n m

n mn m nC Cι− + + +
≤ ≤ 。 

证明. 设 n mG C C=  并且 ( ) ( ){ }, |1 ,1V G i j i n j m= ≤ ≤ ≤ ≤ 。进一步设 ( ){ }, |1iA i j j m= ≤ ≤ 并且 

( ){ }, |1jB i j i n= ≤ ≤ ，则 [ ]i mG A C≅ 且 j nG B C  ≅  。显然，根据引理 3.1， ( )2 mod3n ≡ 以及 , 3n m ≥ ，

( ) ( )3
2 1

3t n m t n
nC C P Pι ι −

≥ =  。 

当 ( )2 mod3n ≡ 且 ( )2 mod3m ≡ 时，设 ( ) ( ) ( ){ }1 , | 2 mod 6 , 0 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， 

( ) ( ) ( ){ }2 , | 5 mod 6 , 1 mod3S i j i j= ≡ ≡ ， ( ) ( ){ }3 , | , 2 mod3S i j i j= ≡ ， ( ) ( ){ }4 , | 2 mod 6 , 1S i j i j m= ≡ = − 。

则 1 2 3 4S S S S S= ∪ ∪ ∪ 是图 G 的一个全隔离集。因此，根据引理 3.1 得 

( ) ( ) ( )3 3 1
1 1 1

6 6 6
1 1 1 12 1 2

3 6 3 6 6
2 2 2 2 .

9

t t m t m
n n nG S P P P P

m n m n n

mn m n

ι ι ι +
+ + +     ≤ ≤ + +          

  + + + +         = + + +                    
+ + +

=

 
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6. 总结与开放性问题 

本文根据全隔离数的定义给出了路和圈的笛卡尔积的全隔离数的上下界并证明了部分界是紧的。全

隔离数作为部分控制(Partial Domination)理论的一个重要分支，其研究有助于深化对图控制理论的理解。

路和圈的笛卡尔积是构造网格(grids)和环网(tori)等基本网络拓扑结构的基础模型。因此，研究这些图的全

隔离数不仅具有理论价值，也为分析和设计具有特定容错性或监控能力的计算机网络、传感器网络等提

供了理论参考。 
问题 6.1. 确定 n mP P 、 n mC P 以及 n mC C 全隔离数的精确值。 
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