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摘  要 

该文研究了一个三维自治广义Hopf-Langford系统的可积性和不变代数曲面。首先介绍了一种利用

Puiseux级数研究二维系统不变代数曲线的方法，然后利用柱坐标变换和该方法，证明了系统在三个特殊

情况下是可积的，并且得到了该系统的不变代数曲面。 
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Abstract 
This paper investigates the integrability and invariant algebraic surfaces of a three-dimensional 
autonomous general Hopf-Langford system. During the study, we first introduce a recently pro-
posed method that uses Puiseux series to study invariant algebraic curves of two-dimensional sys-
tems. Then, it is proved that the system is integrable in three special cases, and the invariant alge-
braic surfaces of the system are obtained by utilizing cylindrical coordinate transformations and 
this method. 
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1. 引言 

在过去的 50 年里，三维自治非线性常微分方程系统引起了许多研究者的关注，这些系统根据分岔

参数的取值会表现出许多复杂的现象，如周期解和混沌解[1]-[6]。大多数非线性数学模型无法解析求

解，因为它们既不能被正交积分，也不能在其他意义上被积分[7]。因此，动力系统的行为和性质通常通

过应用该领域发展出的定性理论和方法来研究和描述[8]。为了定性地研究系统的动力学，学者们经常通

过证明系统的可积性，以及寻找系统的不变代数曲面来实现系统的降维并简化系统。因此，研究微分系

统的可积性和不变代数曲面是非常必要的。 
目前，尚无通用且有效的方法来研究微分系统的可积性。研究系统的 Darboux 多项式可以帮助寻找

系统的首次积分，或者通过证明系统不存在 Darboux 多项式，推导出系统不存在首次积分。然而，寻找

系统的 Darboux 多项式同样是一个困难的问题，目前仍有许多挑战需要克服。关于代数可积性和 Dar-
boux 多项式的研究是一个经典而复杂的研究领域。Darboux 是第一个阐明代数几何与首次积分之间关系

的人，他提供了构造首次积分和多项式向量场不变代数曲面的方法。1992 年，Ma 研究了一类 Liouville
可积的有限维 Hamilton 系统[9]。1999 年，Moulin 等人研究了 Lotka-Volterra 系统的齐次有理首次积分

[10]。2000 年，Llibre 等人找出了 Rikitake 系统的所有不变代数曲面和有理首次积分[11]。2002 年，Lli-
bre 等人利用加权齐次多项式和特征曲线法求解线性偏微分方程，给出了经典 Lorenz 系统 Darboux 多项

式的完整分类[12]。2007 年，Cao 等人研究了 Lorenz 系统在不变代数曲面限制下的动力学行为[13]。
2011 年，Deng 等人通过重新定义多项式权值，求出了 Chen 系统的所有不变代数曲面[14]。2018 年，

Candido 等人利用加权齐次多项式和特征曲线法，证明了一个金融模型在任何参数值下都不具有不变代

数曲面[15]。2020 年，Dias 等人通过三维空间中的 Poincaré 紧化，对 Maxwell-Bloch 系统进行了全局分

析，证明了该系统在某些参数值下具有首次积分和不变代数曲面[16]。2022 年，Yang 等人研究了 Vallis
系统的可积性和全局动力学，得到了系统的两类Darboux多项式[17]。2023年，Karim等人研究了Lotka-
Volterra 三物种模型的可积性问题，证明了当系统中两个相关参数为零时系统是完全可积的，并深入探

讨了不变代数曲面和指数因子的可积性问题[18]。2023 年，Chen 等人研究了统一 Lorenz 型系统在不变

代数曲面上由扰动中心出发的极限环，证明了在对系统参数进行适当扰动的情况下，系统的不变代数曲

面上存在一个从扰动中心分岔的极限环[19]。同年，Li 等人利用不变代数曲面研究了一类次二次 Lorenz
系统同宿轨的存在性[20]。 

1979 年，为简化 Hopf 于 1948 年提出的解释流体动力学中湍流现象的方程[21]，Langford 引入并分

析了一种三维系统(被称为“Hopf-Langford 系统”) [22]，其形式为  

 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2
1 1 2 1 3 1 3

2
2 1 2 2 3 2 3

2 2 2
3 3 1 2 3

1 ,

1 ,

.

x x bx x x cx x

x bx x x x cx x

x x x x x

µ λ

µ λ

µ

 = − − + + −

 = + − + + −


= − + +







 (1) 

其中， µ ， λ ， b 和 c是系统参数，点表示相对于时间 t 的微分。当 0c = 时，学者们对系统(1)进行了分

析：Liu 和 Tang 分析了系统的分岔现象，并研究采用线性反馈控制方法控制该系统的分岔[23]；Nikolov
等人给出了第一 Lyapunov 值的具体表达式，并首次得到了一个混沌解[24]；Krishchenko 等人使用迭代
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算法获得了紧致不变集的定位[25]；Guo 等人研究了 Hopf 分岔和稳态分岔，得到了极限环的近似表达式

及其稳定性条件[26]；Yang 等人将方程的一次项参数改为任意参数，提出了广义 Hopf-Langford 系统，

并分析了其中存在的分岔和异宿轨现象[27]，与之前的研究不同，系统引入了一般化的参数，可以进一

步考虑线性项对湍流系统动力学行为的影响；Svetoslav 等人利用柱坐标变换研究了 0c = 情况下系统(1)
的可积性[28]。基于上述研究，本文将进一步研究当 0c ≠ 时，广义 Hopf-Langford 系统的可积性，与

Yang 等人提出的系统不同[27]，本文将进一步考虑了高次项的引入对系统可积性的影响，并为之后研究

高次项对系统动力学行为的影响打下基础。 
本文组织如下：第 2 节介绍了本文用到的引理和本文的主要定理，第 3 节给出了定理的证明过程，

第 4 节给出了全文的总结。 

2. 主要结论和定义 

为了便于研究，考虑广义 Hopf-Langford 系统的如下形式  

 

( )

2
1 1 2 1 3 1 3

2
2 1 2 2 3 2 3

2 2 2
3 3 1 2 3

,
,

.

x ax bx x x cx x
x bx ax x x cx x

x dx x x x

 = − + −


= + + −
 = − + +







 (2) 

通过柱坐标变换 1 c  osx r θ= ， 2 sinx r θ= ， 3x z= ，系统(2)变为  

 

( )

( )

2

2 2

,

,

.

r r a z cz

b

z dz r z

θ

 = + −
 =
 = − +







 (3) 

为了确定解曲线，只需要考虑二维系统  

 
( )

( )

2

2 2

,

.

r r a z cz

z dz r z

 = + −


= − +





 (4) 

由第二个方程得到  

 2 2 .r dz z z= − −   (5) 

以及  
 2 2 .rr dz zz z= − −     (6) 

将(6)代入(4)中第一个方程，得到  

 ( )( )2 22 2 .dz zz z dz z z a z cz− − = − − + −     (7) 

即  

 ( ) ( ) ( )2 4 3 22 2 2 2 1 2 2 .z z a d cz cz cd z a d z adz= + − − + + + − −   (8) 

经变换 x z= ， y z= 方程(8)变为  

 ( ) ( ) ( )2 4 3 2

,

2 2 2 2 1 2 2 .

x y

y y a d cx cx cd x a d x adx

=
 = + − − + + + − −





 (9) 

为了研究广义 Hopf-Langford 系统的可积性及不变代数曲面，只需要研究方程(9)的可积性及不变代

数曲线。 
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定义在 2
 上的多项式向量场可以表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ], , , , , , , .X P x y Q x y P x y Q x y x y
x y
∂ ∂

= + ∈
∂ ∂

  

其中 [ ],x y 表示以 x 和 y 为变量的多项式环。与 X 相关的动力系统表示为  

 
( )
( )

, ,

, .

x P x y

y Q x y

=


=





 (10) 

如果一个非常数函数 2:I → 在开子集 2D ⊂  上满足 ( ) ( )( ),I x t y t C= 且 C 对所有 t 值都是常数

(此处 ( ) ( )( ),x t y t 是 X 的解并定义在 D 上)，则称其为多项式向量场 X 的首次积分。  

如果代数曲线 ( ) ( ) [ ], 0, , , \F x y F x y x y= ∈ 满足方程 ( ),XF x y Fλ= ，即 

 ( ) ( ) ( ), , , .F FP x y Q x y x y F
x y

λ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (11) 

则称其为向量场 X 的不变代数曲线(或 Darboux 多项式)。其中 ( ) [ ], ,x y x yλ ∈ 称为不变曲线 ( ),F x y

的余因子多项式。可以发现多项式 ( ),x yλ 的次数最多为 1m − ，其中 m是 X 的次数： 

{ }max deg ,degm P Q= 。 

假设多项式 ( ),P x y 和 ( ),Q x y 没有非常数的公共因子，考虑辅助方程 

 ( ) ( )d, , 0.
d
yP x y Q x y
x
− =  (12) 

在点 x = ∞的邻域内，Puiseux 级数[29]定义为 

 ( )
0

0
,

l k
n n

k
k

y x b x
∞ −

=

= ∑  (13) 

其中 0 ,l n∈ ∈ 。所有形式为(13) 且满足方程 ( ) ( ) [ ], 0, , ,F x y F x y x y= ∈ 的 Puiseux 级数在点 x = ∞的

邻域内收敛，收敛域记为 { }x∞  [30]。我们有以下引理[29]： 

引理 1 设 ( ) [ ], , \ , 0yF x y x y F∈ ≠  是多项式向量场 X 和相关动力系统(10)的不可约不变代数曲

线，则 ( ),F x y 具有以下形式 

 ( ) ( ) ( )( )
1

,,
N

j
j

F x y x y y x Nµ
= +

 
= − ∈ 
 

∏   (14) 

其中 ( ) [ ]x xµ ∈ ，且 ( ) ( )1 , , Ny x y x 是在点 x = ∞邻域内不同的满足方程(12)的 Puiseux 级数。符号

( ){ },W x y
+
表示取表达式 ( ),W x y 的多项式部分。 ( ),F x y 关于 y 的次数不超过满足方程(12)形式的不同

Puiseux 级数的数量。 
其逆定理也成立： 
引理 2 假设 ( ) ( )1 , , Ny x y x 是在点 x = ∞邻域内不同的满足方程(12)的 Puiseux 级数。设多项式

( ) [ ]x xµ ∈ 使得以下表达式 

 ( ) ( ) ( )( )
1

,
N

j
j

x yF y yx xµ
=

= −∏  (15) 

是 [ ],x y 中的不可约多项式，即(15)中的非多项式部分消失产生多项式 ( ),F x y ，则 ( ),F x y 是多项式向

量场 X 和相关动力系统(10)的不可约不变代数曲线。 
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引理 1 和 2 介绍了一种新的代数方法，可以显式地找到所有不可约不变代数曲线。首先获得在点

x = ∞附近满足方程(12)的所有 Puiseux 级数。随后考虑 Puiseux 级数的不同组合，并要求表达式(14)的非

多项式部分消失，即可找到所有的不可约不变代数曲线。为了计算系统的 Puiseux 级数，下面给出了计

算代数微分方程 Puiseux 级数的 Painlevé 方法[31]。 
考虑常微分方程 

 d d, , , , 0.
dd

k

k
y yE y x

xx
 

= 
 

  (16) 

其中 E 是其自变量的多项式。方程(16)可以看作是形式为  

 ( )
1

0 d d, , .
d d

kjj k
jj

k
y yM y x x cx y c
x x

  = ∈          
   (17) 

的微分单项式之和。 
在下文中，用 ( ) ,W y x x  表示 ( ),x y x 及其导数的多项式。 

定义 1 称代数常微分方程(16)在点 x = ∞处有一个优势平衡 ( )0 ,E y x x  ，如果以下条件成立： 

(1) 所有出现在 ( )0 ,E y x x  中的微分单项式 ( ) ,M y x x  也出现在原方程(16)中； 

(2) 存在一个幂函数 ( ) 0
ry x b x= ， 0 0,b r≠ ∈，使得 ( )0 ,E y x x  的所有微分单项式 ( ) ,M y x x  在

关系 0 ,r s
MM b x x C x  =  中具有相同的指数 s∈； 

(3) 对于所有不出现在 ( )0 ,E y x x  中的方程(16)的微分单项式 ( ) ,L y x x   ，有 0 , Lpr
LL b x x C x  =  ，

其中 Lp s< 。 

考虑在点 x = ∞处具有幂解 ( ) 0
ry x b x=  ( r∈ )的优势平衡 ( )0 ,E y x x  的存在性，随后寻找满足方

程(16)的 Puiseux 级数的方法可以细分为几个步骤： 
第一步 找到优势平衡 ( )0 ,E y x x  并得到方程 ( )0 , 0E y x x =   的幂解 ( ) 0

ry x b x= ，其中 r∈。优

势平衡非平凡解 ( )0 ,E y x x  实际上可以作为 Puiseux 级数中的最高次项。 

第二步 计算在解 ( ) 0
ry x b x= 处优势平衡 ( )0 ,E y x x  的 Gâteaux 导数： 

 ( )0 0 0 0
0 0 0

, ,
, lim .

r r j r
r r

t

E b x tx x E b x x
E b x x V j x

t
δ

−

→

   + −     = =   (18) 

在表达式(18)中， ( )V j 是一个关于 j 的多项式， ( )V j 的零点被称为平衡 ( )0 ,E y x x  的 Fuchs 指数。

方程 ( )0 , 0E y x x =   的幂解 ( ) 0
ry x b x= 中的非负有理 Fuchs 指数对于进一步的分析至关重要，当不存在

非负有理 Fuchs 指数时，所考虑的 Puiseux 级数具有唯一确定的系数。最后，取所有这些 Fuchs 指数：

010 mj j< < < ，并计算 ( )01 2lcm , , ,mn q q r=  ，其中 mq 和 2r 定义为 m m mj p q= ， 1 2r r r= ， mp ∈， mq ∈，

( ), 1m mp q = ， 01 m m≤ ≤ ， 1r ∈， 2r ∈， ( )1 2, 1r r = ，其中 lcm 表示最小公倍数。 

第三步 验证 Puiseux 级数(13)的存在性。取 0l rn= ，将级数(13)代入方程(16)，得到级数系数的递推

关系： 

 ( )0 1, , , .k k k
kV b U b b k
n −

  = ∈ 
 

   (19) 

其中 kU 是系数多项式。 kU 和 ( )V j 一样，可能依赖于原方程的参数。方程 00,1
mnjU m m= ≤ ≤ ，其中 

n ， mj 如第二步中所述，被称为兼容性条件。如果至少有一个兼容性条件不满足，则所考虑的 Puiseux
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级数不存在。如果所有的兼容性条件都满足，则相应的 Puiseux 级数存在并具有任意系数。 
本文的主要定理如下： 
定理 1 以下条件之一成立时，系统(9)有下列不可约不变代数曲线 
(1) ( ) 2,F x y y x dx= + − 是余因子为 ( ) 2, 2 2 2x y a cx xλ = − + 的 Darboux 多项式。  

(2) 当 5
4
da = − ，

5
4

c
d

= 时， ( )
2

3 25 3 3 5,
6 2 2 6

d dF x y y x x x
d

= + − + − 是系统(9)的 Darboux 多项式，余

因子为 ( ) 3x xλ = − 。 

(3) 当 a d= ，
15
4

c
d

= 时， ( )
3 25 3,

2 2
x xF x y y dx
d

= + − − 是系统 (9)的 Darboux 多项式，余因子为

( ) 3 2x x dλ = − + 。  

(4) 当
8
da = − ，

15
8

c
d

= 时， ( )
3 25 3,

4 2 4
x x xdF x y y
d

= + − + 是系统(9)的 Darboux 多项式，余因子为

( ) 3x x dλ = − + 。  

由以上定理，系统(2)的不可约不变代数曲面结果如下。 
推论 1 以下条件之一成立时，系统(2)有下列不可约不变代数曲面 

(1) 当 5
4
da = − ，

5
4

c
d

= 时， ( )
3 2 2

2 23 3 3
1 2 3 1 2

5 5 5 5, ,
2 6 2 6
dx x x dF x x x x x

d
= + − − − − 是系统(2)的 Darboux 多项

式，余因子为 ( )3 33x xλ = − 。  

(2) 当 a d= ，
15
4

c
d

= 时， ( )
2 3

2 23 3
1 2 3 1 2

5 5, ,
2 2
x xF x x x x x

d
= − + − − 是系统(2)的 Darboux 多项式，余因子为

( )3 33 2x x dλ = − + 。  

(3) 当
8
da = − ，

15
8

c
d

= 时， ( )
3 2

2 23 3 3
1 2 3 1 2

5 5 5, ,
4 4 2
dx x xF x x x x x

d
= + − − − 是系统(2)的 Darboux 多项式，余

因子为 ( )3 33x x dλ = − + 。 

3. 定理 1 的证明 

为了便于分析，首先给出以下引理： 
引理 3 如果 ( ),F x y 是系统(9)的不变代数曲线，那么 ( ),F x y 有形式  

 ( ) ( )
1

0
0

, , 0, .
N

N k
k

k
F x y y a x y Nµ µ

−

=

= + ≠ ∈∑   (20) 

余因子 ( ),x yλ 满足 ( ) ( ),x y xλ λ= 与 y 无关。 
证明 设 ( ),F x y 为向量场(8)的不变代数曲线。那么 ( ),F x y 满足方程  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )2 4 3 22 2 2 2 1 2 2 , .F Fy y a d cx cx cd x a d x adx x y F
x y

λ∂ ∂
+ + − − + + + − − =

∂ ∂
 (21) 

比较两边多项式的次数可以得到 ( ),x yλ 次数最高为 3，设 ( ),F x y 和 ( ),x yλ 关于 y 最高项为

( ) Nx yµ 和 ( )0
lx yλ ，代入比较两侧 y 的最高项系数得到 1l = 以及 ( ) ( ) ( )0x x x xµ λ µ= 。考虑到上式关于

x 的次数可以得到 ( )0 0xλ = 和 ( ) 0xµ µ= 为常数，不失一般性，可以设 0 1µ = 。 

�  
下面利用 Puiseux 级数相关理论来研究方程(9)的不变代数曲线。 
首先相应辅助微分方程为  
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 ( ) ( ) ( )( )2 4 3 22 2 2 2 1 2 2 0.xyy y a d cx cx cd x a d x adx− + − + − + − − + =  (22) 

在点 x = ∞的邻域中存在两个产生 Puiseux 级数的优势平衡，其解如下： 

 
( )

( )

2 3

2 4 2

21 2 0, ,
3

2 2 2 0, .

xyy cx y y cx

cx y cx y x

+ = = −

+ = = −
 (23) 

对于情形(1)，计算 Gâteaux 导数为 

 ( ) 50
0

2 3 .
3

r jE b x c j x
y

δ
δ

−   = −  (24) 

因此平衡的 Fuch 指数为 3， 1n = 。可以计算 Puiseux 级数满足形式 ( ) 3 2

0

2
3

i
i

i
y x cx a x

∞
−

=

= − +∑ 。 

对于情形(2)，计算 Gâteaux 导数为  

 40
0 2 .r jE b x cx

y
δ
δ

−  =  (25) 

不存在非负有理 Fuchs 指数，因此 Puiseux 级数具有唯一确定的系数。可以计算 Puiseux 级数满足形

式 

( ) 2 1

0

i
i

i
y x x a x

∞
−

=

= − +∑ 。 

根据引理 1 和引理 3，方程(9)的不可约不变代数曲线可以写为  

 ( )
1

2 1 3 2

0 01

2, ,
3

k N
i j i

i i
i ij

F x y y x a x y cx a x
−∞ ∞

− −

= ==
+

      = + − × − − +     
      

∑ ∑∏  (26) 

其中 0k = 或 1， N ∈。下面分情况对方程(9)参数进行具体分析。考虑到当 0c = 时系统变为文[28]中的

系统，这里只考虑 0c ≠ 的情况。 
情况 A： 1, 1N k= =  
此时 

 ( ) 2 1

0
., i

i
i

F x y y x a x
∞

−

=

= + −∑  (27) 

代入(22)计算得到等式两端各项的系数满足的条件见表 1。 
 
Table 1. The coefficient conditions of the Puiseux series of A 
表 1. 情况 A 的 Puiseux 级数系数条件 

项 条件 
3x  ( )02 2 2 1 0ca cd+ − + =  

2x  ( ) ( )0 0 12 2 2 2 0a a a d ca a d− − + + + − − =  

x  ( )2
0 1 0 22 2 2 2 0a a a d a ca ad− − + + + =  

常数项 ( )2 1 0 2 1 32 2 2 0a a a a a d a ca+ − − + + =  

 
求解得到 0a d= ， 1 2 3 0a a a= = = = ，于是有 
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 ( ) 2, .F x y y x dx= + −  (28) 

带入方程得到系统的余因子为  

 ( ) 2, 2 2 2 .x y a cx xλ = − +  (29) 

因此， ( ) 2,F x y y x dx= + − 是余因子为 ( ) 2, 2 2 2x y a cx xλ = − + 的 Darboux 多项式。 

情况 B： 1, 0N k= =  
此时  

 ( ) 3 2

0
, .2

3
i

i
i

F x y y cx a x
∞

−

=

= + −∑  (30) 

代入(22)计算得到等式两端各项的系数满足的条件见表 2。 
 
Table 2. The coefficient conditions of the Puiseux series of B 
表 2. 情况 B 的 Puiseux 级数系数条件 

项 条件 

4x  0 0 0
4 2 2 2 0
3

ca ca ca c− − + + =  

3x  ( ) ( )2
1 0 1 1

2 22 2 2 2 2 1 0
3 3

ca a ca c a d ca cd− + − + + + − + =  

2x  ( ) ( )0 1 0 1 2 0 22 2 2 2 2 0a a a a ca a d a ca a d+ − − + + − − =  

x  ( )2
3 1 0 2 3 1 3

2 2 2 2 2 2 0
3

ca a a a ca a d a ca ad+ + − − + + + =  

常数项 ( )4 0 3 1 2 0 3 4 2 4
4 2 2 2 2 0
3

ca a a a a a a ca a d a ca− + + − − + + =  

 

为了使(30)为多项式，需要 0ia = ， 3i ≥ 。求解得到 0
3
2

a = ， ( )1
15 2
4

a a d
c

= + − ，由于 2x 项的系数中

2a 消去，因此 2a 为一个任意系数， 2x 的系数为兼容性条件  

 135 174 0.
8 2

a d
c
+ − =  (31) 

为了使 x 项系数为 0，有  

 ( )2
15 153 2 2 3 0.
4 4

a ad a d d
c c

  + + + − − =  
  

 (32) 

为了使常数项为 0，有  

 2
15 3 0.
4

a d
c

 − = 
 

 (33) 

下面对条件(33)进行分类讨论。 

情况 B1： 15 3 0
4

d
c
− =  

代入(32)得到系数条件 2
2
3

a ad= − ，和参数条件
5
4
da = − ，

5
4

c
d

= ，此时 
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 ( )
2

3 25 3 3 5 .
6 2 2 6

, d dy x x xF x y
d

= + − + −  (34) 

代入不变代数曲线的计算公式得到余因子 ( ) 3x xλ = − 。  
情况 B2： 2 0a =  
代入(32)结合(31)得到两个参数条件： 

(a) a d= ，
15
4

c
d

=  

(b) 
8
da = − ，

15
8

c
d

=  

对于条件(a)，代入不变代数曲线的计算公式得到  

 ( )
3 25 3, .

2 2
x xF x y y dx
d

= + − −  (35) 

余因子 ( ) 3 2x x dλ = − + 。 
对于条件(b)，代入不变代数曲线的计算公式得到  

 ( )
3 25, 3 .

4 2 4
x x xdy
d

F x y = + − +  (36) 

余因子 ( ) 3x x dλ = − + 。 
情况 C： 1, 1N k> =  
此时 

 ( ) ( ) ( )
1

2 3 2

01

2 3 15 2
3 2 4

, .
N

j i
i

ij
y x dx y cx x aF d x ax y x

c

− ∞
−

== +

   = + − × + − − + − +   
   

∑∏  (37) 

由于 ( ),F x y 是一个不可约多项式，因此(37)中的非多项式项消失，而 2y x dx+ − 是一个多项式，因此

2y x dx+ − 是 ( ),F x y 的一个因子，从而与 ( ),F x y 是不可约多项式矛盾，因此此时不存在 Darboux 多项

式。 
情况 D： 1, 0N k> =  
此时  

 ( ) ( )3 2

01
.2 3 15, 2

3 2 4

N
j i

i
ij

F x y y cx x a d x a x
c

∞
−

== +

   = + − − + − +   
   

∑∏   (38) 

考虑变换 s x= ， ( )3 22 3 15 2
3 2 4

z y cx x a d x
c

 = + − − + − 
 

，在变换下，方程(38)变为  

 ( )
01

, .
N

j i
i

ij
G s z z a s

∞
−

== +

  = +  
  

∑∏  (39) 

为了使 ( ),G s z 为多项式， ( ),G s z 关于 s 的次数只能是 0，从而 ( ) ( ),G s z G z= 。 

根据代数基本定理，为了使 ( ) ( ),G s z G z= 不可约，只能有  

 ( ) 0 0, , .G s z z z z= − ∈  (40) 

因此， ( ) ( )3 2
0

2 3 15, 2
3 2 4

F x y y cx x a d x z
c

 = + − − + − − 
 

，从而 1, 0N k> = 时不存在不可约 Darboux 多项

式。 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.149400


马林祺 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.149400 74 应用数学进展 
 

定理 1 证毕。 
�  

4. 结论 

可积性是描述动力系统因其内在结构而具有高度规则性和可解性的性质，对于研究动力系统的整体

性质至关重要。本文聚焦于研究广义 Hopf-Langford 系统的代数可积性，基于柱坐标变换和 Puiseux 级数

的方法，通过计算辅助微分方程的 Puiseux 级数，研究了广义 Hopf-Langford 系统的不变代数曲面问题。

最终，在适当的参数条件下得到了相应系统全部的不可约 Darboux 多项式，通过不可约 Darboux 多项式

的不同组合，可以得到所有Darboux多项式的一般形式。除了Darboux多项式和可积性问题，广义Hopf-
Langford 系统在不变代数曲面上的限制也值得研究。通过不变代数曲面和 Darboux 多项式的相关理论，

系统的所有吸引子都位于系统的不变代数曲面上，只需要考虑系统降维在不变代数曲面上的动力学性质

即可推出系统的全局动力学性质，进一步可推出系统在对应参数条件下不存在混沌现象。此外，系统是

否存在其他可积形式，如对称可积、Liouville 可积等形式，也是未来的一个研究方向。 
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