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摘  要 

作为描述自然界中间歇性搜索行为的双态随机游走模型，已在物理学等多个领域得到深入研究。本研究

提出一种混合模型，该模型结合了方向不对称性经随机化处理的Lévy游走与连续时间随机游走。本研究

的意义在于对经典间歇性搜索模型(LWR)进行关键扩展：将传统模型中“绝对静止的休息阶段”替换为

具有自身动力学的CTRW过程，以更真实地刻画复杂系统中的多模式输运现象。在物理和生物系统中，

粒子常表现为弹道迁移与局部扩散双模式动态交替，而非完美运动与绝对静止的二元切换。为此，我们

构建了“弹道飞行阶段”(Lévy游走)与“局部扩散阶段”(CTRW)交替的混合机制，并设定两阶段的持续

时间均服从指数分布(速率参数 λ1 和 λ2 )，系统分析其反常扩散行为。传统Lévy游走休息模型中，粒子在

弹道迁移与静态休息阶段间交替切换，其休息时间分布常导致均方位移呈现复杂标度行为。本模型通过

CTRW驱动的局部扩散机制协同调控长等待时间引起的滞留效应，与Lévy飞行及随机跳跃共同实现的长

程转移特性，突破了经典LWR模型在多模式输运刻画中的局限性。 
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Abstract 
The two-state random walk model, as a framework for describing intermittent search behavior in 
natural systems, has been extensively studied in physics and related fields. This work proposes a 
hybrid model that integrates directionally randomized Lévy walks with continuous-time random 
walks (CTRW). The significance of this study lies in its key extension of the classical Lévy walk with 
rests (LWR) model: replacing the traditional “absolutely static resting phase” with a CTRW process 
possessing intrinsic dynamics, thereby more realistically capturing multi-mode transport phenom-
ena in complex systems. In physical and biological systems, particles often exhibit dynamic alterna-
tion between ballistic migration and local diffusion modes, rather than a binary switch between 
perfect motion and complete rest. To this end, we construct a hybrid mechanism featuring alternat-
ing “ballistic flight phases” (Lévy walks) and “local diffusion phases” (CTRW), with the duration of 
both phases following exponential distributions (rate parameters λ1  and λ2 ). We systematically 
analyze its anomalous diffusion behavior. In traditional Lévy walk with rest models, particles alter-
nate between ballistic migration and static resting phases, where the resting time distribution typ-
ically leads to complex scaling behaviors in mean squared displacement. Our model coordinates the 
trapping effects induced by long waiting times (via CTRW-driven local diffusion) with the long-
range transfer capabilities achieved through Lévy flights and random jumps, overcoming the limi-
tations of classical LWR models in characterizing multi-mode transport phenomena. 
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1. 引言 

随着越来越多的反常扩散过程在自然界的各个领域中被发现，反常扩散成为计算数学，物理，生物

等领域广受欢迎的课题之一[1]-[5]。区别于正常扩散粒子位置的均方位移与时间 t 呈线性关系，反常扩散

的粒子的轨迹的均方位移与时间之间呈现出非线性的幂律关系，其数学表达式为： 

( )2 ~x t tα , 

实际上，我们依据反常尺度指数α 的取值来对扩散类型进行界定。当α 等于 1 时，这种情况被定义

为正常扩散；当 0 1α< < 时，可以用来描述细胞质中蛋白质和蛋白质核酸的运动的欠扩散运动；与之相

反，当 1α > 时，我们称其为超扩散，例如细胞内纳米粒子的运动。在超扩散这一类别里，还能进一步细

分：当 2α = 时，属于弹道扩散；当 2α > 时，为超弹道扩散；当1 2α< < 时，则是欠弹道的超扩散。 
反常扩散现象的动力学特征常通过随机行走理论及朗之万动力学方程进行数学刻画。在经典理论框

架下，Montroll 与 Weiss 创新性地将时间等待分布与空间跃迁幅值两个统计量解耦，建立了连续时间随

机行走模型(CTRW) [6]。该模型通过概率密度函数的演化方程，成功解释了亚扩散与标准扩散的动力学

行为。然而当研究体系涉及超扩散过程时，传统 CTRW 模型会引发与物理实际相悖的结论。为此，学术

界提出了具有时空耦合的莱维行走模型(Lévy Walk) [7]，其核心突破在于对粒子运动速率的物理约束。这

种有限传播速度的设定不仅保证了体系二阶矩的收敛性，更赋予模型更强的工程应用价值[8] [9]。 
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莱维游走(Lévy Walk, LW)的工作原理是通过速度以及飞行时间来驱动，首先对于飞行时间服从截断

幂律分布的恒定速度模型研究其截断效应[10]。也有学者通过变速度的广义 Lévy Walk 具有非线性的时

空耦合来描述理查森的湍流分散[11] [12]。但在实际生活中例如间歇性搜索行为单态模型难以描述。此时

作为带休息的莱维游走(Lévy Walk with Rests, LWR)作为拓展对于描述觅食行为等有着更好的效果。例如

冷原子在光学双势的飞行中，他的运动类似于莱维游走，但是每次运动之间她都会被困在晶格势中等待

跃迁。然后再被放置到莱维游走的环境中[13]。考虑到粒子在等待阶段也可能发生随机扩散，例如间歇性

搜索过程包含了局部布朗运动阶段和弹道运动相互交替[14] [15]。此时的局部布朗运动可以用 CTRW 来

描述。 
在本文中，我们提出一种新型混合输运模型：将由 CTRW 描述，其等待时间与跳跃长度分别表征粒

子局部探索的滞留期与随机运动步长的“局部扩散阶段”与由方向不对称性随机化的 Lévy Walk 实现的

“弹道飞行阶段”动态耦合。本研究重点分析两阶段持续时间均服从指数分布的情形(速率参数 1λ 对应扩

散阶段， 2λ 对应飞行阶段)。通过分别计算经典 LWR 模型(弹道飞行 + 静态休息)与本混合模型(弹道飞

行 + CTRW 扩散)的传播子，系统解析了 CTRW 机制对输运行为的调控作用，并对比揭示二者反常扩散

特性的本质差异。 

2. 预备知识 

2.1. 连续时间随机游走模型 

连续时间随机游走是基于步行者在连续两次跳跃之间的跳跃长度 ( )xλ 和等待时间 ( )tω 的框架下构

造出来。假设 ( ),x tη 表示粒子在 t 时刻刚到达位置 x 的概率密度函数， ( ),P x t 表示粒子在 t 时刻处于位置

x 的概率密度函数，我们有以下关系[16]-[19]： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0

, , d d

, , d
t

x t x t x t x t x t

P x t x t t t t

η η λ ω δ δ

η

∞ ∞

−∞
′ ′ ′ ′= +

′ ′= Ψ −

∫ ∫

∫
 (1) 

其中 ( ) ( ) ( )
0

d 1 d
t

t
t t t t tω ω

∞
′ ′ ′ ′Ψ = = −∫ ∫ 代表存活概率，也就是说粒子到时间 t 为止都没有发生移动。因此

我们得到在傅里叶–拉普拉斯空间中有： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )
01

,
1

s P k
P k s

s s k
ω

ω λ
−

=
−

 (2) 

上式为著名的 Montroll-Weiss 方程。 
如果等待时间和跳跃长度的方差 T 和 2Σ 均有限的话，那么长时间极限将对应于布朗运动。例如，我

们考虑等待时间服从泊松分布 ( ) 1 e
t

t τω
τ

−
= 以及高斯跳跃长度 ( )

2

22 44 e
x

x σλ σ
−

π= ，因此对应的拉普拉斯变

换和傅里叶变换分别为 

 
( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 4

~ 1

~ 1

s s O

k k O k

ω τ τ

λ σ

− +

− +
 (3) 

在长时间极限下有 

 ( ) 2
1

1,P k s
s K k

=
+

 (4) 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.149401


王小瑄 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.149401 79 应用数学进展 
 

对上式做 Fourier-Laplace 逆变换可以得到： 

 ( )
2

14

1

1, e
4

x
K tP x t

K t

−

π
=  (5) 

该式子为高斯状传播子等式。 

2.2. 莱维游走 

作为时空耦合的莱维游走，这也是它区别于 CTRW 的特点。首先介绍一维对称恒速度莱维游走，此

时粒子会朝着一个方向以固定速度持续运动一段时间，方向选择是均等的，然后之后再随机选择一个方

向以恒定速度运动一段时间，如此循环下去。此时我们将飞行时间的概率密度函数表达为 ( )j tω ，粒子运

动的速度为常量 v，则粒子在时间间隔 t 内，位移为 vt± 的概率密度函数为[20]： 

 ( ) ( ) ( )1,
2j jx t x vt tφ δ ω= −  (6) 

对上式进行 Fourier-Laplace 变换后，并且利用δ 函数性质，便可得到： 

 ( ) ( ) ( )1,
2j j jk s s ikv s ikvφ ω ω = + + −   (7) 

同样我们可以定义存活概率 ( ) ( ) ( )
0

d 1 d
t

j j jt
t t t t tω ω

∞
′ ′ ′ ′Ψ = = −∫ ∫ 。表示表示粒子按照一个方向运行 t′

事件后，不改变方向仍然按着原来的方向游走。此时有： 

 ( ) ( ) ( )1,
2j jx t x vt tδΦ = − Φ  (8) 

表示由莱维游走控制的粒子在 t′时间内做了 vt′的位移后，在时间 t′结束时不改变方向，继续按着原来方

向运动。 
对于非对称的一维莱维游走，不同于与对称的是他将以不均等的概率选择方向，例如以概率 b 

( 0 1b≤ ≤ 且
1
2

b ≠ )或1 b− 选择向右(向左)运动，然后在时间 t 内发生 vt (−vt)的位移，在时间 t 结束后重新

选择方向发生持续运动，如此持续下去。因此我们给出概率密度函数为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1x t b x vt t b x vt tφ δ ω δ ω= − + − +  (9) 

此时 ( )tω 指飞行时间概率密度函数。本文中我们假设不对称概率为随机变量，服从[0, 1]之间的均匀

分布，对应的概率密度函数为： 

 ( )
1, 0 1
0, otherwise

b
f b

≤ ≤
= 


 (10) 

此时我们可以得到新的概率密度函数为 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0
, 1 d

1 1 ,
2 2

LW j j

j j j

x t b x vt t b x vt t b

x vt t x vt t x t

φ δ ω δ ω

δ ω δ ω φ

= − + − +

= − + + =

∫
 (11) 

通过方向偏好概率 b 均匀随机化时，系统非对称性在统计平均下被消除，其动力学等效于对称莱维

游走(见图 1)。 
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(a) 

 
(b) 

Figure 1. Comparison of the position distribution functions ( ), 100P x t =  at the final time point (t = 100) between the ran-
domized right-moving probability and the fixed right-moving probability (p = 0.5). (a) For the LWR model with parameters 
set as 1 0.6λ = , 2 0.8λ = , 1v = , the blue curve represents the fixed probability, and the red curve represents the randomized 
probability. (b) For the LWR-CTRW model with parameters set as 1 1.2λ = , 2 1.4λ = , 1v = , 10σ = , the red curve repre-
sents the fixed probability, and the green curve represents the randomized probability 
图 1. 考虑最后一个时间点 t = 100 向右概率随机化与固定向右概率 = 0.5 的位置分布函数 ( ), 100P x t = 对比。(a) LWR
模型应用的参数为 1 0.6λ = ， 2 0.8λ = ， 1v = ，其中蓝色代表固定概率，红色代表概率随机化。(b) LWR-CTRW 模型

应用的参数为 1 1.2λ = ， 2 1.4λ = ， 1v = ， 10σ = ，其中红色代表固定概率，绿色代表概率随机化 

3. 研究内容 

3.1. LWR 模型的反常扩散行为 

作为经典莱维游走变体的 LWR 模型，他不再是始终以连续速度更新运动，该过程会在更新点被捕

获，也就是处于休息状态，之后才会进行连续运动如此循环。此时休息时间从相应的休息时间 PDF ( )r tω

得到，莱维游走的部分由式子(10)决定。由于 LWR 作为一个双态模型，因此在时间 t 位于位置 x 的概率
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密度函数 ( ) ( ) ( ), , ,r jP x t P x t P x t= + ，其中 ( ),rP x t 代表例子处于休息状态的 PDF， ( ),jP x t 则代表粒子处

于 LW 状态的 PDF。LWR 模型的运动轨迹图见图 2(a)。 
 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 2. Numerical realizations of trajectories for the two-state random walk models. (a) The LWR model with parameters 
set as 1 0.6λ = , 2 0.8λ = . (b) The LWR-CTRW model with parameters set as 1 1.2λ = , 2 1.4λ = , 10σ =  
图 2. 两种双状态随机行走模型的轨迹数值实现。(a) LWR 模型应用的参数为 1 0.6λ = ， 2 0.8λ = 。(b) LWR-CTRW 模

型应用的参数为 1 1.2λ = ， 2 1.4λ = ， 10σ =  
 

下面定义 ( ),x tη 为刚刚完成休息状态并开始离开位置 x 进入 LW 状态的粒子通量，它满足： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 0
, , , d d djt t

LW j r r j r rx t x x t t x x t P x
τ

η η φ τ ω τ τ τ ω
∞ −

−∞
′ ′ ′ ′= − − +∫ ∫ ∫  (12) 
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其中 ( ) ( )0P x xδ= ， r jt τ τ′ = + 。等式右边第一项的 ( ),x x t tη ′ ′− − 代表在时间 t t′− 的粒子通量，将继续完

成 LW 状态和休息状态才能在时间 t 到达位置 x，第二项代表初始项。 
对(12)式进行 Fourier-Laplace 变换后得到： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,
1 ,

r

LW r

s P k
k s

k s s
ω

η
φ ω

=
−

 (13) 

则粒子处于休息状态和 LW 状态的 PDF 分别为： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
00 0

0

, , , d d d

, , , d d

jt t
r LW j r r j r r

t
J j

P x t x x t t x x t P x

P x t x x t t x t x t

τ
η φ τ τ τ τ

η

∞ −

−∞

∞

−∞

′ ′ ′ ′= − − Φ +Φ

′ ′ ′ ′ ′ ′= − − Φ

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (14) 

同样经过傅里叶–拉普拉斯变换有： 

 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,
1 ,

,
,

1 ,

r
r

LW r

r j
j

LW r

s
P k s

k s s

s k s
P k s

k s s

φ ω

ω
φ ω

Φ
=

−

Φ
=

−

 (15) 

因此，传播子 ( ),P k s 为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

,
, , ,

1 ,
r r j

r j
LW r

s s k s
P k s P k s P k s

k s s
ω

φ ω
Φ + Φ

= + =
−

 (16) 

在本节中考虑休息时间的 PDF 和飞行时间 PDF 均服从指数分布，跳跃长度服从高斯分布： 

 
( )
( )

1

2

1

2

e

e

t
r

t
j

t

t

λ

λ

ω λ

ω λ

−

−

=

=
 (17) 

和 

 ( )
2

22 22 e
x

x σλ σ
−

π=  (18) 

为了更好研究反常扩散性质，可以通过粒子位移的统计特性得到，也就是： 

 ( ) 1

0

( , )n
n n

n
k

P k sx t i
k

−

=

 ∂
=  

∂ 
  (19) 

则我们计算相关矩为 

 
( )
( ) ( ) ( )1 222 2

1 2 31 32

0

e e tt

x t

x t x t K K K t Kλ λλ − +−

=

= ∆ = + + +
 (20) 

其中
( ) ( ) ( )

22 2 2 2
1

1 2 31 322 2 2 2
2 1 22 21 2 1 2

22 2 2 2, , ,vv v v vK K K Kλ
λ λ λλ λλ λ λ λ

= = − = = −
++ +

。 

我们可以看出反常扩散是由休息阶段和莱维游走阶段共同控制的，并且由于随机化后呈对称性我们

的一阶矩为 0。在短时间尺度上，由于初始阶段一恒定速度运动几乎无休息，会表现出超扩散行为，反映

了指数分布的瞬态特性。对于长时间来说，此时只有线性项的作用，此时是正常扩散的。 
由图 3 可知，体系的扩散动力学由局部探索脱离速率 1λ 与弹道运动中断速率 2λ 协同调控。 1λ 是在局

部探索态(CTRW 模式)停留时间的指数分布速率参数，表征粒子切换到弹道飞行态(LW 模式)的速率； 2λ
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是粒子在弹道飞行阶段(LW 模式)飞行时间的指数分布速率参数，表征粒子终止飞行、切换回局部探索态 

的速率。当 1λ 增大时，粒子在局部探索态的平均停留时间
1

1
λ

缩短，更快地进入长程飞行状态，导致体系

处于弹道飞行模式的时间占比增加。不仅使长期扩散系数 1D λ∝ 增大，同时强化了瞬态超扩散行为——

表现为粒子在运动初期维持长程连续飞行的能力增强。相反的是当 2λ 增大时，粒子在弹道飞行态的平均

飞行时间
2

1
λ

缩短，弹道飞行相变得破碎化导致扩散系数
2

1D
λ

∝ 衰减，并弱化瞬态超扩散强度。此时体

系趋近渐近扩散态的特征时间尺度
2

1
λ

缩短，这一现象在药物胞内输运路径分析或地下水修复过程模拟的 

单粒子追踪实验中表现为加速过渡至线性扩散区，凸显了参数对跨尺度输运效率的调控机制。 
 

   
(a)                                               (b) 

Figure 3. Mean squared displacement (MSD) as a function of time t for different values of 1 2,λ λ . (a) With 1λ  fixed at 1.5, 
results for 2 1.2λ =  and 2 3λ =  are shown. (b) With 2λ  fixed at 0.6, results for 1 2λ =  and 1 8λ =  are presented 
图 3. 具有不同 1 2,λ λ 的均方位移 MSD 关于时间 t 的函数。(a) 固定 1 1.5λ = ，取 2 1.2λ = 和 2 3λ = 。(b) 固定 2 0.6λ = ，

取 1 2λ = 和 1 8λ =  

3.2. LWR 和 CTRW 结合的反常扩散行为研究 

虽然传统的 LWR 模型可以用来模拟许多运动，例如粒子在哈密顿系统中的运动。但是有些粒子可能

会有局部随机运动的出现，比如 mRNP 随机蛋白可以在局部细胞内进行随机转运，在被信使核糖核酸激

活后，进行双向游走，直到被捕获[21]。此时 mRNP 在局部细胞内的布朗运动可以由 CTRW 很好描述，

因此下面介绍 LWR 与 CTRW 结合模型的相关理论。LWR 和 CTRW 结合模型的运动轨迹图见图 2(b)。 
此模型中我们考虑的 CTRW 模型和一维对称莱维游走如前文定义。此时定义 ( ),Z x t 表示刚刚完成

CTRW 状态并开始离开位置 x 进入 LW 状态的粒子通量，它满足： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 1 1 2 1 00 0

, , , d d d
t t

LW CTRW CTRWZ x t Z x x t t x x x t P x
τ

φ τ ω τ λ τ τ ω
∞ −

−∞
′ ′ ′= − − +∫ ∫ ∫  (21) 

其中 1 2 1 2,x x x tτ τ′ ′+ = + = 。等式右边第一项的 ( ),Z x x t t′ ′− − 代表在时间 t t′− 的粒子通量，将继续完成

LW 状态和 CTRW 状态才能在时间 t 到达位置 x，第二项代表初始项。 
对(21)式进行 Fourier-Laplace 变换后得到： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0,
1 ,

CTRW

LW CTRW

s P k
Z k s

k s s k
ω

φ ω λ
=

−
 (22) 
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则粒子处于 CTRW 状态和 LW 状态的概率密度函数分别为： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 2 1 1 2 1 00 0

0

, , , d d d

, , , d d

t t
CTRW LW CTRW CTRW

t
LW j

P x t Z x x t t x x x t P x

P x t Z x x t t x t x t

τ
φ τ τ λ τ τ

∞ −

−∞

∞

−∞

′ ′ ′= − − Φ +Φ

′ ′ ′ ′ ′ ′= − − Φ

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (23) 

同样经过傅里叶–拉普拉斯变换有： 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0

,
1 ,

,
,

1 ,

CTRW
CTRW

LW CTRW

CTRW j
LW

LW CTRW

s P k
P k s

k s s k

s P k k s
P k s

k s s k

φ ω λ

ω
φ ω λ

Φ
=

−

Φ
=

−

 (24) 

由于双状态模型的缘故，粒子在 t 时刻处于位置 x 的概率密度函数包括两个部分，即： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0,
, , ,

1 ,
CTRW CTRW j

CTRW LW
LW CTRW

s P k s k s P k
P k s P k s P k s

k s s k
ω

φ ω λ
Φ + Φ

= + =
−

 (25) 

在本节中考虑等待时间的概率密度函数和飞行时间的概率密度函数均服从指数分布， 

 
( )

( )

1

2

1

2

e

e

t
CTRW

t
j

t

t

λ

λ

ω λ

ω λ

−

−

=

=
 (26) 

通过计算 ( ) ( )1

0

,n
n n

n

k

P k s
x t i

k
−

=

 ∂ =  
∂  

 来得到相关统计特征，则有 

 
( )
( ) ( ) ( )1 222 2

1 2 31 32

0

e e tt

x t

x t x t B B B t Bλ λλ − +−

=

= ∆ = + + +
 (27) 

其中
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 22 2
1 2 1 2 1 2

1 2 31 322 2 2 2
2 1 22 21 2 1 2

2 2 22 2, , ,
v v vv vB B B B

λ λ σ λ λ σ λ λ σ

λ λ λλ λλ λ λ λ

     − + −     = = = = −
++ +

。 

由于反常扩散行为由连续时间随机游走(CTRW)的局域化机制与莱维游走(Lévy walk)的长程跳跃特

性共同调控，表现出显著的时间尺度依赖性，经过观察相关矩得到：短时间尺度下，粒子由于经受 CTRW
跳跃和莱维飞行，运动方向相对一致，呈现位移二次增长，类似弹道运动，表现出超扩散特征。对于长

时间尺度，由于指数分布无重尾和无记忆效应，只有线性项主导扩散，表现出正常扩散的特征。特别的是

在中间尺度，由于指数衰减项和线性项的并存，导致 MSD 表现出非幂律标度，引发事件相关的记忆效应。 
观察图 4 发现局部探索脱离速率 1λ 与弹道运动中断速率 2λ 协同调控扩散动力学： 1λ 表征粒子切换至 

弹道飞行态(LW 模式)的速率，其增大显著提升粒子有效运动时间占比，不仅使长期扩散系数 1D λ∝ 线性

增长，更通过维持自由运动相连续性强化瞬态超扩散行为； 2λ 则表征粒子终止飞行、切换回局部探索态

的速率，其增大会导致运动相破碎化，使长期扩散系数
2

1D
λ

∝ 衰减，并弱化瞬态超扩散强度，同时加速

体系向渐近扩散态过渡。由于二者的竞争关系决定主导机制：当 1 2λ λ 时莱维游走主导，呈现持续超扩

散；当 1 2λ λ 时随机游走主导，快速过渡至正常扩散；而在临界点 2 2
1 2 vλ λ σ = 时，超扩散与正常扩散实

现平滑衔接。这种双参数协同作用在药物胞内输运等过程中表现为：高 1

2

λ
λ

比延长反常扩散窗口促进长程

迁移，低 1

2

λ
λ

比则加速局域随机化，共同构成跨尺度输运效率的调控核心。 
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(a)                                               (b) 

Figure 4. Mean squared displacement (MSD) as a function of time t for different values of 1 2,λ λ . (a) With 1λ  fixed at 0.6 
and σ  fixed at 5, results for 2 1.5λ =  and 2 0.4λ =  are shown. (b) With 2λ  fixed at 0.1 and σ  fixed at 5, results for 

1 0.02λ =  and 2 1.5λ =  are presented 
图 4. 具有不同 1 2,λ λ 的均方位移 MSD 关于时间 t 的函数。(a) 固定 1 0.6, 5λ σ= = ，取 2 1.5λ = 和 2 0.4λ = 。(b) 固定

2 0.1, 5λ σ= = ，取 1 0.02λ = 和 2 1.5λ =  

3.3. 模型对比 

前文已经给出了两个模型各自的反常扩散行为，先将分析加入 CTRW 后对于模型具体的影响，来更

好地论证有瞬时跳跃的 LWR 模型对于模拟真实系统有着更重要意义。 
 

  
(a)                                                (b) 

Figure 5. Mean squared displacement (MSD) as a function of time t for the LWR and LWR-CTRW models, where the solid 
and dashed lines represent the LWR and LWR-CTRW models, respectively. (a) Parameters for LWR are 1 1.2λ = , 2 0.25λ = , 
and for LWR-CTRW are 1 1.2λ = , 2 0.25λ = , 20σ = . (b) Parameters for LWR are 1 2.5λ = , 2 1.1λ = , and for LWR-
CTRW are 1 2.5λ = , 2 1.1λ = , 20σ =  
图 5. LWR 和 LWR-CTRW 对比的均方位移 MSD 关于时间 t 的函数，其中实线代表 LWR 模型，虚线代表 LWR-
CTRW 模型。(a) LWR 的参数为 1 1.2λ = ， 2 0.25λ = ，LWR-CTRW 的参数为 1 1.2λ = ， 2 0.25λ = ， 20σ = 。(b) LWR
的参数为 1 2.5λ = ， 2 1.1λ = ，LWR-CTRW 的参数为 1 2.5λ = ， 2 1.1λ = ， 20σ =  
 

通过观察图 5 以及对比式子(20)和(27)我们发现相较于传统 LWR 模型中方差仅依赖速度参数 v 和时
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间参数 1 2,λ λ ，CTRW 与 LWR 相结合的模型关键参数均引入了与跳跃过程方差 2σ 相关的项。特别值得注

意的是主导长期扩散行为的线性项系数 31B ：分子增加了 2 2
1 22λ λ σ 。这一变化表明，跳跃过程直接增强了

扩散的线性增长速率，放大了系统的反常扩散效应。同时，系数 2B 和 32B 中 2
1 2λ λ σ 与 2v 的组合项，进一

步凸显了跳跃与飞行两种输运模式间的非线性耦合，使得整体扩散动力学对微观参数(如跳跃强度σ )的
变化更为敏感。 

综上，我们得到引入跳跃机制的核心优势在于其更真实地刻画了复杂系统中多阶段、多模式的输运

过程。传统莱维游走描述的“等待–飞行”模式被扩展为“等待–跳跃–飞行”的混合机制。这种扩展显

著提升了模型在两类重要领域的适用性：一是生物物理领域，如细胞内囊泡或分子马达的转运过程，其

中粒子在细胞质中经历局部布朗运动(跳跃)后被马达蛋白长程运输(飞行)；二是环境与金融领域，如污染

物在异质多孔介质中的迁移(局部扩散与快速通道流动的结合)，或金融资产价格在常态波动(跳跃)与极端

事件冲击(长程相关)下的演化。模型通过 2σ 量化了局部跳跃强度，为理解和预测此类具有层级输运机制

的系统提供了更精准的理论工具[22]。 

4. 结论 

间歇性搜索策略在现实系统中具有广泛的应用背景，其核心机制通常被建模为布朗运动与莱维游走

两态交替的复合随机过程。本文在指数分布框架下，提出并分析了描述该策略的两种模型。通过对莱维

游走固有的方向不对称性进行随机化处理，并深入考察跳跃行为对模型动力学的影响，进而系统研究了

两种模型所展现的反常扩散特性。研究表明，两类模型均表现出显著的跨时间尺度扩散行为：在短时间

尺度上呈现超扩散特征，而在长时间尺度上则收敛于正常扩散。值得注意的是，跳跃机制的引入显著加

速了系统的整体扩散速率，这不仅使模型对实际观测现象的刻画更为准确，也为其拓展应用于描述更广

泛的复合随机过程展现了广阔的前景。 
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