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摘  要 

本文研究具有奇异敏感性和logistic源的趋化系统： k
t

uu u v ru u
v

χ µ = ∆ + ∇ ⋅ ∇ + − 
 

， tv v v uv= ∆ − + ，其

中 ( )nR n 2Ω∈ ≥ 是一个光滑有界的凸区域， r, , 0χ µ > 且 k 2≥ 。在 2χ < 的条件下，当 k 2= ，
n 2

8 4
χ

µ
χ

>
−

或者 k 2> 时，系统存在整体古典解。 
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Abstract 
This paper deal with the chemotaxis systems with singular sensitivity and logistic source: 

k
t

uu u v ru u
v

χ µ = ∆ + ∇ ⋅ ∇ + − 
 

, tv v v uv= ∆ − + , where ( )nR n 2Ω∈ ≥  is a smooth bounded convex 
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domain, r, , 0χ µ >  and k 2≥ . If 2χ <  and k 2= , n 2

8 4
χ

µ
χ

>
−

 or k 2> , then the system admits 

global classical solutions. 
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1. 引言 

近年来，趋化模型在生物数学领域占据了重要地位，成为研究者关注的核心课题。这类模型主要用

于刻画细胞在化学信号物质引导下发生的定向迁移现象，该生物学过程在胚胎形态发生、组织修复及新

生血管生成等多种生理活动中具有关键作用。通过研究趋化机制，不仅能够深化对这些基础生命现象的

认识，更有助于揭示生命系统发育的内在规律。 
让我们聚焦于下面的趋化系统： 

 ( )

( ) ( ) ( ) ( )0 0

, , 0,

, , , 0,

0, , 0,

,0 , ,0 , ,

k
t

t

uu u v ru u x t
v

v v g u v x t
u v x t

u x u x v x v x x

χ µ

υ υ

  = ∆ − ∇ ⋅ ∇ + − ∈Ω >   
 = ∆ + ∈Ω >

∂ ∂ = = ∈∂Ω >∂ ∂


= = ∈Ω

 (1.1) 

其中 u 代表细胞种群密度， v 表示化学信号物质浓度， r 和 µ 为非负参数。这里
υ
∂
∂

表示边界 ∂Ω上的单

位外法向导数。参数 χ 表示趋化效应的强度：当 0χ > 时，细胞会向化学信号浓度较高的区域聚集；而当

0χ < 时，细胞则会表现出远离化学信号源的迁移特性。 

当 ( ),g u v v u= − + 时，在 0χ > 的情况下，Zhao 和 Zheng 在 2n k= = 时证明：对于 , 0, r Rχ µ > ∈ ，当

( )
2

0 2
4

r χ χ> < ≤ 或者 ( )1 2r χ χ> − > 时，系统具有唯一的全局有界古典解[1]。后续研究中，Zhao 在 2n ≥

时，对于 , , 0rχ µ > 且 1k > ，
( )

1 10,min ,
2 2 1n

χ
    ∈   −   

，建立了全局有界的经典解[2]。 

当 ( ),g u v uv= − 时，我们在论证系统(1.1)在此情形下的全局解存在性时，要面临较经典趋化模型更为

复杂的挑战。首要困难源于 v方程中 uv 项的非线性动力学特性，这与传统趋化模型存在本质差异，使得

后者的证明方法难以直接利用。我们观察到，对于与(1.1)在此情形下相关的 logistic 趋化系统，适当的

logistic 阻尼作用可以防止解的爆破。例如，在 0χ > 的情况下，Lankeit 和 Lankeit [3]在 2k = 时证明了有 

界 n 维空间中，对于任意 , , 0rχ µ > 弱解的全局可解性。其进一步研究 [4]表明：当
20
n

χ< < 且
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( )2 2
2

n n
n

µ −
> ≥ 时，系统从任意适当光滑初值出发都存在全局经典解，并且在所有一维情形下的经典解

都具有全局有界性。以及 Wang [5]在 2n k= = 时证明：对于 , , 0r R χ µ∈ > ，当 1χ ≥ 时，存在 ( ) 0µ χ∗ > ，

使得当 ( )µ µ χ∗> 时系统存在全局经典解。 

对于趋化系统 

 
( ) ( )

( )
ln , 0,1 , 0,

, 0,1 , 0,
t xx x x

t xx

u Du u v x t

v v uv v x t

χ

ε µ

  = + ∈ >  


= + − ∈ >
 (1.2) 

在 0χ > 的情况下，Tao，Wang 和 Wang 在 1n = 时证明：在 Neumann 边界条件下， 0, 0, 0Dχ ε> > >

和 0µ > 均为常数，那么对于任何充分光滑的初始数据 ( )0 0,u v ，满足 0 0u ≥ ， 0u 不恒等于 0 和 0 0v > ，该

系统存在唯一的全局有界解，并且该解在 ( )( ) ( )( )0,1 0,1L L∞ ∞× 中有 ( ) ( )0lim , ., ,0x

t

v
u t u

v→+∞

  = 
 

，其中

1
0 00

: du u x= ∫  [6]。 

本文受以上结论启发，研究一类具有奇异灵敏度和 Logistic 源的抛物–抛物趋化系统： 

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0

, , 0,

, , 0,

0, , 0,

,0 , ,0 , ,

k
t

t

uu u v ru u x t
v

v v v uv x t
u v x t

u x u x v x v x x

χ µ

υ υ

  = ∆ + ∇ ⋅ ∇ + − ∈Ω >   
 = ∆ − + ∈Ω >

∂ ∂ = = ∈∂Ω >∂ ∂

 = = ∈Ω

 (1.3) 

其中 ( )2nR nΩ∈ ≥ 是一个光滑且有界的区域，υ是 ∂Ω的单位外法向量， , , 0rχ µ > 且 2k ≥ 。本文的目标

是证明解全局存在性结果。非负初始函数 0u 和 0v 满足对某个 ( )0,1α ∈ ， ( ) ( )( )22
0 0,u v C α+∈ Ω 以及

0 0 0
u v
υ υ

∂ ∂
= =

∂ ∂
， x∈∂Ω。 

我们论文主要结果如下： 

定理 1.1 设Ω是 ( )2nR n ≥ 中的一个光滑有界的凸区域。如果 2χ < ，当 2k = ，
2

8 4
nχµ

χ
>

−
或者 2k >

时，系统(1.3)存在唯一的全局光滑非负解。  
论文结构安排如下。第二节将重点建立抛物–抛物型趋化系统(1.3)的先验估计。基于这些估计结果，

第三节将完成本文主要定理的证明。 

2. 预备知识 
本节我们主要给出解的局部存在性以及一些先验估计。需要特别指出的是，虽然系统(1.3)中的项

vu
v
∇ ∇ ⋅ 

 
具有

1
v
型奇异结构，但在初始条件 0v 严格正定的假设下，该奇异性在有限时间内不会显现。 

引理 2.1 设Ω是 ( )2nR n ≥ 中的一个光滑有界凸区域。则系统(1.3)存在唯一的非负解 

[ )( )
2

2 ,1
2

max, 0,u v C T
αα+ + 

∈ Ω×  
 

，其最大存在时间 ( ]max 0,T ∈ +∞ ，并满足 

 或者 maxT = ∞，或者 ( ) ( ) ( ) ( )( )1,
max

lim , ., .
L Wt T

u t v t∞ ∞Ω Ω→
⋅ + = ∞  (2.1) 
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引理 2.2 函数 v满足 

 ( ) ( )1 max, e , 0, .tv x t L t T−≥ ∈  (2.2) 

其中 1 0: minL v
Ω

= 。 

证明：我们对(1.3)中的第二个方程应用常数变易法，并根据 ( )( ) ( )( )1

0
e d 0

t t s uv s s− ∆− ≥∫ ，可以得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )

1 1
0 0

1
0

0

1 max

, e e d

e

e min

e , 0, .

tt t s

t

t

t

v x t v uv s s

v

v

C t T

∆− − ∆−

∆−

−

Ω

−

= +

≥

≥

≥ ∈

∫

 

其中 1 0: minC v
Ω

= 。 

3. 定理 1.1 的证明 

本节将给出定理 1.1 的完整证明。基于极值原理，我们首先建立关于 ( ) ( )
,

L
u t ∞ Ω
⋅ 和 ( ) ( )

log ,
L

v t ∞ Ω
∇ ⋅

的估计。 

引理 3.1 在 2χ < 时，若 2k = 及
2

8 4
nχµ

χ
>

−
或者 2k > 及 0µ > ，则存在不依赖于 t 的正常数 2L ， 3L

使得以下估计式成立： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

3 max, log , e , 0, .L t
L L

u t v t L t T∞ ∞Ω Ω
⋅ + ∇ ⋅ ≤ + ∈  (3.1) 

证明：根据(1.3)的第一个方程，我们可以得到 

 ( )log log log .k k
tu u u v ru u u v u v ru uχ µ χ χ µ∂ − ∆ = ∇ ⋅ ∇ + − = ∇ ∇ + ∆ + −  (3.2) 

根据(1.3)的第二个方程，我们可以得到 

 
22 2 22log log 2 log 2 log log 2 log .t v v D v v v u v∂ − ∆ ∇ = − + ∇ ∇ ∇ + ∇ ∇  (3.3) 

令 1
2
χθ = − ，记

2: logz u vθ= + ∇ 。由于 0u v
υ υ
∂ ∂

= =
∂ ∂

，x∈∂Ω以及Ω的凸性可知，在 ∂Ω中，有 0z
υ
∂

≤
∂

。

将(3.2)和(3.3) θ× 相加，得到 

 
222 log 2 log log ,k

t z z z v D v u v ru uθ χ µ∂ − ∆ − ∇ ∇ + = ∆ + −  (3.4) 

利用 Young 不等式和 2f n D f∆ ≤ ， ( )2f C∈ Ω 可知，当 2χ < ，我们有 

 2

2 222

log log

log

2 log ,
8

u v u v

u n D v

n uD v

χ χ

χ

χθ
θ

∆ ≤ ∆

≤

≤ +

 (3.5) 

我们将(3.5)代入(3.4)，可以得到 
2 2222 log 2 log .

8
k

t
n uz z z v D v ru uχθ µ

θ
∂ − ∆ − ∇ ∇ + ≤ + −  
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(i) 2k = 。 

利用 Young 不等式，当
2

8 4
nχµ

χ
>

−
时，我们计算 

2 2 2 2 2 2 2
2

2

2

22

12
8 8 8 2 2

2
8

: .
4

8

kn u n u n u rru u u
n

r C
n

χ χ χµ µ µ
θ θ θ χµ

θ

χµ
θ

 
+ − ≤ + − + ⋅ − 

   − 
 

= =
 

− 
 

 

(ii) 2k > 。 
利用 Young 不等式，有 

2 2
2 1

2 2 12 1

2 1
2 22 1

1

2

8
8 4 4 2 2

2 12

2 1
2 4 8 2 2

4

k
k

k
k k kk kk k

k
kkk kk k kk

k

n
n u k u k k k rru u u

k kk k
kk

k k n k ku u r u
k k

k

χ
θχ µ µ µ µ µµ µ

θ

µ µ χ µ µ µ
θ

µ

−

− − −− −

− −−− −
−

−

 
 

    + − ≤ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ −       
  −− 

 − −       = + ⋅ ⋅ + + −        
        

 =  
 

1
2 22 1

1
3

2 1 : .
8 2

k
kk k

kk n k k r C
k k

χ µ
θ

−−− −
−

 − −     + =      
      

 

令 { }4 2 3: max ,C C C= ，当 2k = ，
2

8 4
nχµ

χ
>

−
或者 2k > 时，我们有 

2 2

4 .
8

kn u ru u Cχ µ
θ

+ − ≤  

从而 
22

42 log 2 log .t z z z v D v Cθ∂ − ∆ − ∇ ∇ + ≤  

记 4: eC tQ z= − ，我们有 

( ) ( )

4

4

4 4 4

4

4

4 4

4 4

4 4

e

2 log e

e 2 log e

2 log e ,

C t
t t

C t

C t C t C t

C t

Q z C

z z v C C

z z e v C C

Q Q v C C

∂ = ∂ −

≤ ∆ + ∇ ∇ + −

≤ ∆ − + ∇ − ∇ + −

= ∆ + ∇ ∇ + −

 

这意味着 

2 log 0 .tQ Q Q v∂ − ∆ − ∇ ∇ ≤  

由于在 ∂Ω上， 0
υ
∂Ω

≤
∂

，并根据极值原理可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )max., .,0 , 0, .
L L

Q t Q t T∞ ∞Ω Ω
≤ ∈  
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令
2

5 0 0log 1C u vθ= + ∇ − ，那么 

( )
( )42

5 maxlog e , 0, .C t

L
u v C t Tθ

∞ Ω
+ ∇ − ≤ ∈  

所以我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
2

5 max., log ., e , 0, .C t
L L

u t v t C t T∞ ∞Ω Ω
+ ∇ ≤ + ∈  

从而 

( ) ( ) ( )4

max
5 maxsup ., e , 0, .C t

Lt T
u t C t T∞ Ω<

≤ + ∈  

因此我们得到了(3.1)的估计，引理 3.1 的证明完成。 
引理 3.2 在引理 3.1 的条件成立的前提下，存在不依赖于 t 的正常数 4L ， 5L ， 6L ， 7L 使得以下估计

式成立： 

 ( ) ( ) ( )26 7
1,

max

e
4 5 maxsup ., e , 0, .

L tL t L
Wt T

v t L L t T∞
+

Ω<
≤ + ∈  (3.6) 

证明：根据常数变易公式我们可以得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1
0 max0

, e e d , 0, ,
tt t sv x t v uv s s t T∆− − ∆−= + ∈∫  

根据(1.3)的第二个方程，可以得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

2
3 max

d
d

e , 0, .

L

L L

L t

v v uv
t

uv

uv

u t v t

L v t T

∞

Ω Ω Ω

Ω

Ω

Ω Ω

Ω

= − +

≤

=

≤

≤ + ∈

∫ ∫ ∫

∫

∫

 

从而 

 ( )
23

2

1 e

6 maxe , 0, .
L tL t

Lv C t T
+

Ω
≤ ∈∫  (3.7) 

令 1q > ，利用插值不等式、嵌入关系 ( ) ( )1,W L∞ ∞Ω → Ω 以及(3.7)，我们有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1,1,

1

211 12

11
1,

1 1
2 27 0 8 0

1 11 1 1
2 29 10 0

11 1 1
e2 29 10 0

9 13

e 1 d

e 1 d

e 1 d sup e e

e sup

q

L t

t t s q
WW L

t t s q qq
L L L

t t s C t Cqq
Ls t

C t
Ws t

v t C v C t s uv s s

C C t s v s v s u s s

C C t s s v s

C C v s

∞∞

∞ ∞

∞

∞

− −− −
ΩΩ Ω

−− −− −

Ω Ω Ω

−− −− −

Ω≤

Ω≤

 ≤ + + − 
 

 ≤ + + − 
 

 ≤ + + − ⋅ ⋅ 
 

≤ +

∫

∫

∫

212

11
e

maxe , 0 .
L tCq s t T

−
⋅ ≤ ≤ ≤

 

结合上述估计，对 max0 t T≤ < 取上确界并运用 Young 不等式，得 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

211 12
1, 1,

max max

1,
max

211 12

11
e

9 13

9

1

e
13

sup ., e e sup .,

1 sup .,
2 1

1 e e ,
2 1

L t

L t

C t C q
W Wt T t T

Wt T

q
q

C t C

v t C C v t

q qC v t
q q

q C
q q

∞ ∞

∞

−

Ω Ω< <

Ω<

−

≤ + ⋅

 −
≤ + ⋅ −  

 
+ ⋅ ⋅  − 

 

那么 

( ) ( ) ( ) ( )211 12
1,

max

216 17

1

e
14 13

e
14 15

2sup ., e e
2 1

e .

L t

L t

q
q

C t C
Wt T

C t C

qv t C C
q q

C C

∞

−

Ω<

+

 
≤ + ⋅ ⋅  − 

≤ +

 

我们完成了引理 3.2 的证明。接下来，我们来证明定理 1.1。 

定理 1.1 的证明：我们要证当 2χ < 时，若 2k = 及
2

8 4
nχµ

χ
>

−
或者 2k > 及 0µ > 时， maxT = ∞。假设

不然，即 maxT < ∞。由于引理 3.1 和引理 3.2 以及爆破准则可知，这与 maxT < ∞的事实相矛盾。因此 maxT = ∞。

至此，我们的证明完毕。 

4. 讨论 
本文研究了凸域上带奇异敏感和 Logistic 源的趋化模型。我们证明了，当敏感性系数 2χ < 时，若

2k = 及
2

8 4
nχµ

χ
>

−
或者 2k > 及 0µ > 时，系统存在唯一的全局古典解。本节旨在对这一结论进行讨论， 

并展望未来研究方向。 
2χ < 是为了保证系统可以转化成一个单个方程，进一步，当 2k = 及 µ 充分大或者 2k > 及 0µ > 时， 

可以借助于极值原理得到解的整体存在性。这蕴含着敏感性系数恰当小并且 Logistic 源充分强时，有利

于建立系统的整体存在性。 
基于本文的工作，以下几个方向值得进一步探索：移除区域的凸性假设得到解的整体存在性是一个

明显的下一步目标。当敏感性系数 χ 较大时，得到解的整体存在性以及敏感性系数 χ 更小时，得到解的

整体有界性和长时间渐进行为，也有很大研究空间。 
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