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摘  要 

本文针对不确定多目标优化问题，采用标量化与极小极大鲁棒优化结合的方法，以应对不确定性与多目

标之间的冲突性。通过标量函数的序保持性质与序表示性质，建立鲁棒充分和必要最优性条件。在适当

假设条件下证明标量化与鲁棒化的可交换性。并基于Gerstewitz函数构造的非线性标量化函数说明方法

的有效性与适用性。 
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Abstract 
This paper proposes a method for uncertain multi-objective optimization problems that combines 
scalarization with minimax robust optimization to handle both uncertainty and conflicts among 
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multiple objectives. Using scalarizing functions with order-preserving and order-representing prop-
erties, necessary and sufficient robust optimality conditions are established. Under appropriate as-
sumptions, the commutativity between scalarization and robustification is proved. Furthermore, a 
nonlinear scalarization function constructed based on the Gerstewitz function is employed to illus-
trate the effectiveness and applicability of the method. 
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1. 引言 

多目标优化目前已广泛应用于工程设计、财务规划和物流管理等多个领域[1]，但实际问题中往往伴

随各种不确定性，给决策带来较大挑战。如物流配送，企业需要同时优化服务水平、成本和交付时间，

还需应对需求波动、交通状况和价格变化等不确定因素，这使得传统的多目标优化方法难以在实际环境

中得到适用。针对这类问题，学者们提出了多种解决方案[2]-[5]。根据实际背景，许多问题可以描述为如

下不确定多目标优化问题(UMP )： 

( ) ( )( )1 1min , , , ,
x X

l lf x u f x u
∈

 ， 

其中 :i if X U× → ， { }: 1, ,i I l∈ =  ， X 是 Banach 空间， iU  ( i I∈ )是非空不确定性紧集。 x X∈ 称为

决策变量， i iu U∈  ( i I∈ )称为不确定性参数。对任意 i iu U∈ ， ( ),if x ⋅  ( i I∈ )在 iU 上关于 iu 上半连续

(u.s.c.)，并记 ( ) ( ) ( )( )1 1, : , , , ,l lf x u f x u f x u=  。针对问题(UMP )，许多学者通过标量化与鲁棒化相结合的

方法，得到了鲁棒充分和必要最优性条件等相关结论[6]-[9]。例如，文献[6]分别将加权和标量化、 ε -约
束标量化与极小极大鲁棒优化结合，建立了鲁棒充分最优性条件。文献[7]利用加权和标量化与鲁棒化结

合，建立了鲁棒充分条件。文献[8]利用递增标量化函数与极小极大鲁棒化方法结合，建立了鲁棒充分和

必要最优性条件。最近，Caprari 等人在文献[9]中针对不确定优化问题，将具有序保持(order-preserving)性
质与序表示(order-representing)性质的标量化方法与集值鲁棒化方法结合，建立了不确定优化问题的鲁棒

充分和必要最优性条件，以及证明了鲁棒化与标量化的可交换性。这种标量化方法既规避了加权求和标

量化方法对权重选择的依赖，也避免了递增标量函数对全局可比性的要求。极小极大鲁棒优化的主要局

限在于其保守性，它针对的是所有可能情景中最悲观、最坏的情况进行优化。然而，正是这种局限性，

使其在安全至上的领域成为主要工具。相较于依赖概率信息的分布式鲁棒优化与结构复杂的遗憾最小化

鲁棒优化，极小极大鲁棒法仅需给定不确定性集合范围即可，计算过程较为简洁。与集值鲁棒相比，极

小极大鲁棒优化无需依赖复杂的集合偏序，具有计算简便和目标函数相互独立等优势。 
受上述启发，本文针对问题(UMP )，将标量化与极小极大鲁棒优化结合，并给出鲁棒标量化问题

( - -S RC UMPϕ )与极小极大鲁棒化问题( - -RC S UMPψ )。基于标量函数的序保持性质与序表示性质，分别在

鲁棒标量化问题( - -S RC UMPϕ )与极小极大鲁棒化问题( - -RC S UMPψ )下，探究问题(UMP )的鲁棒充分和

必要最优性条件，并分析鲁棒化与标量化的交换性。最后，通过具体例子验证所提方法的有效性与适用

性。相较于 Ehrgott 等人[6]的工作，本文突破线性标量化方法的局限，采用非线性标量化方法建立鲁棒充
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分和必要最优性条件，并在此基础上证明鲁棒化与标量化的可交换性这一关键结论。 

2. 预备知识 

本文设Y 为拓扑线性空间， K Y⊆ 为闭凸锥，满足 ( ) { }0K K∩ − =  (即 K 为尖锥)，且 intK ≠ ∅  (即
K 为实锥)。锥 K 在Y 上诱导出一个偏序关系 K≤ ，其定义为： 

1 2 2 1 1 2,,Ky y y y K y Yy≤ − ∈⇔ ∈∀ 。 

标量函数的序保持性质与序表示性质对于建立鲁棒充分和必要最优性条件具有重要作用。给出如下

标量函数性质。 
定义 2.1 [10]给定集合 A Y⊆ 以及 a A∈ ，标量函数 { }:Yϕ → ∪ ±∞ 满足 
(1) b A∈ ， ( ) ( )Kb a b aϕ ϕ≤ ⇒ ≤ ，则称ϕ 在 a A∈ 处是序保持的。 
(2) b A∈ ， ( ) ( ) Kb a b aϕ ϕ≤ ⇒ ≤ ，则称ϕ 在 a A∈ 处是序表示的。 
鲁棒严格有效解是指：在所有可能的不确定参数取值下，不存在其他解能在所有目标函数上严格优

于该解。下面给出问题(UMP )的鲁棒严格有效解概念。 
定义 2.2 [6] [7] 0x X∈ 称为问题(UMP )的鲁棒严格有效解，如果不存在 { }0x X x∈ \ 使得 

( ) ( )0, : , ,Ku U u U f x u f x u′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ≤ ， 

其中 1 2:  lU U U U= × × × 。 

3. 基于标量化与鲁棒化的最优性条件分析 

3.1. 先鲁棒化后标量化下的最优性条件分析 

对问题(UMP )进行极小极大鲁棒优化，其鲁棒对应问题如下： 

( ) ( )
1 1

1 1min sup , , , sup ,
x X l l

l l
u U u U

f x u f x u
∈ ∈ ∈

 
 
 

  ( -RC UMP ) 

给定任意 x X∈ ，我们记 ( ) ( ): sup ,
i ii u U i iH x f x u∈= ∈  ( i I∈ )和 ( ) ( ) ( )( )1: , , l

lH x H x H x= ∈  。 
通过标量函数 { }:Yϕ → ∪ ±∞ 对鲁棒多目标优化问题( -RC UMP )进行标量化，得到如下鲁棒标量化

问题： 

( )min
x X

H xϕ
∈

 . ( - -S RC UMPϕ ) 

在鲁棒多目标优化问题( -RC UMP )下，对应鲁棒严格有效解的定义为：不存在 { }0x X x∈ \ 使得

( ) ( )0KH x H x≤ ，这与定义 2.2 中鲁棒严格有效解的概念一致。我们通过下述引理展示两者的等价关系。 
引理 3.1 假设 ( )( ), 1, ,if x i l⋅ =  在 iU 上关于 iu 是上半连续的，各不确定性集 ( )1, ,iU i l=  均为紧集。

则 0x X∈ 是鲁棒严格有效解当且仅当不存在 { }0\x X x∈ 使得 ( ) ( )0KH x H x≤ 。 
证明 先证充分性。设 0x X∈ 是鲁棒严格有效解。则不存在 { }0\x X x∈ 使得 

( ) ( )0: , , , .,i i i i i i i iu U u U f x u f x u i I′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ≤ ∀ ∈  

从而，不存在 { }0\x X x∈ 使得 

( ) ( )0sup , sup , , .
i i i i

i i i i
u U u U

f x u f x u i I
∈ ∈

≤ ∀ ∈  

因此，不存在 { }0\x X x∈ 使得 ( ) ( )0KH x H x≤ 。 
再证必要性。设不存在 { }0\x X x∈ 使得 ( ) ( )0KH x H x≤ 。即不存在 { }0\x X x∈ 使得 
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( ) ( )0, sup , ,
i i

i i i i
u U

f x u f x u i I
∈

≤ ∀ ∈ . 

根据 ( )( ), 1, ,if x i l⋅ =  在 iU 上关于 iu 是上半连续的，各不确定性集 ( )1, ,iU i l=  均为紧集，由此可

得，存在 i iu U′∈ 使得 

( ) ( )0 0sup , , ,
i i

i i i i
u U

f x u f x u i I
∈

′= ∀ ∈ 。 

因此，不存在 { }0\x X x∈ 使得 ( ) ( )0: , ,Ku U u U f x u f x u′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ≤， 。证毕。 
通过以下例子说明引理 3.1 结论的有效性。 
例 3.1 设 2Y =  ， 2K +=  ， { }0,1, 2X = ，且 { }1 2 0,1U U= = 。考虑如下不确定多目标优化问题： 

( ) ( )( )1 1 2 2min , , ,
x X

f x u f x u
∈

， 

其中 ( ) ( )( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2, , , , 1f x u f x u u x u x= − + − + ， ( ) { }1,2 0,1iu i = ∈ 。根据定义 2.2 可得，不存在 { }1,2x∈

使得 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )0,1 , 1,0 , 1,1 , 0,0 : , 0,Ku U u f x u f u′ ′∀ ∈ = ∃ = ≤ ， 

因此可得， 0 0x = 为鲁棒严格有效解。如图 1 所示， ( )1,f u 与 ( )2,f u 均不在 ( )0,f u K′ − 区域内，即

不存在 { }1,2x∈ 使得 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )0,1 , 1,0 , 1,1 , 0,0 : , 0,u U u f x u f u K′ ′∀ ∈ = ∃ = ∈ − 。 

给定函数 2:H X →  ，则上述不确定多目标优化问题对应的极小极大鲁棒优问题为： 

( )min
x X

H x
∈

， 

其中 ( ) ( )2 ,1H x x x= + 。根据鲁棒严格有效解定义可得，不存在 { }1,2x∈ 使得 ( ) ( )0KH x H≤ ，因此可得，

0 0x = 为鲁棒严格有效解。如图 2 所示， ( )1H 与 ( )2H 均不在 ( )0H K− 区域内，即不存在 { }1,2x∈ 使得 

( ) ( )0H x H K∈ − 。 

因此，上述两种方法均能得到 0 0x = 为鲁棒严格有效解。 
 

 
Figure 1. Robust strictly efficient solutions to problem (UMP ) 
图 1. 问题(UMP )下的鲁棒严格有效解 
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Figure 2. Robust strictly efficient solutions to problem ( -RC UMP ) 
图 2. 问题( -RC UMP )下的鲁棒严格有效解 

 
下面探究ϕ 的序保持性质与问题(UMP )的鲁棒充分最优性条件之间的关系。 
命题 3.1 设ϕ 在 ( )0H x 处是序保持的。若 0x X∈ 是问题( - -S RC UMPϕ )的唯一解，则 0x X∈ 是鲁棒严

格有效解。 
证明 反证法。假设 0x X∈ 不是鲁棒严格有效解，则存在 { }0\x X x∈ 使得 ( ) ( )0KH x H x≤ 。 
因为ϕ 在 ( )0H x 处是序保持的，所以有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0KH x H x H x H xϕ ϕ≤ ⇒ ≤  ， 

这与 0x X∈ 是问题( - -S RC UMPϕ )的唯一解矛盾。故假设不成立，命题得证。 
接下来，给出ϕ 的序表示性质与问题(UMP )鲁棒必要最优性条件之间的关系。 
命题 3.2 设ϕ 在 ( )0H x 处是序表示的。若 0x X∈ 是鲁棒严格有效解，则 0x X∈ 是问题( - -S RC UMPϕ )

的唯一解。 
证明 反证法。假设 0x X∈ 不是问题( - -S RC UMPϕ )的唯一解，则存在 { }0\x X x∈ 使得 

( ) ( )0H x H xϕ ϕ≤  。 

因为ϕ 在 ( )0H x 处是序表示的，所以有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0KH x H x H x H xϕ ϕ≤ ⇒ ≤  ， 

这与 0x X∈ 是是鲁棒严格有效解矛盾。故假设不成立，命题得证。 

3.2. 极小极大鲁棒法与集值鲁棒法的比较 

在不确定优化问题中，极小极大鲁棒优化方法和集值鲁棒优化方法是两种主要的研究方法。集值鲁

棒优化方法往往需要处理复杂的集值映射，计算量较复杂。相比之下，极小极大鲁棒优化方法能够对每

个不确定参数独立分析最坏情况，目标函数之间相互独立，且计算简便。通过以下例子展示极小极大鲁

棒优化方法参数能独立分析与计算简便的特点。 
例 3.2 设 4Y =  ， 4K +=  ， { }0,1,2,3,4X = ，且 [ ]1 2 3 4 1,1U U U U= = = = − 。考虑如下不确定多目标

优化问题： 
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( ) ( ) ( ) ( )( )31 2 3 4 41 2min , , , , , , ,
x X

f x u f x u f x u f x u
∈

, 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 32 4 42 3, , , , , , ,f x u f x u f x u f x u =  

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

2 2 2 2
1 2 3 4

1 2 3 4

, 1 , 1 , , 3, 1, 2,3, 4 1,1 ,

3, 3, 2, 2 , 3, 1, 2,3, 4 1,1 .

i

i

u x u x u x u x x x u i

u u u u x u i

 + − + − − + + ≠ = ∈ −

 − − − − = = ∈ −

 

步骤 1 集值鲁棒优化方法。 
给定集值映射 : 2YF X → ，则上述不确定多目标优化问题的集值鲁棒对应问题为 

( )min
x X

F x
∈

， 

其中 

( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]{ }
( ) [ ] [ ] [ ] [ ]{ }

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

, 1 , 1 , : 1,1 , 1,1 , 1,1 , 1,1

3, 3, 2, 2 1,1 , 1,1 , 1,1 ,

, 3,

: ,1 31, .

xu x u x u x u x x u u u u

u u u u u u u
F

xu
x

+ − + − − + + ∈ − ∈ − ∈ − ∈ −

− − − − ∈ − ∈ −

 ≠

∈ − ∈
=

−



 =

 

由文献[9]中的集值鲁棒严格有效解定义可知： 0x X∈ 是是鲁棒严格有效解，总有 x X∈ 使得

( ) ( ) 4
0F x F x +⊆ −/  。由于集值鲁棒优化方法需要在整个决策空间 X 上，考虑包含不确定参数的所有的映

射集 ( )F x ，因此计算过程较为复杂。集合之间的偏序关系或包含关系也难以通过图形来直观判断。 
步骤 2 极小极大鲁棒优化方法。 
对上述不确定多目标优化问题极小极大鲁棒优化得 

( )min
x X

H x
∈

, 

其中函数 4:H X →  ， ( ) ( )
( )

2 21 ,1 , , 2 , 3,

2, 2, 1, 1 , 3.

x x x x x
H x

x

 + + ≠= 
− − − − =

 

根据引理 3.1 可得，不存在 { }0,1,2,4x∈ 使得 ( ) ( )3KH x H≤ ，因此 0 3x = 是鲁棒严格有效解。极小极

大鲁棒优化方法通过独立考虑各目标函数的最坏情况，计算过程相对简单。 

3.3. 先标量化后鲁棒化下的最优性条件分析 

通过标量化函数 { }:Yψ → ∪ ±∞ ，将问题(UMP )转化为标量优化问题： 

( )min ,
x X

f x uψ
∈

 . ( -S UMPψ ) 

对标量优化问题( -S UMPψ )进行极小极大鲁棒优化，得到如下极小极大鲁棒化问题： 

( )min sup ,
x X u U

f x uψ
∈ ∈

 . ( - -RC S UMPψ ) 

下面探究ψ 的序保持性质与问题(UMP )鲁棒充分最优性条件之间的关系。 
命题 3.3 设ψ 在 ( )0 ,f x u′ 处是序保持的。若 0x X∈ 是问题( - -RC S UMPϕ )的唯一解，则 0x X∈ 是鲁棒

严格有效解。 
证明 反证法。假设 0x X∈ 不是鲁棒严格有效解，则存在 { }0\x X x∈ 使得 

( ) ( )0, : , ,Ku U u U f x u f x u′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ≤ .                           (1) 

因为ψ 在 ( )0 ,f x u′ 处是序保持的，所以有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , , , ,Kf x u f x u u U f x u f x u u Uψ ψ′ ′≤ ∀ ∈ ⇒ ≤ ∀ ∈  .                 (2) 
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根据式(1)和式(2)式得 

( ) ( )0, : , ,u U u U f x u f x uψ ψ′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ≤  。 

进一步有 

( ) ( ) ( )0 0sup , , sup ,
u U u U

f x u f x u f x uψ ψ ψ
∈ ∈

′≤ ≤   。 

从而存在 { }0\x X x∈ 使得 

( ) ( )0sup , sup ,
u U u U

f x u f x uψ ψ
∈ ∈

≤  ， 

这与 0x X∈ 是问题( - -RC S UMPψ )的唯一解矛盾。故假设不成立，命题得证。 
接下来，研究ψ 的序表示性质与问题(UMP )鲁棒必要最优性条件之间的关系。 
命题 3.4 令ψ 在 ( )0 ,f x u′ 处是序表示的。假设存在u U′∈ 使得 

( ) ( )0 0sup , ,
u U

f x u f x uψ ψ
∈

′=  。                              (3) 

若 0x X∈ 是鲁棒严格有效解，则 0x X∈ 是问题( - -RC S UMPψ )的唯一解。 
证明 反证法。假设 0x X∈ 不是问题( - -RC S UMPψ )的唯一解，则存在 { }0\x X x∈ 使得 

( ) ( )0sup , sup ,
u U u U

f x u f x uψ ψ
∈ ∈

≤  。                             (4) 

对于任意 u U∈ ，我们有 

( ) ( ), sup ,
u U

f x u f x uψ ψ
∈

≤  。                               (5) 

再根据式(3)、(4)和(5)得 

( ) ( )0, : , ,u U u U f x u f x uψ ψ′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ≤  。                         (6) 

因为ψ 在 ( )0 ,f x u′ 处是序表示的，所以有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , , , ,Kf x u f x u u U f x u f x u u Uψ ψ ′ ′≤ ∀ ∈ ⇒ ≤ ∀ ∈  。 

上式结合式(6)可得，存在 { }0\x X x∈ 使得 

( ) ( )0, : , ,Ku U u U f x u f x u′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ≤ ， 

这与 0x X∈ 是是鲁棒严格有效解矛盾。故假设不成立，命题得证。 

3.4. Gerstewitz 函数非线性标量化分析 

Gerstewitz 函数的相关定义及基本性质如下所述。 
定义 3.1 [11]设序锥 K Y⊆ 满足内部非空 intK ≠ ∅。对于给定的 q intK∈ ，Gerstewitz 函数 

, :K q Yφ− → 定义为 ( ) { }, : min :K q y t y tq Kφ− = ∈ ∈ − 。 
命题 3.5 [11]设 K Y⊆ 为正常闭凸锥且 q intK∈ ，则有 
(1) ( ),K q y t y tq K tφ− ≤ ⇔ ∈ − ∀ ∈， ； 
(2) ( ),K q y t y tq intK tφ− < ⇔ ∈ − ∀ ∈， ； 
(3) ( ),K q y t y tq K tφ− = ⇔ ∈ −∂ ∀ ∈， ； 
(4) 函数 ,K qφ− 是有限值的、连续的且凸的。 
基于 Gerstewitz 函数 , :K q Yφ− → ，给定 a A Y∈ ⊆ ，重新定义函数 , :a K q Yφ − → 为： 
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( ) { }, : min :a K q y t y tq a Kφ − = ∈ ∈ + − 。 

由定义可得 

( ) ( ), , .a K q K qy y aφ φ− −= −                                 (7) 

根据上述定义与性质可得，函数 ,a K qφ − 具有序保持性质与序表示性质，具体如下。 
命题 3.6 设 a A∈ 且 q intK∈ ，则下列断言成立： 
(1) 函数 ,a K qφ − 在 a A∈ 处是序保持的。 
(2) 函数 ,a K qφ − 在 a A∈ 处是序表示的。 
证明 (1) 设 a A∈ 满足 Ka a≤ ，即 a a K− ∈− ，则 

0 ,a a K q K q intK− ∈− = ⋅ − ∈ 。 

根据命题 3.5(1)，并结合式(7)，可以得到 

( ) ( ), , 0a K q K qa a aφ φ− −= − ≤ .                               (8) 

因为 0 K∈−∂ ，所以根据命题 3.5 (3)与式(7)可得 

( ) ( ), , 0 0a K q K qaφ φ− −= = .                                (9) 

从而根据式(8)和(9)有 

( ) ( ), , 0a K q a K qa aφ φ− −≤ = . 

所以 ,a K qφ − 在 a 处是序保持的。 
(2) 设 a A∈ 满足 ( ) ( ), , 0a K q a K qa aφ φ− −≤ = ，则 

( ) ( ), , 0K q a K qa a aφ φ− −− = ≤ 。 

根据命题 3.5(1)可得 

Ka a K a a− ∈− ⇔ ≤ 。 

所以 ,a K qφ − 在 a 处是序表示的。命题得证。 
给定 ( ){ }:a A H x x X∈ = ∈ ，基于函数 , :a K q Yφ − → ，问题( - -S RC UMPϕ )可转化为如下问题： 

( ),min
x X

a K q H xφ
∈

−  . ( - -S RC UMPφ ) 

基于上述鲁棒标量化问题( - -S RC UMPφ )，命题 3.1 与 3.2 可以重新表述，从而可得如下鲁棒最优性条

件。 
推论 3.1 设 a A∈ 且满足 ( )0a H x= 。 0x X∈ 是鲁棒严格有效解，当且仅当 0x X∈ 是鲁棒标量化问题

( - -S RC UMPφ )的唯一解。 
证明 根据命题 3.1 可得， 0x X∈ 是问题( - -S RC UMPφ )的唯一解，则 0x X∈ 是鲁棒严格有效解。再根

据命题 3.2 可得， 0x X∈ 是鲁棒严格有效解，则 0x X∈ 是问题( - -S RC UMPφ )的唯一解。证毕。 
给定 ( ){ }, : ,a A f x u x X u U∈ = ∈ ∈ ，基于函数 , :a K q Yφ − → ，问题( - -RC S UMPψ )转化为如下问题： 

( ),min sup ,
x X

a K q
u U

f x uφ
∈

−
∈

 . ( - -RC S UMPφ ) 

基于上述极小极大鲁棒化问题( - -RC S UMPφ )，命题 3.3 与 3.4 可以重新表述，从而可得如下鲁棒最

优性条件。 
推论 3.2 令 a A∈ 且满足 ( )0 ,a f x u′= 。假设存在 u U′∈ 使得 

( ) ( ), 0 , 0sup , ,u U a K q a K qf x u f x uφ φ∈ − − ′=  。则 0x X∈ 是鲁棒严格有效解，当且仅当 0x X∈ 是极小极大鲁棒
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化问题( - -RC S UMPφ )的唯一解。 
证明 根据命题 3.3 可得， 0x X∈ 是问题( - -RC S UMPφ )的唯一解，则 0x X∈ 是鲁棒严格有效解。再根

据命题 3.4 可得， 0x X∈ 是鲁棒严格有效解，则 0x X∈ 是问题( - -RC S UMPφ )的唯一解。证毕。 

4. 标量化与鲁棒化的可交换性 

在适当的条件下，鲁棒标量化问题( - -S RC UMPϕ )与极小极大鲁棒化问题( - -RC S UMPψ )是等价的，即

0x X∈ 是鲁棒严格有效解，当且仅当 0x X∈ 同时是问题( - -S RC UMPϕ )与问题( - -RC S UMPψ )的唯一解时。

具体内容如下所示。 
命题 4.1 设ϕ 在 ( )0H x 处是序保持与序表示的，且ψ 在 ( )0 ,f x u′ 处是序保持与序表示的。假设存在

u U′∈ 使得 ( ) ( )0 0sup , ,u U f x u f x uψ ψ∈ ′=  。则下列断言是等价的： 
(1) 0x X∈ 是鲁棒严格有效解； 
(2) 0x X∈ 是鲁棒标量化问题( - -S RC UMPϕ )的唯一解； 
(3) 0x X∈ 是极小极大鲁棒化问题( - -RC S UMPψ )的唯一解。 
证明 根据命题 3.1 和 3.2 可得，(1)和(2)是等价的。再根据命题 3.3 和 3.4 可得，(1)和(3)是等价的。

因此，(1)、(2)与(3)是等价的。命题得证。 
给出如下例子验证鲁棒化与标量化的交换性。 
例 4.1 考虑不确定多目标优化问题(UMP )满足： 3Y =  ， 3K +=  ， [ ]0, 2X = ， [ ]1 2 3 1,1U U U= = = − ，

以及 ( )1 1 1,f x u u x= − − ， ( )2 2
2 2, 1f x u u x= − − ， ( )3 3

2, 1f x u u x= − − − 。 
步骤 1 根据定义 2.2 可得， 0 2x = 是鲁棒严格有效解。 
步骤 2 计算鲁棒标量化问题( - -S RC UMPφ )的解。 
问题(UMP )的极小极大鲁棒对应问题为： 

[ ]
( )

0,2
min
x

H x
∈

，( -RC UMP ) 

其中 ( ) ( ) [ ]21 ,1 , 0, 2H x x x x x= − − − ∈， 。通过引理 3.1 可得， 0 2x = 是该问题下的鲁棒严格有效解。 
给定 ( ) ( )0 1, 3, 2a H x= = − − − 以及 ( )1,1,1q = ，通过标量函数 , :a K q Yφ − → 对鲁棒多目标优化问题

( -RC UMP )进行标量化处理得如下鲁棒标量化问题： 

[ ] ( ) ( )
00,2

min H x Kx
H xφ −∈
 ，( - -S RC UMPφ ) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ } [ ]

0

2

2

: min : 1 ,1 , , , 1, 3, 2

max 2 , 4 , 2 0, 0, 2 .

H x K H x t x x x t t t K

x x x x

φ − = ∈ − − − ∈ + − − − −

− − − ≥ ∈

 

=
 

对于任意 [ ]0,2x∈ 且 0 2x x≠ = 可得 

( ) ( ) ( ) ( )
0 000 H x K H x KH x H xφ φ− −= <  。 

因此， 0 2x = 是鲁棒标量化问题( - -S RC UMPφ )的唯一解。 
步骤 3 计算极小极大鲁棒化问题( - -RC S UMPφ )的解。 
给定 ( ) ( )0 , 1, 3, 2a f x u′= = − − − 以及 ( )1,1,1q = ，标量函数 , :a K q Yφ − → 对问题(UMP )标量化得到 

[ ] ( ) ( )
0 ,0,2

min ,f x u Kx
f x uφ ′ −∈
 ，( -S UMPφ ) 

其中 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ } [ ]

0

2 2 2
1 2 3,

2 2 2
1 2 3

, : min : , 1 , 1 , , 1, 3, 2

1 ,3 1 ,2 1 , 0,m x 2 .a

f x u K f x u t u x u x u x t t t K

u x u x u x x

φ ′ − = ∈ − − − − − − − ∈ + − − − −

= − − + − − − − − ∈

 

 

上述标量化问题的极小极大鲁棒对应问题为： 

[ ]
( ) ( )

00,2
,min sup ,

x
f x u K

u U
f x uφ

∈
′ −

∈
 ，( - -RC S UMPφ ) 

其中 

( ) ( ) { }
{ } [ ]

0

2

2 2 2
1 2 3,sup , sup

max 2 ,4 ,

max 1 ,3 1 ,2

2

1

0,2 .0,

f x u K
u U u U

f x u u x u x u x

xx x x

φ ′ −
∈ ∈

= − −

= − −

+ − − −

−

− −

∈≥



 

对于任意 [ ]0,2x∈ 且 0 2x x≠ = 可得 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0, ,sup , sup , 0f x u K f x u K

u U u U
f x u f x uφ φ′ ′− −

∈ ∈
> =  。 

因此， 0 2x = 是极小极大鲁棒化问题( - -RC S UMPφ )的唯一解。 
根据命题 3.6 可得，标量函数 ( )0H x Kφ − 在 ( )0H x 处具有序保持性质与序表示性质，标量函数 ( )0 ,f x u Kφ ′ −

在 ( )0 , 'f x u 处具有序保持性质与序表示性质。注意到存在 ( )1,0,1u′ = − 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) { }0 0

2 2
0 0 1 2 3, ,sup , , ' 1 , 1 1, 1a 0m xf x u K f x u K

u U
f x u f x u u u uφ φ′ ′− −

∈
= = − − − − − − =  ， 

因此，命题 4.1 的假设成立。这表明 0 2x = 是鲁棒严格有效解，且同时是鲁棒标量化问题( - -S RC UMPφ )
与极小极大鲁棒化问题( - -RC S UMPφ )的唯一解，从而命题 4.1 成立，说明标量化与鲁棒化是可交换的。 

5. 总结 

本文将极小极大鲁棒优化与标量化相结合，在此方法下提出鲁棒标量化问题( - -S RC UMPϕ )与极小极

大鲁棒化问题( - -RC S UMPψ ) (如图 3)，并通过序保持性质与序表示性质建立了问题(UMP )的鲁棒充分和

必要最优性条件。此外，用具有序保持性质与序表示性质的 Gerstewitz 函数具体说明该结合方法。最后，

在鲁棒充分和必要最优性条件及适当假设条件下，证明鲁棒化与标量化在不确定多目标优化问题中是可

交换的。 
 

 
Figure 3. Scalarization and robustification 
图 3. 标量化与鲁棒化 
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