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摘  要 

本文研究了具有两个捕食者和一个食饵的离散扩散的捕食者–食饵模型的行波解，其中两个捕食者的净

增长率均为负。当外来捕食者的传播速度大于等于最小波速时，系统存在连接无捕食者状态和共存状态

的行波解，即捕食者入侵成功。在Schauder不动点定理的帮助下构造了合适的上下解，证明了行波解的

存在性。另外，利用压缩矩形的方法得到了行波解在无穷远处的渐近行为。通过对最小波速的估计，得

到了当外来捕食者的传播速度小于最小波速时，系统不存在行波解。 
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Abstract 
In this paper, we study the traveling wave solution of a discrete diffusive predator-prey model with 
two predators and one prey, in which the net growth rate of both predators is negative. When the 
propagation speed of the invasive predator is greater than or equal to the minimum wave speed 
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there exists a traveling wave solution connecting the predator-free state and the coexistence state 
of the system, meaning the predator invasion is successful. With the help of Schauder’s fixed point 
theorem, suitable upper and lower solutions are constructed to prove the existence of traveling 
wave solutions. In addition, the asymptotic behavior of the traveling wave solution at infinity is ob-
tained by using the method of shrinking rectangle. By estimating the minimum wave speed, it is 
obtained that there is no traveling wave solution for the system when the spread speed of the inva-
sive predator is less than the minimal wave speed. 
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1. 引言 

在自然界中，生物种群之间的相互作用是复杂且多样的。捕食者–食饵关系是生态学中最基本的相

互作用之一，它不仅影响着物种的存活和繁衍，还决定了生态系统的结构和功能。行波解作为一种特殊

的解，它描述了种群如何在空间中随时间以特定的速度和形状传播，这对于理解物种扩散、入侵生态学

以及疾病传播等现象至关重要。在两个弱竞争捕食者与一个食饵的模型中。行波解能够帮助我们预测和

理解捕食者和食饵种群如何在空间中分布，以及它们如何响应环境变化和干扰。 
格动力系统即空间离散反应扩散系统，为生态学提供了一种定量化的方法来展示生态系统中环境因

子和生物因子的变化过程。在实际生活中，生物体生存的空间并不都是连续的，如：传染病的传播、物

种的繁殖、迁移、入侵[1] [2]以及大气的扩散等现象，用经典的反应扩散系统描述就不是很严谨。 
目前，已有大量的文献研究了连续捕食–食饵模型行波解的存在性。然而，对于具有离散空间结构

的捕食者–食饵模型的研究相对较少。事实上，晶格动力学系统在聚集扩散[3]和斑块环境[4] [5]中描述侵

入现象方面比连续系统更现实。 
近年来，行波解的研究引起了人们的广泛关注。两物种的捕食–食饵系统反应扩散方程已经有了相

对成熟的结果。对于具有连续的局部和非局部扩散的方程，我们参考文献[6]-[9]。其中采用了交叉迭代、

上下解和最大值原理的方法，证明了行波解的存在性。Chen 等人[10]研究了连续和离散扩散捕食者–食

饵模型的行波解，研究了在一定的参数限制下外来入侵的捕食者被引入现有食饵的栖息地，这两个物种

能生存下来。利用 Schauder 不动点理论，在合适的上下解的帮助下，证明了该模型行波解的存在性。Zhang
等人[11]研究了连续和离散扩散修正 Leslie-Gower 捕食模型的行波解的存在性。 

自然界中，我们所看到的捕食–食饵关系更多的是多个物种之间的相互作用，然而，涉及的物种越

多，预期的动力学行为就越复杂。最近，大量工作集中在三物种捕食–食饵系统的研究。Huang 等人[12]
研究了具有两个食饵和一个捕食者的扩散系统的行波解，其中两个食饵具有竞争关系，捕食者除了食饵

以外靠其他资源也能存活。Chen 等人[13]研究了局部的一个外来捕食者入侵具有弱竞争的一对本土食饵

行波解。通过构造上解和下解，证明了非平凡行波解的存在性。通过将渐近扩展与压缩矩形相结合，证

实了行波解的渐近性。利用渐近扩散理论，证明了行波解的不存在性。Guo [14]等人研究了局部的一个有

两个之间具有弱竞争的外来捕食者和一个土著食饵的捕食者–食饵模型 
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通过连接无捕食者状态和共存状态的行波解的最小波速来表征这两种捕食者的入侵速度，利用

Schauder 不动点定理构造上下解，建立了证明行波存在性的标准方法；还引入了一种新的压缩矩形形式来

推导波廓线的右尾极限。与连续系统(1)相比，本文研究的离散系统(2)在数学处理和生态解释上存在显著差

异。首先，离散扩散项的引入使得系统不再具有连续系统中拉普拉斯算子所带来的正则性，因此需要发展

适用于格点系统的上下解构造技巧和不动点框架。其次，在波速的最小值估计和行波解不存在性的证明中，

离散系统特有的特征方程和谱性质也带来了新的挑战。此外，从生态建模的角度看，离散系统更适用于描

述生境斑块化、迁移路径不连续的实际场景，因此本研究为理解捕食者在破碎化景观中的入侵过程提供了

更贴近现实的理论工具。故在本文中，我们在[14]的基础上考虑离散版本的捕食–食饵系统 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2j j j jD z t z t z t z t+ −  = + −  ； ( ) ( ),j ju t v t 和 ( )jw t 分别表示两个捕食者和一个食饵在生态位 j
和时 t 的种群密度； ( )1,2,3id i = 分别表示各物种的扩散率； 1r 和 2r 分别表示两个捕食者的死亡率， 3r 表示

食饵的内禀增长率；假设食饵w 的承载能力为 1； 3r b 表示捕食者对食饵的捕食率， 1r a和 2r a 分别为捕食者

对食饵的转化率； h 和 k 为两个捕食者的内部竞争系数；此外，所有的参数都是正常数且满足以下条件： 

( )
11,  0 , 1,  0 .

2 1
a h k b

a
> < < < <

−
                             (3) 

上述参数的条件可知两个捕食者之间是弱竞争关系，捕食者除了该食饵外在其他资源下也能存活。在(3)
的条件下存在唯一的共存状态 ( )* * *, ,u v w ，其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )* * * * *1 2 1 1,  1 ,  1 .
1 2 1 1

hk b h k k kw v aw u aw
hk ab h k hk hk
− + − − − −

= = − = −
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且存在无捕食者状态为 ( )0,0,1 ，本文考虑两个具有弱竞争捕食者入侵本土食饵的入侵现象。系统(2)的解

是速度为 c 的行波，若存在定义在上的函数 , ,U V W 且令 j ctξ = + ，满足 ( )( ) ( )( ), , , ,j j ju v w t U V W ξ= 。

则系统(2)对应的行波系统如下： 
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                 (4) 

其中 [ ]( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2D ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ= + + − − ；由于我们感兴趣的是连接无捕食者状态 ( )0,0,1 和共存状态

( )* * *, ,u v w 的行波解,故对行波解规定如下渐近边界条件： 

( ) ( ) ( ) ( )* * *lim , , 0,0,1 ,  lim , , , , ,U V W U V W u v w
ξ ξ→−∞ →+∞

= =                      (5) 

上述式子说明捕食者可以成功入侵食饵的栖息地。 
最后，我们定义最小波速： 
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由于捕食–食饵系统不具有比较原理，经典的单调迭代法不再适用于推导行波解的存在性，本文将

通过构造上下解，应用 Schauder 不动点定理的方法证明行波解的存在性。本文构造的行波是两个捕食者

同时传播的，从生态学意义上来说，这意味着这两个捕食者以相同的速度入侵本土食饵的栖息地。 
与已有的三物种系统研究相比，本文工作具有以下创新点：一是将[14]的连续模型推广至离散空间，

克服了离散扩散项带来的非局部耦合和谱分析困难；二是与[12]的双食饵单捕食者模型不同，本文聚焦于

双捕食者单食饵系统，更适用于分析外来捕食者入侵现存生态位的场景；三是与[13]的本土食饵系统相

比，本文通过净增长率为负的假设，更准确地描述了专性捕食者的生存依赖关系。这些改进使得模型既

能反映真实生态系统的空间离散特性，又能捕捉多物种相互作用中的关键生态过程。 
本文剩余部分组织如下：在第 2 节中，我们首先给出了系统(4)的上下解的定义，然后给出了(4)解存

在性的一个定理。在第 3 节中，我们构造了速度 *c c≥ 的上下解，证明了行波解的存在性。在第 4 节中，

利用压缩矩形的方法，我们得到了波廓线的右尾极限。最后在第 5 节中，我们证明了行波解的不存在性，

由此确定了最小波速。 

2. 基本理论 

为推导系统(4)行波解的存在性，需先构造上下解。上下解的构造核心思想是基于系统平衡态特性与

参数约束，设计具有明确衰减性和边界适配性的连续函数：一方面，需确保上下解在无穷远处满足行波

解的渐近边界条件；另一方面，需通过参数选取使上下解分别满足系统(4)的不等式约束，为后续应用

Schauder 不动点定理奠定基础。我们首先给出上下解的定义。 
定义 2.1：定义在上的连续函数 ( ), ,U V Wϕ = 和 ( ), ,U V Wφ = 被称为系统(4)的一对上下解，即满足

存在一个有限集合 { }1 2, , , mT ξ ξ ξ=  使得当 \ Tξ ∈ 时，ϕ′和φ′存在且有界并满足以下不等式： 
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现在，我们将构造 *c c≥ 时系统(4)合适的上下解。 

2.1. c c∗> 的情形 

当 *c c> 时， ( ) 0iy λ = 有两个正实根，其中 ( ) ( ) ( )2 1 , 1, 2i i
i i i iy d e e c r a iλ λλ λ−= + − − + − = 。我们定义

( )1,2i iλ = 是 ( ) 0iy λ = 的小的正根， ( )ˆ 1, 2i iλ = 是更大的根。进一步容易知道 3λ 为 

( )3 32 0d e e c rλ λ λ−+ − − − = 唯一的正根。 
接下来，我们将定义以下连续函数： 
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其中参数决定上下解在无穷远处的衰减速率以适配无捕食者或共存状态的渐近边界，共同保障上下解满

足定义 2.1 的不等式约束与边界条件，故满足以下条件： 
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下面我们将验证以上函数为一对上下解。 
首先，我们证明 ( )1 0F ξ ≤ ，当 0ξ > 时，有 ( ) 1U ξ σ= ， ( ) 11U ξ σ+ = ， ( ) 11U ξ σ− ≤ ， 1W = 。 
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同样的对所有的 0ξ ≠ 也能得到 ( )2 0F ξ ≤ 。 
因为 1W = ，易得 ( )3 0F ξ ≤ 。接下来，我们证明 ( )3 0L ξ ≥ 。 
由于 1aσ < ，则 3 0ξ < 。 

当 3ξ ξ> 时，有 ( ) 1W aξ σ= − ， ( )1 1W aξ σ+ = − ， ( )1 1W aξ σ− ≥ − ， 1U σ≤ ， 2V σ≤ ，则我们能得

到： 

( ) ( )[ ]
( ) ( )

3 3 1 2

3 1 2

1 1 1

1

0.

L r a b b a

r a a b

ξ σ σ σ σ

σ σ σ σ

≥ − − − − +

= − − +  
≥

 

当 3 0ξ ξ< < 时， 3 3 3 3e pe aλ ξ µλ ξ σ+ ≤ ， 1
1U eλ ξσ= ， 2

2V eλ ξσ= ， ( ) ( )3 31W e peλ ξ µλ ξξ = − + ， 

( ) ( ) ( )( )3 31 11 1W e peλ ξ µλ ξξ + ++ ≥ − + ， ( ) ( ) ( )( )3 31 11 1W e peλ ξ µλ ξξ − −− = − + ，则通过计算可得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

( )

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 1 2

3 3 3 3 3 3

3 3 1 2

1 1 1 1
3 3 3 3

3 1 2

3 3 3 3 3 3

2

3 1 2

2 2

1

2 2

L d e pe e pe e pe c e pe

r e pe e pe b e b e

e d e e c r pe d e e c r

r e pe b e b e

λ ξ µλ ξ λ ξ µλ ξ λ ξ µλ ξ λ ξ µλ ξ

λ ξ µλ ξ λ ξ µλ ξ λ ξ λ ξ

λ ξ λ λ µλ ξ µλ µλ

λ ξ µλ ξ λ ξ λ

ξ λ λ

σ σ

λ µλ

σ σ

+ + − −

− −

 ≥ − − − − + + + + 

+ − + + − −

≥ − + − − − − + − − −

− + + +{ }
( ){ }( )3 3 3

3 3 32e p d e e c r

ξ

µλ ξ µλ µλ µλ−≥ − + − − −
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( ) ( ) ( ){ }
( )

1 3 2 33

3

1
3 1 2

3: .

r a e a p b e b e

e f

λ µλ ξ λ µλ ξµ λ ξ

µλ ξ

σ σ σ σ

ξ

− −−− + + +

=
  

现选择 µ 使得 1 2

3 3

0 min , ,λ λµ α
λ λ

 
< <  

 
，其中α 为正常数使得 ( )3 3

3 3 32 0d e e c rαλ αλ αλ−+ − − − = ，由 3λ

的定义，则 1α < ，则 ( )3 3
3 3 32 0d e e c rµλ µλ µλ−+ − − − < 。 

另一方面，由 3 0ξ ξ< < 和 1 2

3 3

0 min , ,λ λµ α
λ λ

 
< <  

 
，若

( )
( )3 3

3 1 2

3 3 32

r a b b
p

d e e c rµλ µλ

σ σ σ

µλ−

+ +
>

 − + − − − 
，则有 

( ) ( ){ } ( )3 3
3 3 3 3 3 1 22 0.f p d e e c r r a b bµλ µλξ µλ σ σ σ− ≥ − + − − − − + + ≥   

最后，令 , 1, 2i iξ = 是 ( ) 0i ig ξ = 唯一的解，其中 ( ) i i i
i ig e q eλ ξ η λ ξξ = − 。由于 1, 1, 1,2i iq iη > > = ，则有 0iξ <

和 ( ) 0ig ξ > 。 
接下来我们证明 ( )1 0L ξ ≥ 。 
当 1ξ ξ> 时， ( ) 0U ξ = ， ( )1 0U ξ + = ， ( )1 0U ξ − ≥ 。则 ( )1 0L ξ = 。 

当 1ξ ξ< 时， 2
2V eλ ξσ= ， ( ) ( )3 31W e peλ ξ µλ ξξ ≥ − + ， ( ) ( )1 1 1

1 1U e q eλ ξ η λ ξξ σ= − ， 

( ) ( ) ( )( )1 1 11 1
1 11U e q eλ ξ η λ ξξ σ + ++ ≥ − ， ( ) ( ) ( )( )1 1 11 1

1 11U e q eλ ξ η λ ξξ σ − −− = − 。

  通过简单计算易得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 31 1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1

2 (
1 1 1 2

2 1 2 1

2 1

L e d e e c r a q e d e e c r a

r e q e e q e k e a e pe

q e d e e c r a

r e k e

λ ξ λ λ η λ ξ η λ η λ

λ ξ µλ ξλ ξ η λ ξ λ ξ η λ ξ λ ξ

η λ ξ η λ η λ

λ ξ λ λ

ξ σ λ σ η λ

σ σ σ

σ η λ

σ σ σ

− −

−

+

   ≥ + − − + − − + − − + −   

− − − + + +

 ≥ − + − − + − 

− + ( ) ( )( ){ }
( ) ( ){ }{

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }}
( )

1 3 1 3

1 1 1 1 1 1

1 3 1 1 1 3 1 11 1 1 1 2 1 1

1 1

)

1 1 1 1 1 1

2
1 1 2

1 1

2 1

: .

a e pe

e q d e e c r a

r e k e a e pe

e f

λ λ ξ λ µλ ξξ

η λ ξ η λ η λ

λ λ η λ ξ λ µλ η λ ξλ η λ ξ λ λ η λ ξ

η λ ξ

σ η λ

σ σ

σ ξ

+ +

−

+ − + −− + −

+ +

 = − + − − + − 

− + + +

=

 

我们现在选择 31 2
1

1 1 1

ˆ
1 min ,2,1 ,1 αλλ λη

λ λ λ
  < < + + 
  

，对于所有的 1 0ξ ξ< < ，若 

( )
( ) ( )1 1 1 1

1 1 2
1

1 1 1 1

max 1,
2 1

r k a ap
q

d e e c r aη λ η λ

σ σ

η λ−

 + + + >  
 − + − − − −   

，则能得到： 

( ) ( ) ( ){ } ( )( )1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 22 1 1 0.f q d e e c r a r k a pη λ η λξ η λ σ σ− ≥ − + − − + − − + + + ≥   

同理，对所有的 2ξ ξ≠ ，若 

( )
( ) ( )2 2 2 2

2 1 232 1
2 2

2 2 22 22 2

ˆ
1 min ,2,1 , max1 , 1, ,

2 1

r h a ap
q

d e e c r aη λ η λ

αλλ λη
ηλ

σ σ
λ λλ −

 + + + >  
 − + − −

  < <
− −  

+ + 
   

 

也能得到 ( )2 0L ξ ≥ 。 
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引理 2.1：当 *c c> 时，若满足上述 1 2 1 2, , , , ,p q qµ η η 的选择，则连续函数 ( ), ,U V Wϕ = 和 ( ), ,U V Wφ =

被称为系统(4)的一对上下解。 

2.2. c c∗= 的情形 

接下来，我们将讨论临界速度 *c c= 的情形。不失一般性，我们可以假设 1 1 2 2r d r d≥ ，我们分为以下两

种情形进行讨论： 

2.2.1. r d r d1 1 2 2>  
当 1 1 2 2r d r d> 时， ( ) ( )* 1 12 1c d e e r aλ λλ −= + − + − 有唯一的正根 1λ ，则有 ( )1 1

* 1c d e eλ λ−= + 。且 3λ 为

( )3 32 0d e e c rλ λ λ−+ − − − = 唯一的正根。 
接下来我们考虑 

( ) ( )2 2 2 2
1 2

1 1: ,   : ,   1.
2 2

l lξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= + + + = + − + ≤ −  

则 ( )1l ξ 和 ( )2l ξ 在 ( ], 1−∞ − 是正的。我们用洛必达法则进行计算得到： 

( )
2 2

1 2 1 2

1 2 3 2

3 2

1

2 3

2

2

1 1 1 1 11 1 1
2 2 2lim lim lim1 2

1 1 11 1 1
2lim lim4 4

11
1lim .

8 8

l
ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ ξξ ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

−

→−∞ →−∞ →−∞

− −

→−∞ →−∞

−

→−∞

   
− + + + −   
   = =

−

    −
− + + +   
   = =

−

 
+ 

 = =

 

同理，我们能得到 ( )2
1lim
8

l
ξ

ξ
→−∞

= 。因此常数 ( ) ( )1 1 2 21 1
: inf 0, : inf 0x l x l

ξ ξ
ξ ξ

<− <−
= > = > 是具有良好定义的。 

接下来，我们将定义以下连续函数： 

( )
( )

( ) ( ) ( ) 1
1

1
11

1 1 1
1

1

1 2

1 ,               , 0,                                        ,
                  

,   ,1,   ,
U U

h q eh e
λ ξ

λ ξ

σ ξ ξ ξλ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ
λ

 ≥ − ′ ≥ = =  ′− − − ≤ − ≤ −







 

其中 1 1 1h eσ λ= ，

2

1
1

1

q
h

ξ
 

′ = − 
 

， 1 1q > 。为了后续计算的方便，我们使用了这样的一个结论： 

对任意的正常数ν 和 ρ ，则有 ( )
0

sup e
e

ν
ν ρξ

ξ

νξ
ρ≤

 
− =  

 
。 

引理 2.2：当 *c c= 时，若满足 1 2 1 2, , , , ,p q qµ η η 的选择，连续函数 ( ), ,U V Wϕ = 和 ( ), ,U V Wφ = 被称

为系统(4)的一对上下解。 

证明：下面我们将验证以上函数为一对上下解：首先我们证明对所有的
1

1ξ
λ

≠ − 有 ( )1 0F ξ ≤ 。 
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当
1

1ξ
λ

> − 时， ( ) 1U ξ σ= ， ( ) 11U ξ σ+ = ， ( ) 11U ξ σ− ≤ ， 1W = 。 

则 

( ) [ ]1 1 1 1 1 11 0.F r kV a r kVξ σ σ σ≤ − − − + = − ≤  

当
1

1ξ
λ

< − 时，我们能得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1
1 1 1,   1 1 ,    1 1 ,   1.U h e U h e U h e Wλ ξ λ ξλ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ+ −= − + ≤ − − − = − + =  

则通过计算可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1

1 11 1 1 1

1 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 2

1

2

1

F d h e h e h e c h e h e

re h e h e kV a

h e d e e c d h e h e ch e

r h e h e kV a

h

λ ξ λ ξ λ ξ λ ξ λ ξ

λ ξ λ ξ λ ξ

λ ξ λ ξλ ξ λ λ λ ξ

λ ξ λ ξ

ξ ξ ξ ξ λ ξ

ξ ξ ξ

ξ λ

ξ ξ ξ

+ −

+ −−

   ≤ − − + − + − − − − + −  
 + − − − − + 

   = − + − − + − + +   
 + − − − − − + 

≤ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1

1

1 1 1 1 1

1 1 1

2 2
1 1

        0.

e d e e c r h e h e kV

r h e h e kV

r h e

λ ξ λ λ λ ξ λ ξ

λ ξ λ ξ

λ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

−   − − + + + − − − −   
 = − − − − 

≤ − −

≤

 

同样的对所有的 0ξ ≠ 也能得到 ( )2 0F ξ ≤ 。 

由于 1W = ，则容易看出 

( ) ( ) ( )3 3 0.F r b U Vξ ξ ξ= − + ≤    

接下来证明对于所有的 0ξ ≠ 有 ( )3 0L ξ ≥ 。对 0ξ ≠ ，其中 3 3 3 3e pe aλ ξ µλ ξ σ+ = ，由于 1aσ < ，则 3 0ξ < . 

当 3ξ ξ> 时， ( ) 1W aξ σ= − ， ( )1 1W aξ σ+ = − ， ( )1 1W aξ σ− ≥ − ， 1U σ≤ ， 2V σ≤ 。 

则 

( ) ( )[ ]
( ) ( )

3 3 1 2

3 1 2

1 1 1

1

0.

L r a b b a

r a a b

ξ σ σ σ σ

σ σ σ σ

≥ − − − − +

= − − +  
≥

 

当 3 0ξ ξ< < 时， 3 3 3 3e pe aλ ξ µλ ξ σ+ ≤ .为了 3
1

1ξ
λ

< − ，则选择 p a eσ> 且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 33 3 1 11 ,   1 1 ,W e pe W e peλ ξ µλ ξλ ξ µλ ξξ ξ + += − + + ≥ − +  

( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 1 21 1
1 21 1 ,   ,   .W e pe U h e V eλ ξ µλ ξ λ ξ λ ξξ ξ σ− −− = − + = − =  

则由计算得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ){ } ( ) ( ){ }
( ){ } ( ){ }

( ) ( )

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 1 2

3 3 3 3 3 3

3 3 1

1 1 1 1
3 3 3 3

3 1 2

3 3 3 3 3 3

2

3 1

2 2

1

2 2

L d e pe e pe e pe c e pe

r e pe e pe bh e b e

e d e e c r pe d e e c r

r e pe bh e b

λ ξ µλ ξ λ ξ µλ ξ λ ξ µλ ξ λ ξ µλ ξ

λ ξ µλ ξ λ ξ µλ ξ λ ξ λ ξ

λ ξ λ λ µλ ξ µλ µλ

λ ξ µλ ξ λ ξ

ξ λ λ

ξ σ

λ µλ

ξ σ

+ + − −

− −

 ≥ − − − − + + + + 

+ − + + − − −

≥ − + − − − − + − − −

− + + − +{ }2
2eλ ξ
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( ){ }(
( ) ( ) ( ) ( ){ })
( )

3 3 3

1 3 2 33

3

3 3 3

1
3 1 2

3

2

: .

e p d e e c r

r a e a p bh e b e

e g

µλ ξ µλ µλ

λ µλ ξ λ µλ ξµ λ ξ

µλ ξ

µλ

σ σ ξ σ

ξ

−

− −−

≥ − + − − −

− + + − +

=

  

现选择 µ 使得 1 2

3 3

0 min , ,
2
λ λµ α
λ λ

 
< <  

 
，由于 1

32
λα
λ

< ，则对于任意的 0ξ ≤ ，能得到 

( ) ( ) ( )1 3 3 1
1 1

3

.bhbh e bh e
e

λ µλ ξ µλ ξξ ξ
µλ

−− ≤ − ≤  

若
( )

( ) ( )3 3

3 1 3 2

3 3 3

max ,
2 1

r a bh e b
p a e

d e e c a rµλ µλ

σ µλ σ
σ

µλ σ−

  + +  >  
 − + − − − −   

，则有 ( )3 0g ξ ≥ 。 

最后我们证明 ( )1 0L ξ ≥ 。当 1ξ ξ ′> 时， ( ) 0U ξ = ， ( )1 0U ξ + = ， ( )1 0U ξ − ≥ 。则 ( )1 0L ξ = 。 
当 1ξ ξ ′< 时，选择 1 1q > ，使得 

( )1 1

1 1
1 1 2

1 2

5 2 5 27 2 5

3 31 1

2

2

7 5 5 5 .
2 2 2 2

r hq h k a ap
e e e ed l e l eλ λ

σ
λ λ λ αλ−

       
 > + + +      

+          
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11

1 3 32

1 2 1 2 1
1 1 1 1

1 2 1
1 1 2

,    1 1 1 ,

1 1 1 ,   ,  1 .

U h q e U h q e

U h q e V e W e pe

λ ξλ ξ

λ ξ λ ξ µλ ξλ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ σ

+

−

   = − − − + ≥ − − − − −   
 − = − + − − + = ≥ − + 

 

则得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

1 1

1 2 3 31

1 1

1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2
2

1 1 1

1 2 1 2 1

1 1 2 1 1

2

2

1 2 1 2 1 2

1 2

3 2 2
1 1

2

1 1 2

1 1
2

1
2

L d q e q e q e

c q q e r a q e

r h q e r kh e r ah e pe

d q e e

λ ξ λ ξ λ ξ

λ ξ λ ξ

λ λ ξ λ ξ µλ ξλ ξ

λ ξ λ

ξ ξ ξ ξ

λ ξ ξ ξ

ξ ξ σ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

+ −

−

+

−

 ≥ − − − − − + + − 
 − − − + − − − −  

 − − − − − − − − + 

 = − + + + + + 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( )}
( ) ( )

1

1 2 3 31

1 1 1 1 2

3 3

1 1 1

2

2
2

1 1 1 1 1 2 1 1

2
1

1 2

3 2 7 2 5 2

5

1 1 2 1 1 1 1 2

1 1

2
1 1 1 2 1

2

3
1

2

1
2

e

r h q e r kh e r ah e pe

e d q l e l e r h e r kh e

r ah e pe

e d q l e l e r h

λ

λ λ ξ λ ξ µλ ξλ ξ

λ ξ λ λ λ ξ λ ξ

λ ξ µλ ξ

λ ξ λ λ

ξ ξ

ξ ξ σ ξ ξ

ξ ξ σ ξ

ξ

ξ

−

+

− −

− −

  − +    

 − − − − − − − − + 

 ≥ − + − − − − 

− − +

 ≥ − + − 

7 2

1 1 2
1 2

1 1 1 1
3

5 2

5 2 2

3

5

7 5  
2 2

5 5
2 2

0.     

r kh
e e

r ah r ah p
e e

σ
λ λ

λ αλ

     −    
   

    − −    
    

≥  

2.2.2. r d r d1 1 2 2=  
当 1 1 2 2r d r d= 时， ( ) ( )2 1 0i i

i id e e r aλ λ−+ − + − = 有一个正的二重根 , 1, 2i iλ = 。则有 
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( ) ( )1 1 2 2
* 1 2 .c d e e d e eλ λ λ λ− −= + = +  

接下来，我们将定义以下连续函数： 

( )
( )

( ) ( ) ( ) 2
2

2
22

2 2 2
2

2

1 2

1,                , 0,                                        ,
               

,  ,1,  ,
V V

h q eh e
λ ξ

λ ξ

σ ξ ξ ξλ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ
λ

 ≥ − ′ ≥ = =   ′− − − ≤  − ≤ −


 

其中 2 2 2h eσ λ= ，

2

2
2

2

q
h

ξ
 

′ = − 
 

， 2 1q > 。 

与 1 1 2 2r d r d> 的情形一样，若 2, , 1p qµ > 和 1 1q > 满足以下条件： 

( )
( ) ( )

( )

3 3

1 1

1 2

3 3

3 1 3 2

3 3 3

1 1
1 1 2

1 2 3 31 1 2

2

5 2

2
2

2

2

5 27 2 5

0 min , , ,
2

max , ,
2 1

7 5 5 5 ,
2 2 2 2

r a bh e b
p a e

d e e c a r

r hq h kh a ap
e e e ed l e l e

r hq
d

µλ µλ

λ λ

λ λµ α
λ λ

σ µλ σ
σ

µλ σ

λ λ λ αλ

−

−

 
< <  

 
  + +  >  

 − + − − − −   
       
 > + + +      

+          

>
( )1 1

5 2 5 27 2 5

1 2
1 2 3

2

31 2

7 5 5 5 .
2 2 2 2

hh h a ap
e e e el e l eλ λ λ λ λ αλ−

       
 + + +      

+          

 

则连续函数 ( ), ,U V Wϕ = 和 ( ), ,U V Wφ = 被称为系统(4)的一对上下解。 

3. 行波解的存在性 

在本节中，我们将应用 Schauder 不动点定理来推导系统(4)解的存在性。 
引理 3.1：对于给定的 0c > ，若 ( ), ,U V Wϕ = 和 ( ), ,U V Wφ = 是系统(4)的一对上下解且满足 

0 1,   0 1,   0 1,U U a V V a W W≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ ≤  

则系统(4)有解 ( ), ,U V W ，使得对所有的ξ ∈，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  .U U U V U V W U Wξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

证明：令Χ 为到 3
 的连续函数空间，对所有ξ ∈，令 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ] [ ] [ ]{ }, , , , 0, 1 0, 1 0,1 .K U V W U V W a aξ ξ ξ= ∈Χ ∈ − × − ×  

令 ( ), ,U V Wψ = ，我们考虑定义 iH 为 

[ ] ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 1 2

3 3 1 3

1 ,

1 ,

1 ,

H U d D U rU U kV aW

H V d D V r V hU V aW

H W d D W rW bU bV W

ψ β ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ψ β ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ψ β ξ ξ ξ ξ ξ ξ

= + + − − − +  
= + + − − − +  
= + + − − −  

 

其中 

( )( ) ( )( ) ( ){ }1 1 2 2 3 3max 2 1 2 1 , 2 1 2 1 , 2 1 2 1 .d r k a d r h a d r b aβ = + + + − + + + − + + −            

我们接下来定义算子 
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[ ]( ) ( ) [ ]( )1: d , ,  1, 2,3.y c
i iG e H y y i

c
β ξ

ξ
ψ ξ ψ ξ

∞ −= ∈ =∫   

令 [ ] [ ] [ ] [ ]( )1 2 3: , ,G G G Gψ ψ ψ ψ= ，则 :G K →Χ，易知 ( )1 2 3, ,G G G 满足系统(4)，因此还需要证明G 有一个

不动点。 
令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: , , , , ,  .U V W Q U U U V V V W W Wξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΓ = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

令 0,
c
βρ  ∈ 

 
，定义超范数 

( ) { }3, : .Bρ ρ
ψ ψ= ∈Χ < ∞   

( ) ( ) ( )( ){ }: sup max , , , .U V W e ρξ
ρ

ξ
ψ ξ ξ ξ ψ−

∈
= ∈Χ



 

易知 ( )( )3, ,Bρ ρ
ψ  是 Banach 空间，且Γ是 ( )3,C   关于衰减函数

ρ
⋅ 的有界闭的非空凸子集。 

首先，我们将证明 ( )G Γ ⊂ Γ，令ψ ∈Γ，则由 β 的取值易知 [ ]( ) ( )1 1 , ,H H U V Wψ ξ ξ ≥   ，因此对所有的

ξ ∈，有 [ ]( ) ( )1 1 , ,G G U V Wψ ξ ξ ≥   。 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

1, , , , d

, ,
d

d

,

y c

y c

y c y c

G U V W e H U V W y y
c

H U V W y
e y

c
cU y U y

e e y
c

U

β ξ

ξ

β ξ

ξ

β ξ β ξ

ξ

ξ

β

ξ

∞ −

∞ −

∞ − −

   =   

  =

′− +
≥

=

∫

∫

∫

 

此外，根据上下解的定义以及 β 的选择，我们能够得到： 

[ ]
[ ]
[ ]

1 1 1

2 2 2

3 3 3

, , , , ,

, , , , ,

, , , , .

U G U V W G G U V W U

V G U V W G G U V W V

W G U V W G G U V W W

ψ

ψ

ψ

    ≥ ≥ ≥ ≥       ≥ ≥ ≥ ≥    


   ≥ ≥ ≥ ≥    

 

因此 ( )G Γ ⊂ Γ。 
通过在文献[10]中的相似结论，算子 :G Γ→Γ关于衰减函数

ρ
⋅ 完全连续，则该引理通过 Schauder 不

动点定理能够得到证明。 
通过引理 2.1~2.1 和引理 3.1，我们得到以下定理。 
定理 3.1：当 *c c≥ 时，系统(4)存在有界正解 ( ), ,U V W 满足 ( )( ) ( ), , 0,0,1U V W −∞ = 。 

4. 尾部渐近行为 

为了得到连接 ( )0,0,1 和 ( )* * *, ,u v w 的行波解，即能推导出 ( ), ,U V W 的右尾极限满足 
( )( ) ( )* * *, , , ,U V W u v w∞ = 。为了得到波廓线的右尾极限，我们需要对 b 有更严格的限制。我们改变σ 的

范围使得 

( ) { }( ) ( )22 1 2 1 1,min 1 ,1 1 , .
b a b a

h k a a
a a a

σ
− −   

∈ − − − ⊂  
   

 

在这个选择条件下，上文中构造的函数也为上下解且有 * 1w aσ> − 。 
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引理 4.1：令 ( )( ) 2
1 : 1 1b a k a σ= − − − ， ( )( ) 2

2 : 1 1b a h a σ= − − − ，则 1U b≥ ， 2V b≥ 。 
证明：我们首先考虑(4)中的第一个等式有 ( )( ) ( )( ), , , , ,u v w x t U V W x ct= + ，其中 ( ), 1w x t W aσ= ≥ − ，

( ) 2,v x t V σ= ≤ ，因此 ( ),u x t U= 满足 

[ ]( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 1 2, 1 1 ,   , 0,

,0 ,   .

U d D U x t rU k a a U x t
t

u x U x x

σ σ∂ ≥ + − − + − − ∈ > ∂
 = ∈




 

因为 ( ) ( )( ) 2
2 11 1 1 1 :k a a a k a bσ σ σ− − + − = − − − = ，由其中由σ 的选择知 1 0b > ，所以由比较原理得到 

( ) 1: lim inf lim inf 0, 0.U U U b
cξ ξ

ξξ−

→+∞ →+∞

 = = ≥ > 
 

 

同理，我们也能得到 2 0V b− ≥ > 。 
受文献[10]的影响，我们接下来研究 ( ), ,U V W 在∞处的渐近性，定义如下函数： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

* *
1 1 1 1

* *
2 2 2 2

* 2 *
3 3 3

1 ,      1 ,

1 ,      1 ,

1 ,      1 1 ,

m u b M u

m v b M v

m w b M w

θ θ θ ε θ θ σ ε θ

θ θ θ ε θ θ σ ε θ

θ θ θ ε θ θ ε θ

= + − − = − + +

= + − − = − + +

= + − − = − + +

 

其中 ε 是足够小的正常数使得 

( ) 1 22 11 1min , , , .
2 2

a b a b bh k
a a b

σ
ε

− − +− −
≤  

 
 

由此得出 ( )im θ 关于 [ ]0,1θ ∈ 递增， ( )iM θ 关于 [ ]0,1θ ∈ 递减，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
1 1 2 2 3 31 1 ,   1 1 ,   1 1 .m M u m M v m M w= = = = = =  

令 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

3

lim sup ,    lim inf 0,

lim sup ,     lim inf 0,

lim sup ,    lim inf 0.

U U U U b

V V V V b

W W W W b

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

+ −

→∞ →∞

+ −

→∞ →∞

+ −

→∞ →∞

= = ≥ >

= = ≥ >

= = ≥ >

 

对 0θ = 时，以下结论显然成立： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

3 3

,

,

.

m U U M

m V V M

m W W M

θ θ

θ θ

θ θ

− +

− +

− +

< ≤ <

< ≤ <

< ≤ <

                                  (6) 

则 [ ) ( ){ } ( ]: sup 0,1 : 6 0,1θ θ= ∈ ∈成立 是良好定义的。因此若我们能证明 1θ = 。则能得出结论 

( )( ) ( )* * *, , , ,U V W u v w∞ = 。 
下证 1θ = 。 
若 1θ < ，通过θ θ→ 的极限，我们有 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

3 3

,

,

.

m U U M

m V V M

m W W M

θ θ

θ θ

θ θ

− +

− +

− +

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤
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然而由于θ 的定义及 ( ) ( ),i im Mθ θ 的连续性，这意味着下列等式中至少有一个成立： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

1 3

,   ,

,   ,

,   .

U m U M

V m V M

W m W M

θ θ

θ θ

θ θ

− +

− +

− +

= =

= =

= =

 

首先我们假设若 ( )1U m θ− = 成立，若U 是最终单调，则 ( )U ∞ 存在.故 ( )lim sup 0U
ξ

ξ
→∞

′ = 或 ( )lim inf 0U
ξ

ξ
→∞

′ = 。

由此可见存在一个序列{ }nξ ， lim nn
ξ

→∞
= ∞使得 

( ) ( ) ( )1lim 0,   lim .n nn n
U U mξ ξ θ

→∞ →∞
′ = =  

因为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 3

lim inf 1

1 lim lim sup lim inf

1

1 1

0.

n n nn

n n nn n n

U kV aW

U k V a W

m kM am

k a

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

θ θ θ

θ ε ε

→∞

→∞ →∞ →∞

 − − − + 

≥ − − − +

≥ − − − +

≥ − − −  
>

 

我们有： 

( )

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 lim inf

lim inf lim inf 1

0,

nn

n n n n nn n

c U

d D U rU U kV aW

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
→∞

→∞ →∞

′= −

 ≥ + − − − + 
>

 

则得到矛盾。 
另一方面若U 是振荡的，则可以选择U 的局部最小值序列{ }nξ ，其中 n →∞时 nξ →∞使得对所有的 n 有 

( ) 0nU ξ′ = ， ( ) ( )1lim nn
U mξ θ

→∞
= 。 

与上述类似我们可以得到同样的矛盾。因此 ( )1U m θ− = 不能成立，与上述类似其他等式也不能成立。 

5. 最小波速 

在证明最小波速前，我们首先给出以下引理。 
引理 5.1：若 ( ), , ,c U V W 是系统(4)的解使得 , , 0U V W ≥ ，则 ( ), ,U V W 在上是正的且 0c > 。 
证明：首先我们证明在上 0U > 。 

因为 ( ) *U u+∞ = ，我们能找到 0ξ 使得 ( )0 0U ξ = ，对所有的 0ξ ξ> ，有 ( ) 0U ξ > 。 
另一方面，由于 0U ≥ ，则 ( )0 0U ξ′ = . 通过系统(4)的第一个等式，我们能得到 

( ) ( )0 01 1 0,U Uξ ξ+ = − =  

故矛盾。故对所有的ξ ∈ 有 ( ) 0U ξ > 。 
同理我们对所有的ξ ∈ 能得到 ( ) 0V ξ > ， ( ) 0W ξ > 。 

下证 0c > 。 
因为 ( ) ( )lim , , 0,0,1U V W

ξ→−∞
= ，存在足够大的 N ，对 Nξ∀ ≤ − 使得 
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( ) ( ) ( ) 11 .
2

aU kV aWξ ξ ξ −
− − − + ≥  

对(4)的第一个等式从 −∞到 Nξ < − 积分，能得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 11

d d 1 d .cU d U U rU U kV aW
ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

+

− −∞
 = − + − − − +    ∫ ∫ ∫             (7) 

则有： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 1

1

2 d d

1 d

1 d .
2

c d cU d U U

rU U kV aW

a U

ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ

+

−

−∞

−∞

 + ≥ − −  

= − − − +  
−

=

∫ ∫

∫

∫

 

令 ( ) ( )dI U
ξ

ξ θ θ
−∞

= ∫ ，在 Nξ < − 是良好定义的，且 ( )I ξ 在 ( ), N−∞ − 上是递增的。 

对(7)从 −∞到 Nχ < − 积分，能得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 11

d d 1 d d 0.cI d I I rU U kV aW
χ χ χ ξ

χ χ
χ ξ ξ ξ ξ θ θ θ θ θ ξ

+

− −∞ −∞
 = − + − − − + >    ∫ ∫ ∫ ∫      (8) 

则 0c > . 
下一个定理我们将给出波速的最小值. 
定理 5.1：若 ( ), , ,c U V W 是系统(4)的解使得 , , 0U V W ≥ ，则 *c c≥ 。 
证明：设 ( ), , ,c U V W 是系统(4)的正解。 
令 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1,   1 2 .

U
z B r U kV aW d

U
ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
ξ

= = − − − + −  ′
 

则由 

( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 ,cU d D U rU U kV aWξ ξ ξ ξ ξ ξ′− = + − − − +    

可知： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1d d
1 e e .

z s s z s s
cz d B

ξ ξ
ξ ξξ ξ
+

−−∫ ∫ = + +  
 

则从文献[15]知道 ( ): lim z
ξ

ω ξ
→−∞

= 存在且满足 ( ) ( )1e e 2 1c d r aω ωω −= + − + − 。 

因此由 *c 的定义知 *c c≥ 。 

6. 结论 

本文的数学结果揭示了双捕食者–单食饵离散扩散系统中入侵动力学的严格规律，其结论可为生物

入侵防控与生态系统管理提供理论依据。首先，行波解的存在性及其最小波速 *c 的确定，从数学上描述

了捕食者成功入侵的临界条件：只有当入侵速度不低于 *c 时，捕食者种群才能建立起从无到有、并最终

达到共存状态的空间波前，从而实现成功定殖。这些结论与多项实际入侵案例相一致。例如，在外来天

敌引入以控制害虫的生态工程中，天敌的扩散能力与捕食效率直接决定其是否能够成功建立地理种群并

持续扩散。若其传播速度低于该生态系统中的临界波速，则引入可能失败。类似地，在保护生物学中，

理解强势外来捕食者(如入侵鱼类或节肢动物)的传播机制，有助于早期预警和拦截策略的制定，通过降低
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其有效扩散率或提高其死亡率，可使实际传播速度低于最小波速，从而阻止入侵。 
本文所建立的格上模型特别适用于描述生境碎片化情形下的生物入侵，如农林生态系统、保护区网

络及城市生境斑块等离散环境。相较于连续模型，离散框架能更准确地捕捉跳跃式传播与栖息地边界效

应，从而为入侵路线预测和拦截点布设提供更精细的决策支持。 
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