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摘  要 

本文考虑三物种之间均存在竞争关系的格上Lotka-Volterra竞争系统行波的存在性，主要研究两个外来

物种入侵一个弱本土物种和一个外来物种入侵两个弱本土物种这两种情况。首先，在构造上下解的帮助

下，利用Schauder不动点定理证明了行波解的存在性；其次，采用压缩矩形法验证了在负无穷远处的稳

定波尾极限；最后，通过反证法证明了在某些条件下行波的不存在性。 
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Abstract 
The work is concerned with the existence of two types of traveling waves for Lotka-Volterra com-
petitive system on the lattice with competition among three species. We examine the cases of two 
alien species invading one weak native species and one alien species invading two weak native spe-
cies. Firstly, the existence of traveling waves is proved by Schauder’s fixed point theorem with the 
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help of constructing upper-lower solutions. Secondly, using the method of the contracting rectan-
gles, we derive the stable wave tail limit at negative infinity. Finally, the nonexistence of travelling 
waves is proved under certain conditions. 
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Lotka-Volterra Competition System, Schauder’s Fixed Point Theorem, Contracting Rectangles, 
Traveling Waves 
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1. 引言 

本文研究以下格上三物种 Lotka-Volterra 竞争系统(简称 L-V 竞争系统)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2 3

2 2 2 1 3

3 2 3 1 2

1 , , ,

1 , , ,

1 , , ,

j j j j j j

j j j j j j

j j j j j j

u t d D u t ru t u t a v t a w t j t

v t d D v t r v t b u t v t b w t j t

w t d D w t r w t c u t c v t w t j t

 ′  = + − − − ∈ ∈  ′  = + − − − ∈ ∈  


′  = + − − − ∈ ∈  

 

 

 

              (1) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 , , ,j j j j j j j jt t tD z z z z u vt z w+ −  = + − =  。函数 ( ) ( ) ( ), ,j j ju t v t w t 分别表示在空间位置 j 时
刻 t 的物种密度； ( )1, 2,3id i = 代表物种的扩散系数； ( )1,2,3ir i = 代表物种的内禀增长率； 

2 3 1 3 1 2, , , , ,a a b b c c 代表种群间的竞争系数；所有参数都是正常数，且每个物种的承载能力为 1。 
在生态学研究中，多物种入侵过程不仅对生物多样性的维持与生态系统稳定性具有深远影响，还在

生物保护与入侵物种管理中具有重要的现实意义。随着人类活动加剧和全球气候变化，物种的迁移与竞

争格局发生了显著变化，理解多个物种在空间中的竞争共存机制，对于预测生物多样性变化、制定自然

保护策略以及防控外来物种侵害尤为关键。传统的连续模型通常基于微分方程在均匀空间中对种群动态

进行建模，难以捕捉真实生境中普遍存在的空间异质性和离散化特征，如栖息地碎片化、局部扩散限制

等。相比之下，晶格模型通过将空间划分为离散单元，能够更直观地体现个体在斑块环境中的迁移、竞

争与适应过程，从而更好地模拟实际生态系统中行波的形成与传播动态。本文研究格上的三物种 Lotka-
Volterra 竞争系统，旨在从理论层面揭示多物种竞争互动的空间波形特征，也为理解真实生态系统中物种

的共存与更替模式提供更具现实意义的见解。 
近年来，具有局部(以拉普拉斯算子为代表)和非局部(以卷积算子为代表)扩散的三物种竞争系统因

其比两物种竞争系统具有更加复杂的动力学行为而受到广泛关注[1]-[10]。2015 年 Guo 等人[2]研究了下

列扩散的三物种竞争系统行波解的最小速度： 

( )
( )
( )

1 1 12

2 2 21 23

3 3 32

1 , , ,
1 , , ,

1 , , .

t xx

t xx

t xx

u d u ru u b v x t
v d v r v b u v b w x t
w d w r w b v w x t

 = + − − ∈
 = + − − − ∈
 = + − − ∈







                          (2) 

作者主要关心的是最小速度的线性确定性，给出了竞争系统参数的若干条件，保证了竞争系统的线性确

定性。其中，通过将系统(2)转化为一个单调系统(合作系统)，应用单调迭代方法，证明了连接(1, 0, 1)和
(0, 1, 0)行波解的存在性。进一步，Guo 等人在文献[3]考虑具有两个弱土著竞争者和一个强外来竞争者

的局部三物种竞争系统，研究了以下扩散的 L-V 竞争系统： 
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( )
( )
( )

1 2 3

2 1 3

3 1 2

1 , , 0,
1 , , 0,

1 , , 0.

t xx

t xx

t xx

u du ru u a v a w x t
v dv r v b u v b w x t
w dw r w c u c v w x t

 = + − − − ∈ >
 = + − − − ∈ >
 = + − − − ∈ >







                         (3) 

由于系统(3)的反应项比系统(2)更复杂，不能直接转化为合作系统，因此作者利用 Schauder 不动点定理 

证明了连接 ( )0, ,c cv w 和(1, 0, 0)行波的存在性，其中， 3 2

3 2 3 2

1 1: , :
1 1c c

b cv w
b c b c
− −

= =
− −

。并且通过收缩矩形法推 

导出稳定波尾极限。研究结果表明，强大的外来竞争对手将消灭本土的两个弱竞争对手。随后，Karen 
Guo [4]在文献[3]的基础上研究了两个外来物种入侵单个弱本土物种和单个外来物种入侵两个弱本土物

种两种情况行波的存在性和不存在性。 
由于生态系统中的某些生物可以移动一定距离，它们的运动和相互作用可能发生在不相邻的空间位

置之间[6]-[12]，所以 2019 年 Dong Fang-Di 等人[6]利用截断问题的极限论证，研究了下列具有非局部各

向异性扩散的三物种竞争模型行波的存在性和单调性： 

( )

( )

( )

1 1 2

2 2 1 3

3 3 2

* 1 ,

* 1 ,

* 1 ,

u J u u ru u b v
t
v J v v r v b u v b w
t
w J w w r w b v w
t

∂ = − + − − ∂
∂ = − + − − − ∂
∂

= − + − − ∂

                          (4) 

其中，卷积算子 ( )( ) ( ) ( )* , , d , , ,J x t J x y y t y u v wχ χ χ= − =∫


。进一步，Wang 等人[10]采用上述[3]类似的 

方法研究了具有非局部扩散的三物种竞争系统： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 3

2 2 1 3

3 3 1 2

* 1 ,

* 1 ,

* 1 .

u d J u u ru u a v a w
t
v d J v v r v b u v b w
t
w d J w w r w c u c v w
t

∂ = − + − − − ∂
∂ = − + − − − ∂
∂

= − + − − − ∂

                       (5) 

在文献[10]中，作者同样考虑了文献[4]中的两种情况。结果表明，一个强的外来竞争物种可以消灭其他

两个物种，或者三个弱竞争物种可以共存。 
在生物学的背景下，晶格微分方程可以用来研究一个物种在由无限多个斑块组成的栖息地中的空间

传播。因此，对于聚集分散，晶格动力系统模型(简称为 LDS 模型)比连续模型更适合描述物种间竞争现

象[13]-[16]。Guo 等人[16]考虑以下三分量格上动力系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

2 2 2 1 3

3 2 3 2

1 , , ,

1 , , ,

1 , , ,

j j j j j

j j j j j j

j j j j j

u t d D u t ru t u t b v t j t

v t d D v t r v t b u t v t b w t j t

w t d D w t r w t b v t w t j t

 ′    = + − − ∈ ∈    ′    = + − − − ∈ ∈    


′    = + − − ∈ ∈    

 

 

 

            (6) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 , , ,j j j j j j j jD z t z t z t z t z u v w+ −   = + − = 。 

对于三物种 L-V 竞争系统，由于竞争强度、扩散率、环境异质性等因素对行波解稳定性和波速的

影响，行波解的构造与分析变得困难，因此对其行波解存在性的研究相对较少，尤其对于离散空间中

三物种 L-V 竞争系统行波解的研究。而研究格上三物种 L-V 竞争系统的行波具有深刻的生物学意义。

它不仅有助于理解物种间的竞争与入侵动态，还为生态系统的稳定性、恢复以及多物种共存提供了理
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论框架。因此，对系统(6)进行推广，研究三物种之间均存在竞争关系的格上三物种 L-V 竞争系统(1)的
行波解。 

将 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , :j j ju t v t w t U V W j ctξ ξ ξ ξ= = − 代入系统(1)得到 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 3

2 2 2 1 3

3 2 3 1 2

1 0, ,

1 0, ,

1 0, ,

d U cU rU U a V a W

d V cV r V bU V b W

d W cW rW c U c V W

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 ′+ + − − − = ∈   ′+ + − − − = ∈   
 ′+ + − − − = ∈   













             (7) 

其中，对于函数 ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )2, , : 1 1 2Z Z Z Z Z Zξ ξ ξ ξ ξ ξ= ∈ = + + − −  。 
在本文中，受文献[4] [10]的启发，我们考虑下述两种情况：两个外来物种入侵一个弱本地物种，需

证明满足 ( )( ) ( ), , 0,0,1U V W +∞ = 行波解的存在性；一个外来物种入侵了两个弱小的本地物种，转化为证

明满足 ( )( ) ( ), , 0, ,c cU V W v w+∞ = 行波解的存在性。 
为了简化计算，假设所有物种都具有相同的扩散系数，即 

(H) 1 2 3d d d= = 。 
考虑系统(1)对应的齐次方程组，易证其有以下四个平衡点 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3: 0,0,0 , : 1,0,0 , : 0,1,0 , : 0,0,1 ,e e e e= = = =  

其中， 0e 是不稳定的；当 1 1b < 或 1 1c < 时， 1e 是不稳定的；当 2 1a < 或 2 1c < 时， 2e 是不稳定的；当 3 1a <

或 3 1b < 时， 3e 是不稳定的。当 3 1b < 且 2 1c < ，对应的齐次方程组系统存在半共存状态 ( ): 0, ,u
c c ce v w= ，其

中， 

( ) ( )3 2

3 2 3 2

1 1: 0,1 , : 0,1 .
1 1c c

b cv w
b c b c
− −

= ∈ = ∈
− −

 

当 2 3: 1 0c ca v a wα = − − > 即 2 3 1a a+ < 时， u
ce 是不稳定。类似地，当 1 3 1b b+ < 时，存在不稳定的半共存状态

v
ce ；当 1 2 1c c+ < 时，存在不稳定的半共存状态 w

ce 。当 2 3 1 3 1 21, 1, 1a a b b c c+ < + < + < 时，对应的齐次方程组

系统存在共存状态 ( ) ( )* * * * * * *: , , , , , 0,1e u v w u v w= ∈ ，且 *e 是稳定的。 
本文主要由以下部分组成。第二部分，通过构造恰当的上下解，证明了两种在正无穷远处行波解的

存在性；第三部分，利用压缩矩形法，证明了两种在负无穷远处行波解的存在性；第四部分，通过矛盾

论证，验证了在某些条件下行波解的不存在性。 

2. 行波在正无穷远处的存在性 

该部分将构造不同的上下解，利用 Schauder 不动点定理，分别证明系统(7)在 +∞处两类不同行波解

的存在性，即 ( )( ) ( ), , 0,0,1U V W +∞ = ， ( )( ) ( ), , 0, ,c cU V W v w+∞ = 。 
首先，给出上下解的定义。为了简化符号，定义 

( )( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3, , : 1 ,U V W U cU rU U a V a Wξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′= + + − − −     

( )( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 3, , : 1 ,U V W V cV r V bU V b Wξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′= + + − − −     

( )( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 1 2, , : 1 .U V W W cW rW c U c V Wξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′= + + − − −     

定义 2.1 若存在集合 { }, 1, ,iE i m= ∈ =  ，使得对任意ξ ∈  ， , , ,′′ ′ ′′ ′Φ Φ Φ Φ 有界，其中， 

( ) ( ): , , , : , ,U V W U V WΦ = Φ = ，且满足 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 3, , 0, , , 0, , , 0,U V W U V W U V Wξ ξ ξ≤ ≤ ≤                      (8) 
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( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 3, , 0, , , 0, , , 0,U V W U V W U V Wξ ξ ξ≥ ≥ ≥                      (9) 

则称连续函数Φ 和Φ 分别为系统(7)的一对上下解。 
利用 Schauder 不动点定理(如[3] [10] [17])，可以得到以下关于行波存在性的结果，在这里省略它的

证明。 

命题 2.2 令 0c > 。假设系统(7)存在一对上下解 ( ), ,U V W 和 ( ), ,U V W ，使得 

(1) , , ,T T T U V W< = ， 
(2) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim , lim lim , , , ,T T T T T U V W

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ

+ − − +→ → → →
′ ′ ′ ′≤ ≤ ∈ = . 

则系统(7)存在一个解 ( ), ,U V W ，使得 , , ,T T T T U V W≤ ≤ = 。 

2.1. 满足 ( )( ) ( )U V W, , 0,0,1+∞ = 的行波 

定理 2.3 令
( )1 3*

0

2 1
: inf

e e r a
c

λ λ

λ λ

−

>

+ − + −
= 。假设 

( ) ( ) ( )3 3 1 3 2 3 3 1 21, 1, 1 1 1 .a b r a r b r c c< < − = − ≥ + −                      (10) 

则当 *c c≥ 时，系统(7)存在一个正解 ( ), ,U V W 满足 ( )( ) ( ), , 0,0,1U V W +∞ = 。 
首先，证明 *c c> 时，系统(7)满足 ( )( ) ( ), , 0,0,1U V W +∞ = 行波的存在性。 
定义 

( ) ( ) ( )1 1 3, : 2 1 .c e e c r aλ λλ λ−Λ = + − − + −                         (11) 

对于 *c c> ，设 1λ 和 ( )2 1 2λ λ λ< 为方程 ( )1 , 0cλΛ = 的两个正解，使得对于所有的 ( ) ( )1 2 1, , , 0cλ λ λ λ∈ Λ < 。 
定义 

( ) ( )
1 11

1 1

1

, ,, 0,
0, ,1, 0,
e k eeU U

λ ξ µ ξλ ξ ξ ξξ
ξ ξ

ξ ξξ

− −−  − >> = = 
≤≤  

                  (12) 

( ) ( )
1 11

2 2

2

, ,, 0,
0, ,1, 0,
e k eeV V

λ ξ µ ξλ ξ ξ ξξ
ξ ξ

ξ ξξ

− −−  − >> = = 
≤≤  

                  (13) 

( ) ( )
11 , 0,1,

0, 0,
eW W

λ ξ ξ
ξ ξ

ξ

− − >= = 
≤

                           (14) 

其中， { }( ) ( ) ( )1 1 2 1
1 1

ln,min ,2 , : 0 1,2 , 1,2i
i i

k i k iµ λ λ λ ξ
µ λ

∈ = > = =
−

均为常数且满足 

( )
( )

( )
( )

1 2 2 1
1 2

1 1 1 1

1 1
max 1, , max 1, .

, ,
r a r b

k k
c cµ µ

   + +   > >   −Λ −Λ      
                      (15) 

下面通过引理来验证上述定义的函数(12)~(14)是系统(7)的上下解。 
引理 2.4 对给定的 *c c> ，假设(10)成立。则定义在(12)-(14)的函数是系统(7)的一对上下解。 
证明 当 0ξ > 时，有 ( ) ( )1 11U e λ ξξ − −− ≤ ， ( ) 1

1U e λ ξξ λ −′ = − 。则根据 ( )1 1, 0cλΛ = ，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 1 1 3 1 2 3, , 2 1 0,U V W e e e c r a re e a V a eλ ξ λ λ λ ξ λ ξ λ ξξ λ ξ− − − − −    ≤ + − − + − − + + − ≤  

当 0ξ < 时，有 ( )1 1U ξ + ≤ 。根据 ( ) ( ), 0V Wξ ξ ≥ ，易证 ( )( ) ( ) ( )1 1 2 3, , 0U V W r a V a Wξ ξ ξ≤ − − ≤   。 
因此，对任意的 {0}ξ ∈ ， ( )( )1 , , 0U V W ξ ≤ 。类似地，对任意的 { }0ξ ∈ ， ( )( )2 , , 0U V W ξ ≤ 。 
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由于 ( )( ) ( ) ( )3 3 1 2, ,U V W r c U c Vξ ξ ξ= − −   且 ( ) ( ), 0U Vξ ξ ≥ ，因此，对任意的ξ ∈， 

( )( )3 , , 0U V W ξ ≤ 。 
当 1ξ ξ> 时，有 ( ) ( ) ( )1 11 1

11U e k eλ ξ µ ξξ − − − −− ≥ − ， ( ) 1 1
1 1 1U e k eλ ξ µ ξξ λ µ− −′ = − + 。则根据 ( )1 1, 0cλΛ = 和(15)式，

可得 

( )( ) ( ) ( )1
1 1 1 1 1 2, , , 1 0.U V W e k c r aµ ξξ µ−≥ − Λ − + ≥    

当 1ξ ξ< 时，有 ( )1 0U ξ + ≥ 。易证 ( )( )1 , , 0U V W ξ ≥ 。 
因此，对任意的 { }1ξ ξ∈ ， ( )( )1 , , 0U V W ξ ≥ 。类似地，对任意的 { }2ξ ξ∈ ， ( )( )2 , , 0U V W ξ ≥ 。 
当 0ξ > 时，有 ( ) ( )1 11 1W e λ ξξ − −− ≥ − ， ( ) 1

1W e λ ξξ λ −′ = 。则根据 ( )1 1, 0cλΛ = ，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
3 1 3 3 1 2, , 1 1 1 .U V W r a e r e e c cλ ξ λ ξ λ ξξ − − −≥ − + − ⋅ − −  

若 1 2 1c c+ ≤ ，根据 3 1a < ，有 ( )( ) ( ) 1
3 1 3, , 1 0U V W r a e λξ −≥ − ≥ ；若 1 2 1c c+ > ，根据 ( ) ( )1 3 3 1 21 1r a r c c− ≥ + − ，

有 ( )( ) ( ) ( )1
3 1 3 3 1 2, , 1 1 0U V W e r a r c cλ ξξ −  ≥ − − + −  ≥ 。 
当 0ξ < 时， ( )1 0W ξ + ≥ 。易证 ( )( )3 , , 0U V W ξ ≥ 。 
因此，对任意的 {0}ξ ∈ ， ( )( )3 , , 0U V W ξ ≥ 。证毕。 
下面，证明 *c c= 的情形。 
对于 *c c= ， ( )*

1 , 0cλΛ = 存在唯一正解 *λ ，即 

( ) ( )* ** *
1 32 1 .c e e r aλ λλ −= + − + −                             (16) 

这也表明 

( ) ( ) ( )* ** * *
1 , 0.c e e cλ λ

λ
λ −Λ = − − =                            (17) 

令 

( ) ( ) [ )2 2 2 2
1 2

1 1: , : , 1, .
2 2

g gξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= − + + = − − − ∈ +∞  

则 ( ) ( )1 2,g gξ ξ 在 [ )1,+∞ 上大于零。利用 L'Hôpital 法则，可得 

( )

1
2

1

2

1 11 1
2 1lim lim .1 8

g
ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ
→+∞ →+∞

 
− + + 
 = =  

类似地，可得 ( )2
1lim
8

g
ξ

ξ
→+∞

= 。因此， 

( ) ( )1 1 2 21 1
: inf 0, : inf 0s g s g

ξ ξ
ξ ξ

> >
= > = >                            (18) 

是定义良好的。 
令 * *:M eλ= 。定义 

( ) ( ) ( )
*

**
**

3 3

3*

1, , , ,
1 0, ,1, ,

M e M k e
U U

λ ξ
λ ξξ ξ ξ ξ ξ ξλξ ξ

ξ ξξ
λ

−
−

 >  − > = = 
≤ ≤



               (19) 
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( ) ( ) ( )
*

**
**

4 4

4*

1, , , ,
1 0, ,1, ,

M e M k e
V V

λ ξ
λ ξξ ξ ξ ξ ξ ξλξ ξ

ξ ξξ
λ

−
−

 >  − > = = 
≤ ≤



                (20) 

( ) ( )

**
*

*

11 , ,
1,

10, ,

M e
W W

λ ξξ ξ
λξ ξ

ξ
λ

− − >= = 
 ≤


                        (21) 

其中， ( )
2

*: 3, 4i
i

k i
M

ξ  
  =
 

= 且 

( )( ) ( )( )
* * * *

7 7
2 22 2* *

1 2 2 1* *
* *

3 4
1 2 1 2

7 71 1
2 2max , , max , .

r a M r b M
e ek e k e

s e s e s e s eλ λ λ λ

λ λλ λ
− −

 


   
    + +     > >   

+ +  


 


   
   

        (22) 

同样通过一个引理来验证定义在(19)-(21)的函数是系统(7)的上下解。 
引理 2.5 对给定的 *c c= ，假设(10)成立。则定义在(19)~(21)的函数是系统(7)的一对上下解。 

证明 当 *
1ξ
λ

> 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )
* * *1* * * *1 1 ,U M e U M e M eλ ξ λ ξ λ ξξ ξ ξ λ ξ− − − −′− ≤ − = − 。则根据(16)~(17)式，

可得 

( )( ) ( )* ** *
1 1 3, , 1 0.U V W r M e M e aλ ξ λ ξξ ξ ξ− −≤ ⋅ − ≤  

当 *
1ξ
λ

< 时，有 ( )1 1U ξ + ≤ 。易证 ( )( )1 , , 0U V W ξ ≤ 。 

因此，对任意的 *
1ξ
λ

 ∈  
 

 ， ( )( )1 , , 0U V W ξ ≤ 。类似地，对任意的 *
1ξ
λ

 ∈  
 

 ， 

( )( )2 , , 0U V W ξ ≤ 。易证，对任意的ξ ∈， ( )( )3 , , 0U V W ξ ≤ 。 

当 3ξ ξ> 时，有 ( ) ( ) ( )* 1*
31 1 1U M k e λ ξξ ξ ξ − −− ≥ − −

 − 
 。则结合(16)~(17)式，可得 

( )( )

( )

* * *

* *

3
2 2 2 2 2

1 3

* *
1 2

1 1, ,
2 2

.

U V W k e e e

r M e U a M e

λ λ λ ξ

λ ξ λ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

−− −

− −

   ≥ − + + + − − −   
 
 
 
  

 − + 


 

根据(18)式，知 

2 2 2 2
1 2

1 1,
2 2

s sξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− + + ≥ − − − ≥ 。 

进一步，结合 { }
0

sup , , 0e
e

κ
κ τξ

ξ

κξ κ τ
τ

−

>

 ≤ > 
 

和(22)式，可得 

( )( ) ( ) ( )( )* * * * *
3 32

* * 22 2
1 3 1 2 1 2 1 3, , 1 0.U V W k s e s e e r a M e r k M eλ λ λ ξ λ ξ λ ξξ ξ ξ ξ

−− − − −≥ + − + + ≥  

当 3ξ ξ< 时，有 ( )1 0U ξ + ≥ 。易证 ( )( )1 , , 0U V W ξ ≥ 。 
因此，对任意的 { }3ξ ξ∈ ， ( )( )1 , , 0U V W ξ ≥ 。类似地，对任意的 { }4ξ ξ∈ ， ( )( )2 , , 0U V W ξ ≥  

当 *
1ξ
λ

> 时， ( ) ( ) ( )* 1*1 1 1W M e λ ξξ ξ − −− ≥ − − ， ( ) * ** * *W M e M eλ ξ λ ξξ λ ξ− −′ = − + 。则 
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( )( ) ( ) ( ) ( )* * ** * *
3 1 3 3 1 2, , 1 1 1 .U V W r a M e r M e M e c cλ ξ λ ξ λ ξξ ξ ξ ξ− − −≥ − + − ⋅ − −  

若 1 2 1c c+ ≤ ，根据 3 1a < ，有 ( )( ) ( ) **
3 1 3, , 1 0U V W r a M e λ ξξ ξ −≥ − ≥ ；若 1 2 1c c+ > ，根据 

( ) ( )1 3 3 1 21 1r a r c c− ≥ + − ，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * ** * *
3 1 3 3 1 2 1 3 3 1 2, , 1 1 1 1 0.U V W r a M e r M e c c M e r a r c cλ ξ λ ξ λ ξξ ξ ξ ξ− − −  ≥ − + − − ≥ − − + − ≥   

当 *
1ξ
λ

< 时，有 ( )1 0W ξ + ≥ 。易证 ( )( )3 , , 0U V W ξ ≥ 。 

因此，对任意的 *
1ξ
λ

 ∈  
 

 ， ( )( )3 , , 0U V W ξ ≥ 。证毕。 

通过上述上下解的构造，应用命题 2.2，即可证明定理 2.3。 

2.2. 满足 ( )( ) ( )c cU V W v w, , 0, ,+∞ = 的行波 

定理 2.6 令 1
* 0

2: inf e e rc
λ λ

λ

α
λ

−

>

+ − +
= 。假设 

( ) ( )( ){ }3 2 1 2 1 3 2 3 1 21, 1, max , 1 .c cb c r r b b c v r c c vα< < ≥ + + −                  (23) 

则当 *c c≥ 时，系统(7)存在一个正解 ( ), ,U V W 满足 ( )( ) ( ), , 0, ,c cU V W v w+∞ = 。 
定义 

( ) ( )2 1, : 2 .c e e c rλ λλ λ α−Λ = + − − +                            (24) 

对于 *c c> ，设 3λ 和 ( )4 3 4λ λ λ< 为方程 ( )2 , 0cλΛ = 的两个正解，使得对于所有的 ( ) ( )3 4 2, , , 0cλ λ λ λ∈ Λ < 。 
定义 

( ) ( )
3 23

5 5

5

, ,, 0,
0, ,1, 0,
e k eeU U

λ ξ µ ξλ ξ ξ ξξ
ξ ξ

ξ ξξ

− −−  − >> = = 
≤≤  

                    (25) 

( ) ( ) ( ) ( )33 1 , 0,1 , 0,
1, 0, 0, 0,

cc c v ev v eV V
λ ξλ ξ ξξ

ξ ξ
ξ ξ

−−  − > + − > = = 
≤ ≤ 

                (26) 

( ) ( ) ( )33
2 1 , 0,, 0,

1, 0, 0, 0,
cc c w ew c v eW W

λ ξλ ξ ξξ
ξ ξ

ξ ξ

−−  − > + > = = 
≤ ≤ 

                 (27) 

其中， { }( ) 5
2 3 4 3 5

2 3

ln,min ,2 , : 0kµ λ λ λ ξ
µ λ

∈ = >
−

， 5k 为常数且满足 

( )
( )

1 2 3 2
5

2 2

1 1
max 1, .

,
c cr a v a c v

k
cµ

    


+ − +
>

−Λ 
  

                         (28) 

下面通过引理来验证上述定义的函数(25)~(27)是系统(7)的上下解。 
引理 2.7 对给定的 *c c> ，假设(23)成立。则定义在(25)~(27)的函数是系统(7)的一对上下解。 
证明 当 0ξ > 时，有 ( ) ( ) ( )3 31

31 ,U e U eλ ξ λ ξξ ξ λ− − −′− ≤ = − 。则根据 ( )2 3, 0cλΛ = 和 0α ≥ ，可得 

( )( ) 32
1 1, , 0,U V W r e λ ξξ α −≤ − ≤  

当 0ξ < 时，有 ( )1 1U ξ + ≤ 。根据 ( ) ( ), 0V Wξ ξ ≥ ，易证 
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( )( ) ( ) ( )1 1 2 3, , 0.U V W r a V a Wξ ξ ξ≤ − − ≤    

因此，对任意的 { }0ξ ∈ ， ( )( )1 , , 0U V W ξ ≤ 。 
当 0ξ > 时 ，有 ( ) ( ) ( )3 11 1c cV v v e λ ξξ − −− ≤ + − ， ( ) ( ) 3

3 1 cV v e λ ξξ λ −′ = − − 。 则根据 ( )2 3, 0cλΛ = ，

31 0c cv b w− − = 和 1cv < ，可得 

( )( ) ( ) 3
2 1, , 1 0.cU V W r v e λ ξξ α −≤ − − ≤  

当 0ξ < 时，有 ( )1 1V ξ + ≤ 。易证 ( )( )2 , , 0U V W ξ ≤ 。 
因此，对任意的 { }0ξ ∈ ， ( )( )2 , , 0U V W ξ ≤ 。 
当 0ξ > 时，有 ( ) ( )3 1

21 c cW w c v e λ ξξ − −− ≤ + ， ( ) 3
3 2 cW c v e λ ξξ λ −′ = − 。则根据 ( )2 3, 0cλΛ = 和 21 0c cc v w− − = ，

可得 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3
3 2 3 3 2 1 1 2, , 2 1 0.c c c cU V W c v e e e c rW c v w c U r c v eλ ξ λ λ λ ξξ λ ξ ξ α− − − ≤ + − − + − − − ≤ − 

 ≤  
当 0ξ < 时，有 ( )1 1W ξ + ≤ 。易证 ( )( )3 , , 0U V W ξ ≤ 。 
因此，对任意的 { }0ξ ∈ ， ( )( )3 , , 0U V W ξ ≤  
当 5ξ ξ> 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 21 1

5 3 2 51 ,U e k e U e k eλ ξ µ ξ λ ξ µ ξξ ξ λ µ− − − − − −′− ≥ − = − + 。则根据 ( )2 3, 0cλΛ = 和(28)式，

可得 

( )( ) ( ) ( ){ }2
1 5 2 2 1 2 3 2, , , 1 1 0.c cU V W e k c r a v a c vµ ξξ µ−  ≥ − Λ − + − + ≥  

当 5ξ ξ< 时，有 ( )1 0U ξ + ≥ 。易证 ( )( )1 , , 0U V W ξ ≥ 。 
因此，对任意的 { }5ξ ξ∈ ， ( )( )1 , , 0U V W ξ ≥ 。 
当 0ξ > 时，有 ( ) ( )( ) ( )3 31

31 1 ,c cV v e V v eλ ξ λ ξξ ξ λ− − −′− ≥ − = 。则根据 ( )2 3, 0cλΛ = 和 31 0c cv b w− − = ，可

得 ( )( )2 , , 0U V W ξ ≥ 。

 

当 0ξ < 时，有 ( )1 0V ξ + ≥ 。易证 ( )( )2 , , 0U V W ξ ≥  
因此，对任意的 { }0ξ ∈ ， ( )( )2 , , 0U V W ξ ≥ 。 
当 0ξ > 时，有 ( ) ( )( )3 11 1cW w e λ ξξ − −− ≥ − ， ( ) 3

3 cW w e λξ λ −′ = 。则根据 ( )2 3, 0cλΛ = 和 21 0c cc v w− − = ，

可得 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }

3 3 3

3 3 3

3 3

3 2 1 2

, , 2

1 1 1

0.

c

c c c c c

U V W w e e e c

r w e c v w c c v e w e

λ ξ λ λ

λ ξ λ ξ λ ξ

ξ λ− −

− − −

≥ − + − −

+

 
 

 − − − − + − +

≥



 

    

当 0ξ < 时，有 ( )1 0W ξ + ≥ 。易证 ( )( )3 , , 0U V W ξ ≥ 。 
因此，对任意的 {0}ξ ∈ ， ( )( )3 , , 0U V W ξ ≥ 。证毕。 
对于 *c c= ， ( )2 *, 0cλΛ = 存在唯一正解 *λ ，即 

( )* *
* * 12 .c e e rλ λλ α−= + − +                               (29) 

这也表明 

( ) ( ) ( )* *
2 * * *, 0.c e e cλ λ

λ
λ −Λ = − − =                            (30) 

令 * *:M eλ= 。定义 

( ) ( ) ( )
*

**
* 6 6*

6

*

1, ,
, ,

1 0, ,1, ,

M e
M k e

U U

λ ξ
λ ξξ ξ

ξ ξ ξ ξλ
ξ ξ

ξ ξξ
λ

−
−

 >  − > = = 
≤ ≤



                (31) 
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( )
( )

( )
( )* *

* *
* *

* *

1 11 , , 1 , ,

1 11, , 0, ,

c c cv v M e v M e
V V

λ ξ λ ξξ ξ ξ ξ
λ λ

ξ ξ
ξ ξ

λ λ

− − + − > − >  = = 
 ≤ ≤
  

             (32) 

( ) ( )
( )* *

2 * *
* *

* *

1 1, , 1 , ,

1 11, , 0, ,

c c cw c v M e w M e
W W

λ ξ λ ξξ ξ ξ ξ
λ λ

ξ ξ
ξ ξ

λ λ

− − + > − >  = = 
 ≤ ≤
  

             (33) 

其中，

2
6

6
*

: k
M

ξ
 
 
 

= 且 

( ) ( )
* *

7
22

1 2 3 2 *
*

6 *
1 2

71 1
2

max , .
c cr a v a c v M

e
k e

s e s eλ λ

λ
λ −

 
      

 
 
 


 + − 

+

 

+



>                    (34) 

同样通过一个引理来验证定义在(31)~(33)的函数是系统(7)的上下解。 
引理 2.8 对给定的 *c c= ，假设(23)成立。则定义在(31)~(33)的函数是系统(7)的一对上下解。 

证明 当
*

1ξ
λ

> 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )* * *1
* * * *1 1 ,U M e U M e M eλ ξ λ ξ λ ξξ ξ ξ λ ξ− − − −′− ≤ − = − 。则根据(29)~(30)式和

0α ≥ ，可得 

( )( ) ( )*
2

1 1 *, , 0.U V W r M e λ ξξ α ξ −≤ − ≤  

当
*

1ξ
λ

< 时，有 ( )1 1U ξ + ≤ 。易证 ( )( )1 , , 0U V W ξ ≤ 。 

因此，对任意的
*

1ξ
λ

 
∈  

 
 ， ( )( )1 , , 0U V W ξ ≤ 。 

当
*

1ξ
λ

> 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )* 1
*1 1 1c cV v v M e λ ξξ ξ − −− ≤ + − − ， ( ) ( ) ( )*

* * *1 1c cV v M e v M eλ ξ λξξ λ ξ− −′ = − − − 。则

根据(29)~(30)式， 31 0c cv b w− − = 和 1cv < ，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

* * * * * *

*

2 * * *

2 3 1 3 *

, , 1 2 1

1 1

0.

c c

c c c c

U V W v M e e e c v M e e e c

r V v b w bU v b w M e

λ ξ λ λ λ ξ λ λ

λ ξ

ξ ξ λ

ξ ξ ξ

− − − − −

−

  ≤ − + − − + − − + 

+ −


 

  − − − − −

≤



 

当
*

1ξ
λ

< 时，有 ( )1 1V ξ + ≤ 。易证 ( )( )2 , , 0U V W ξ ≤ 。 

因此，对任意的
*

1ξ
λ

 
∈  

 
 ， ( )( )2 , , 0U V W ξ ≤ 。 

当
*

1ξ
λ

> 时，有 ( ) ( ) ( )* 1
2 *1 1c cW w c v M e λ ξξ ξ − −− ≤ + − ， ( ) * *

2 * * 2 *c cW c v M e c v M eλ ξ λ ξξ λ ξ− −′ = − 。根据

(29)~(30)式和 21 0c cc v w− − = ，可得 
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( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

* * * * * *

*

3 2 * * 2 *

3 2 1

1 2 *

, , 2

1

0.

c c

c c

c

U V W c v M e e e c c v M e e e c

rW c v w c U

r c v M e

λ ξ λ λ λ ξ λ λ

λ ξ

ξ ξ λ

ξ ξ

α ξ

− − − −

−

 ≤ + − − + − + 
 + − − − 

≤

 


− ≤



 

当
*

1ξ
λ

< 时，有 ( )1 1W ξ + ≤ 。易证 ( )( )3 , , 0U V W ξ ≤ 。 

因此，对任意的
*

1ξ
λ

 
∈  

 
 ， ( )( )3 , , 0U V W ξ ≤ 。 

当 6ξ ξ> 时，有 ( ) ( ) ( )* 1
* 61 1 1U M k e λ ξξ ξ ξ − − − ≥ − − −  。则由(29)-(30)式， { }

0
sup , , 0e

e

κ
κ τκ

ξ

κξ κ τ
τ

−

>

 ≤ > 
 

和(34)式，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )* * *

7
3 222

1 6 1 2 1 * 2 3 2
*

7, , 1 1 0.
2 c cU V W e k s e s e r M a v a c v
e

λ ξ λ λξ ξ
λ

− − −
 
    
 

 
≥ + − + − +




≥


  

当 6ξ ξ< 时，有 ( )1 0U ξ + ≥ 。易证 ( )( )1 , , 0U V W ξ ≥ 。 
因此，对任意的 { }6ξ ξ∈ ， ( )( )1 , , 0U V W ξ ≥ 。 

当
*

1ξ
λ

> 时，有 ( ) ( ) ( )* 1
*1 1 1cV v M e λ ξξ ξ − −− ≥ − − 

  ， ( ) * *
* * *c cV v M e v M eλ ξ λ ξξ λ ξ− −′ = − + 。则根据(29)~(30)

式和 31 0c cv b w− − = ，可得 

( )( ) ( )*
2 * 1 2 1 3 2, , 0.c cU V W v M e r r b b c vλ ξξ ξ α−≥ −  + ≥  

当
*

1ξ
λ

< 时，有 ( )1 0V ξ + ≥ 。易证 ( )( )2 , , 0U V W ξ ≥ 。 

因此，对任意的
*

1ξ
λ

 
∈  

 
 ， ( )( )2 , , 0U V W ξ ≥ 。 

当
*

1ξ
λ

> 时，有 ( ) ( ) ( )* 1
*1 1 1cW w M e λ ξξ ξ − − − ≥ − −  ， ( ) * *

* * *c cW w M e w M eλ ξ λ ξξ λ ξ− −′ = − + 。则根据

(29)~(30)式和 21 0c cc v w− − = ，可得 

( )( ) ( ){ }*
3 * 1 3 1 2, , 1 0.c cU V W w M e r r c c vλ ξξ ξ α−≥ − −  + ≥  

当
*

1ξ
λ

< 时，有 ( )1 0W ξ + ≥ 。易证 ( )( )3 , , 0U V W ξ ≥ 。 

因此，对任意的
*

1ξ
λ

 
∈  

 
 ， ( )( )3 , , 0U V W ξ ≥ 。证毕。 

通过上述上下解的构造，已证 ( )( ) ( ), , 0, ,c cU V W v w+∞ = 。应用命题 2.2，即可证明定理 2.6。 

3. 在负无穷远处的波尾极限 

在上一节中，证明了系统(7)具有满足 ( )( ) ( ), , 0,0,1U V W +∞ = 或 ( )( ) ( ), , 0, ,c cU V W v w+∞ = 正解的存在

性。在本节中，将使用压缩矩形法推导出 ( ), ,U V W 的左尾极限。 

3.1. 满足 ( )( ) ( )U V W, , 1,0,0−∞ = 的波尾极限 

定理 3.1 当 ( )*
*c c c c≥ ≥ 时，令 ( ), ,U V W 是在定理 2.3 (定理 2.6)中证明的行波。假设 
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2 1 3 1 2 31, 1, 1.a b a c a a≥ ≥ + <                               (35) 

则 ( )( ) ( ), , 1,0,0U V W −∞ = 。 
设 

( ) ( )lim lim: inf , : sup , , , .T T T T T U V W
ξ ξ

ξ ξ− +

→−∞ →+∞
= = =

 
由于 0, , ,T T U V W> = ，根据最大值原理可知， 0 1, , ,T T U V W≤ ≤ = 。因此， 0 1, , ,T T T U V W− +≤ ≤ ≤ = 。 

引理 3.2 若 2 3 1a a+ < ，则 0 2 3: 1 0U a aβ− ≥ = − − > 。 
证明 对于下列带有初值的问题 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 3

0

1, 1, 2 , 1 , , 0,

,0 , .

u u x t u x t u x t ru a a u x t
t

u x u x x

∂ = + + − − + − − − ∈ > ∂
 = ∈





             (36) 

根据[18]可知，系统(36)的解 ( ),u x t 满足对任意 0 uc c< < ， 

( ) 0l inf inf , ,im
t x ct

u x t β
→+∞ <

=


 

其中， 

( )1 2 3

0

2 1
: inf .u

e e r a a
c

λ λ

λ λ

−

>

+ − + − −
=  

由于 , 1V W ≤ ，则 ( ) ( ), :x t U x ctφ = − 满足 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 31, 1, 2 , 1 , , 0,

,0 , .

x t x t x t r a a x t
t
x U x x

φ φ φ φ φ φ

φ

∂ ≥ + + − − + − − − ∈ > ∂
 = ∈





             (37) 

根据比较原理，可知对所有的 , 0x t∈ > ，有 ( ) ( ), ,u x t x tφ≤ 。因此， 

( ) ( ) ( ) 0lim linf inf 0, inf 0, .im limU U c u c
ξ ξ ξ

ξ φ ξ ξ β−

→−∞ →−∞ →−∞
= = − ≥ − ≥  

证毕。 
定义 

( ) ( )( ) [ ]11 0: 1 , 0,1 ,m θ θ β ε θ θ= − − + ∈  

其中， ( )00,ε β∈ 。由于 0 1β < ，则 ( )11m θ 在 [ ]0,1θ ∈ 上递增且 ( )11 1 1m = 。令 

[ ) ( ){ }11: 0,1 | .U mθ θ−= ∈ >  

根据引理 3.2，知 0∈， 0 : supθ =  是定义良好的，且 ( ]0 0,1θ ∈ 。取极限后，可以得到 

( )11 0 .U m θ− ≥                                     (38) 

引理 3.3 假设(38)成立，则有 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

12 0 1 11 0

13 0 1 11 0

: max 0,1 ,

: max 0,1 .

V M b m

W M c m

θ θ

θ θ

+

+

 ≤ = −


≤ = −
 

证明 对于任何趋于无穷的序列{ }nξ ，假设 

( ) ( ): lim , ,nn
Vϕ ξ ξ ξ ξ

→∞
= + ∈  
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存在。根据系统(7)，(38)式及 0W ≥ 知，在中， 

[ ] ( )2 2 1 11 01 0.c r b mϕ ϕ ϕ θ ϕ′  + + − − ≥   

由于 1V ≤ ，根据抛物线比较原理知， ( ) ( )0 , , 0v tϕ ξ ξ≤ ∈ >

，其中， ( )v t 是下列初值问题的解 

( )

( )
2 1 11 0

d 1 , 0,
d

0 1.

v r v b m v t
t

v

θ = −  − >

 =

 

当 t →+∞时， ( ) ( )12 0v t M θ→ 。因此，对任意 ( ) ( )12 0, Mξ ϕ ξ θ∈ ≤

。由此可知， ( )12 0V M θ+ ≤ 。类似可

证， ( )13 0W M θ+ ≤ 。证毕。 

接下来，证明 0 1θ = 。 
假设 ( )0 0,1θ ∈ 。根据 ( )11 0m θ 的连续性，知 0θ ∉。结合(38)式，可得 

( )11 0 .U m θ− =                                    (39) 

令 ( ) ( ) ( )1 11 0 2 12 0 3 13 0: 1 m a M a Mγ θ θ θ= − − − 。根据引理 3.3，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) { }
( ) ( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ) ( ) [ )

2 3 2 1 3 1 11 0 11 0 1 1

1 2 2 1 11 0 11 0 1 1

3 3 1 11 0 11 0 1 1

1 1 , min 1 ,1 ,
1 1 , 1 ,1 ,
1 1 , 1 ,1 .

a a a b a c m m b c
a a b m m c b
a a c m m b c

θ θ
γ θ θ

θ θ

 − − + + − <
≥ − + − ∈
 − + − ∈

 

结合(35)式，知 1 0γ > 。 

若当ξ → −∞， ( )U ξ 是最终单调的，则 ( ) ( )11 0lim U m
ξ

ξ θ
→−∞

= 。对系统(7)的第一个方程从一个负整数

n− 到 0 积分，得到 

( ) ( ) [ ]( ) ( )( )( )2 1 2 3
0

10 d .
n

U rUc U U a V a Wn U ξ ξ ξ ξ
−

+ − − − =    − −∫              (40) 

由于 

[ ]( ) ( )( )( ){ } ( )2 1 2 3 1 11 0 1lim 1 0,U rU U a V a W r m
ξ

ξ ξ ξ θ γ
→−∞

+ − − − ≥ ≥  

注意到当 n →∞时，(40)式右侧趋于无穷，而(40)式左侧对于所有的 n都是一致有界的，从而得出矛盾。 
若当ξ → −∞， ( )U ξ 是振荡的，则存在一个序列{ }nξ 使得 ( ) ( )11 0lim nn

U mξ θ
→∞

= 。根据系统(7)的第一 

个方程可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( )

1 2 3

1 2 2 3 3

0 1 1 2 1

1 .
n n n n n n

n n

U U U cU rU U a V a W

rU U a V a W

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

′= + + − − + + − − −

≥ − − −
 

对上述不等式在 n →∞时取下极限，结合 1 0γ > ，产生矛盾。因此， 0 1θ = 。这表明 1U − = ，即 ( ) 1U −∞ = 。 
最后，将引理 3.3 和 0 1θ = 结合，并考虑 1 1, 1b c > ，可以推出 0V W− −= = 。 
因此， ( )( ) ( ), , 1,0,0U V W −∞ = 。 

3.2. 满足 ( )( ) ( )U V W u v w, , , ,∗ ∗ ∗−∞ = 的波尾极限 

定理 3.4 当 ( )*
*c c c c≥ ≥ 时，令 ( ), ,U V W 是在定理 2.3 (定理 2.6)中证明的行波。假设 

2 3 1 3 1 21, 1, 1.a a b b c c+ < + < + <                              (41) 

则 ( )( ) ( )* * *, , , ,U V W u v w−∞ = 。 
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证明 令 

{ }
{ }
{ }

1 2 3 *

2 1 3 *

3 1 2 *

: min 1 , 2 ,
: min 1 , 2 ,
: min 1 , 2 .

a a u
b b v
c c w

β
β
β

 = − −
 = − −
 = − −

 

显然， 0, 1,2,3i iβ > = 。因此，根据引理 3.2 知， 

1 2 3, , .U V Wβ β β− − −≥ ≥ ≥  

定义 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

21 * 1 21 *

22 * 2 22 *

23 * 3 23 *

: 1 , : 1 1 ,
: 1 , : 1 1 ,
: 1 , : 1 1 ,

m u M u
m v M v
m w M w

θ θ θ β ε θ θ θ ε
θ θ θ β ε θ θ θ ε
θ θ θ β ε θ θ θ ε

 = + − − = + − +
 = + − − = + − +
 = + − − = + − +

 

其中， [ ]0,1θ ∈ ， ε 是一个正常数且满足 { }1 2 30 min , ,ε β β β< < 。  
定义 

[ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }21 21 22 22 23 23: 0,1 | , , .m U U M m V V M m W W Mθ θ θ θ θ θ θ− + − + − += ∈ < ≤ < < ≤ < < ≤ <  

显然， 0∈，所以 ≠ ∅ 。 
下面，证明 sup 1= 。 
利用反证法，假设 ( )*sup 0,1θ= ∈ 。设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 21 2 22 3 23 1 21 2 22 3 23

2 1 21 22 3 23 2 1 21 22 3 23

3 1 21 2 22 23 3 1 21 2 22 23

: 1 , : 1 ,

: 1 , : 1 ,

: 1 , : 1 .

h m a M a M l M a m a m

h b M m b M l b m M b m

h c M c M m l c m c m M

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

= − − − = − − −

= − − − = − − −

= − − − = − − −

 

通过计算，结合(41)式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3 2 3

2 1 3 2 1 3 1 3

3 1 2 3 1 2 1 2

1 2 2 3 3

2 1 1 3 3

3

1 1 1 1 1 0,

1 1 1 1 1 0,

1 1 1 1 1 0,

1 0,

1 [ 0,

1

h a a a a a a

h b b b b b b

h c c c c c c

l a a

l b b

l

θ θ β ε θ ε

θ θ β ε θ ε

θ θ β ε θ ε

θ θ ε β ε β ε

θ θ ε β ε β ε

θ θ

 = − − − − + − − ≥ − − − > 
 = − − − − + − − ≥ − − − > 
 = − − − − + − − ≥ − − − > 
 = − − + − + − < 

= − − + − + − <

= − − ( ) ( )1 1 2 2 0,c cε β ε β ε+ − + − <  

 

让 *θ θ→ ，则有 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

21 * 21 *

22 * 22 *

23 * 23 *

,
,
.

m U U M
m V V M
m W W M

θ θ
θ θ
θ θ

− +

− +

− +

 ≤ ≤ ≤


≤ ≤ ≤
 ≤ ≤ ≤

                             (42) 

因此，下列六个等式中必有一个成立 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

21 * 21 *

22 * 22 *

23 * 23 *

, ,
, ,
, .

U m U M
V m V M
W m W M

θ θ
θ θ
θ θ

− +

− +

− +

 = =


= =
 = =
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下面，仅考虑 ( )21 *U m θ− = 的情形，剩余五种情形可以类似地讨论。 

若当ξ → −∞， ( )U ξ 是最终单调的，则 ( )lim U
ξ

ξ
→−∞

存在。由于 ( ) ( ) ( )0
d 0U U Uξ ξ

−∞
′ = −∞ −∫ 是有限的，

则存在下列两种情况：对于 1ξ  ，若 ( ) 0U ξ′ > ， ( )inflim 0U
ξ

ξ
→−∞

′ = ；对于 1ξ  ，若 ( ) 0U ξ′ < ，

( )suplim 0U
ξ

ξ
→−∞

′ = 。因此，可以找到序列{ }nξ ，使得当 n →+∞时， nξ → −∞ ，且 ( ) ( )21 *lim nn n
U mξ θ

→+
= 。 

若当ξ → −∞， ( )U ξ 是振荡的，则可以选取由U 的最小值点构成的序列{ }nξ 。根据U −的定义，可得 

( ) ( )inf 1 ,lim limsup 1n nn n
U U U Uξ ξ− −

→+∞ →+∞
+ ≥ − ≥ 。 

再结合(42)式， ( ) ( )22 *suplim n
n

V Mξ θ
→+∞

≤ 和 ( ) ( )23 *suplim n
n

W Mξ θ
→+∞

≤ ，则有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 21 * 2 22 * 3 23 * 1 *li i f 1 .m n 1 0nn
U a V a W m a M a M hξ θ θ θ θ

→+∞
− − − ≥ − − − = >  

这表明 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

1 2 3

1 1 *

0 inf 1 1 2 1

2

l

0

im

,

n n n n n n n nn
U U U cU rU U a U a U

U U U rU h

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

θ
→+∞

− − − −

′   = + + − − + + − − −   

≥ + − + >
 

矛盾。 
因此， sup 1= 。证得 ( )( ) ( )* * *, , , ,U V W u v w−∞ = 。证毕。 

4. 行波的不存在性 

定理 4.1 存在以下情况时，系统(7)不存在正解 ( ), ,U V W 。 
(1) 当 *c c< 时，若 3 1a < ， 

( )( ) ( ) ( ){ } ( )( ) ( )* * *, , 1,0,0 , , , , , , 0,0,1U V W u v w U V W−∞ ∈ +∞ = ； 

(2) 当 *c c< 时，若 3 21, 1, 0b c α< < > ， 

( )( ) ( ) ( ){ } ( )( ) ( )* * *, , 1,0,0 , , , , , , 0, ,c cU V W u v w U V W v w−∞ ∈ +∞ = 。 

证明 (1)假设对某些 *c c< ，系统(7)存在正解 ( ), ,U V W ，使得 ( )( ) ( ), , 0,1,1U V W +∞ =  

令 ( ) ( )
( )1 :

U
U

ξ
ζ ξ

ξ
′

= ，则对系统(7)的第一个方程两边同时除以 ( )U ξ 得 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 11

1 1 2 3

d d
1 2 3

1 1
2 1

2 1 , .s s s s

U U
c r U a V a W

U U

e e r U a V a W
ξ ξ
ξ ξζ ζ

ξ ξ
ζ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
+

−∫ ∫

 + −
− = + − + − − −    

 
 = + − + − − − ∈    



 

注意到，当ξ → +∞时， ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 31 1r U a V a W r aξ ξ ξ− − − → −   。根据[14]知， ( )1 1: lim
ξ

ζ ζ ξ
→+∞

= 存在，且

满足 



  ( )1 1
1 1 32 1 .c e e r aζ ζζ −− = + − + −  

由于对任意的ξ ∈， ( ) 0U ξ > 且 ( ) 0U +∞ = ，则


1 0ζ ≤ 。这意味着 
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  ( )


1 1
1 3 *

1

2 1
,
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矛盾。因此，系统(7)不存在满足 ( )( ) ( ), , 0,0,1U V W +∞ = 的行波。 
同理，可证系统(7)不存在满足 ( )( ) ( ), , 0, ,c cU V W v w+∞ = 的行波。证毕。 

5. 讨论 

本研究通过分析格上三物种 Lotka-Volterra 竞争系统的行波解，从生态学角度揭示了外来物种入侵的

两种典型动态：一是两个外来强势物种共同入侵一个本地弱势物种，二是一个外来强势物种入侵两个本

地弱势物种。数学上，我们证明了在特定参数条件下存在两类行波解：Type I 波连接边界平衡点(0, 0, 1)，
Type II 波连接半共存平衡点 ( )0, ,c cv w 。关键参数条件如 3 31, 1a b< < 等反映了物种间的竞争强度。进一步，

通过构造合适的上下解和控制系统，我们刻画了行波在负无穷远处的渐近行为，表明在强竞争条件下，

入侵物种可完全排除本地物种，系统趋于单物种主导状态；而在弱竞争条件下，三物种可达成共存。与

以往基于拉普拉斯算子和卷积算子的模型相比，晶格模型通过离散迁移核函数统一描述了从短距离到长

距离的扩散行为，突出了空间离散性对入侵速度和模式的关键影响。这一框架为研究破碎化景观中的生

物入侵动力学提供了不可替代的数学工具。本研究的结果不仅推广了已有关于两物种和三物种竞争系统

的结论，也为理解离散环境中多物种共存与竞争排斥提供了新的理论依据。 
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