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摘  要 

本文罗列了《线性代数》中有关逆矩阵的几个等价命题，并且给出了相应证明。本文不仅说明了逆矩阵

在《线性代数》课程中的重要性，而且以逆矩阵为主线，将《线性代数》中大部分概念和结论串联在一

起，有助于学生更好地理解和学习该课程。 
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Abstract 
This paper systematically presents several equivalent propositions concerning the inverse matri-
ces in Linear Algebra and provides the corresponding proofs. The study not only highlights the cru-
cial role of inverse matrices in the course but also employs them as a central thread to connect most 
key concepts and conclusions within the subject. This approach can help students to understand 
and learn the course. 
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1. 引言 

《线性代数》课程作为高等院校理工科学生必修的基础学科之一，内容比较抽象，概念、法则和性

质很多。特别地，这些内容往往是从不同角度描述向量之间的线性关系和变换特征，导致这些内容相互

交织在一起，难以认清其中的本质，因而学生普遍感觉学习该课程较为困难。即使在结业考试中取得了

较好的成绩，但往往也很难将该课程的内容讲清楚，特别是学习该课程的目的。当前，众多学者对该课

程的教学方法和教学内容进行了深入研究，取得了很多成果[1] [2]。本文将以逆矩阵为主线，讨论几个命

题之间的等价关系，这样可以将《线性代数》课程中的行列式、逆矩阵、向量组的线性相关性、线性方程

组及特征值等诸多概念和性质串联起来，帮助学生更好地理解和掌握本课程。 
本文的目的是证明以下 10 个命题等价。 
定理[3]-[5] 假设 A 是 n 阶实矩阵，E 是 n 阶单位矩阵，则以下命题等价： 
(1) A 为可逆矩阵； 
(2) A 的行列式 | | 0A ≠ ； 
(3) A 为非奇异矩阵； 
(4) A 没有零特征值； 
(5) A 的伴随矩阵 A∗ 可逆； 
(6) 齐次线性方程组 0Ax = 仅有零解； 
(7) A 的列(行)向量组线性无关； 
(8) A 的秩 ( )r A n= ； 
(9) A 可以表示成有限个初等矩阵的乘积； 
(10) 存在 n 阶可逆矩阵 P 和Q ，使得 PAQ E= 。 
证明：分五组证明。 

2. 证明(4)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4) 

(4)⇒ (2) 设 1 2, ,..., nλ λ λ 为矩阵 A 的特征值，则根据特征值的性质知 1 2
1

| |
n

n k
k

A λ λ λ λ
=

= ⋅ ⋅ ⋅ =∏ 。因为 

0kλ ≠ ， 1,2,...,k n= ，故 | | 0A ≠ 。 
(2)⇒ (3) 直接根据定义得到。(定义：当 | | 0A ≠ ，方阵 A 称为非奇异矩阵。) 

(3)⇒ (4) 因为 A 为非奇异矩阵，故 | | 0A ≠ 。又因为 1 2
1

| | ...
n

n k
k

A λ λ λ λ
=

= ⋅ ⋅ ⋅ =∏ ，故 0kλ ≠ ， 1,2,...,k n= ， 

即 A 没有零特征值。 

3. 证明(1)⇔ (2) 

(1)⇒ (2) 因为 A 为可逆阵，故存在 n 阶方阵 B 使得 AB E= 。又因为 | | | | | | 1AB A B= ⋅ = ，故 | | 0A ≠ 。 

(2)⇒ (1) 由于 | | 0A ≠ ，故 *1
| |

A
A

存在，其中 *A 为矩阵 A 的伴随矩阵。直接计算可得 *1
| |

A A E
A

⋅ = ，

故 A 为可逆矩阵，而且 1 *1
| |

A A
A

− = 。 
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4. 证明(1)⇔ (5) 

(1)⇒ (5) 因为 A 为可逆阵，且 1 *1
| |

A A
A

− = ，即 * 1| |A A A−= ⋅ ，故伴随矩阵 A∗ 可逆，且 ( ) 1* 1
| |

A A
A

−
= 。 

(5)⇒ (1) 由于 A∗ 可逆，故 | | 0A∗ ≠ 。因为 * 1 1| | || | | | |nA A A A− −= ⋅ = ，故 | | 0A ≠ ， A 为可逆矩阵。 

5. 证明(2)⇒ (6)⇒ (7)⇒ (8)⇒ (2) 

(2)⇒ (6) 因为 | | 0A ≠ ，则由克莱姆法则知齐次线性方程组 0Ax = 仅有零解。 

(6)⇒ (7) 设矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 





   



，将 A 按列分块，记为 ( )1 2, , , nA α α α=  ，其中 

( )1 2, , , T
i i i nia a aα =  。假设存在实数 1 2, , , nx x x 使得 1 1 2 2 0n nx x xα α α+ + + = 。由于 0Ax = 仅有零解，故

向量组 1 2, , , nα α α 线性无关，即 A 的列向量组线性无关。同理可以证明 A 的行向量组线性无关。 
(7)⇒ (8) 由于向量组 1 2, , , nα α α 线性无关，故根据向量组秩的定义知 ( ) ( )1 2, , , nr A r nα α α= = 。 
(8)⇒ (2) 反证法。假设 | | 0A = ，则 0Ax = 有非零解。又因为 ( )r A n= ，故向量组 1 2, , , nα α α 线性无

关。根据线性无关的定义，只有当 1 2 0nk k k= = = = 时，等式 1 1 2 2 0n nk k kα α α+ + + = 成立。即齐次线

性方程组 0Ax = 仅有零解，这与 0Ax = 有非零解矛盾。故 | | 0A ≠ 。 

6. 证明(1)⇒ (9)⇒ (10)⇒ (1) 

(1)⇒ (9) 假设 A 的标准型矩阵为 F ，由于 A 与 F 等价，知 F 可以通过有限次的初等变换化为 A ，即

存在初等矩阵 1 2, , , lP P P 使 1 1k k lA P P FP P+= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  。因为 A 是可逆矩阵，而且 1 2, , , lP P P 都是可逆矩阵， 

故标准型 F 可逆。假设
0

0 0
rE

F  
=  
 

，其中 r n< ，则 0F = ，与 F 可逆矛盾。因此，必有 r n= ，即 F E= ， 

从而 1 1k k lA P P P P+= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  。 
(9)⇒ (10) 假设 1 1k k lA P P P P+= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ，其中 iP ， 1,2, ,i l=  ，为初等矩阵，则 

1 1 1 1
1 1k l kP P AP P E− − − −

+⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  ，令 1 1
1kP P P− −= ⋅ ⋅ ， 1 1

1l kQ P P− −
+= ⋅ ⋅ ，则有 PAQ E= 。由于初等矩阵的逆也

是可逆矩阵，故矩阵 P 和Q 可逆。 
(10)⇒ (1) 因为 P 和Q 为可逆矩阵，故 0P ≠ 和 0Q ≠ 。由于 | | | | | | | | 1PAQ P A Q= ⋅ ⋅ = ，故 0A ≠ ，即

A 为可逆矩阵。 
通过学习该定理，学生对《线性代数》课程会有一个清晰的整体认识，对学好这门课程具有积极的

指导意义。后续，我们将进一步探讨如何更加通俗易懂地教好这门课程。 
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