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摘  要 

本文提出了一种求解无约束优化问题的两步Broyden对称秩一校正方法，并证明了其全局收敛性。数值

结果表明，两步方法相较于单步方法具有明显的数值效果，同时也说明两步方法具有加速效果。 
 
关键词 

无约束优化，对称秩一校正，拟牛顿法，全局收敛，两步修正 
 

 

A Two-Step Broyden Symmetric Rank-One 
Correction Method for Unconstrained  
Optimization Problems 
Shengyuan Chen 
School of Mathematics and Statistics, Changsha University of Science and Technology, Changsha Hunan 
 
Received: August 29, 2025; accepted: September 23, 2025; published: September 30, 2025 

 
 

 
Abstract 
This paper proposes a two-step Broyden symmetric rank-one correction method for solving uncon-
strained optimization problems and establishes its global convergence. Numerical results demon-
strate that the two-step method exhibits significant improvements over the single-step method in 
terms of computational efficiency, confirming the acceleration effect of the proposed approach. 
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1. 引言 

牛顿法与拟牛顿法是求解无约束优化问题的两类经典方法[1]。传统的牛顿法因其局部二次收敛性而

备受关注，但需要计算目标函数的 Hessian 矩阵及其逆，在高维问题中计算成本较高[2]。拟牛顿法通过

构造 Hessian 矩阵的近似，直接计算二阶导数，从而减少了计算量[3]。 
对称秩一(SR1, Symmetric Rank-1)更新是通过秩一校正更新 Hessian 近似矩阵，具有存储需求低和收

敛速度快的优势[4]。Conn 等人[5]证明了 SR1 更新生成的矩阵序列在一定条件下能够全局收敛到真实的

Hessian 矩阵，尤其适用于非凸优化问题。Khalfan 等人[6]的理论与实验研究表明，SR1 更新在捕捉 Hessian
矩阵特征方面具有高效性，然而，SR1 方法存在正定性不足的问题，可能影响算法的稳定性。为解决这

一问题，Leong 和 Hassan [7]提出了一种自适应正定缩放的重启 SR1 方法，有效提升了非凸优化中的性

能。此外，Modarres 等人[8] [9]通过修正割线方程改进了 SR1 方法的 Hessian 近似精度，为本文算法的理

论基础提供了支持。 
与此同时，两步 Broyden 方法作为一种加速技术受到广泛关注。Magrenan 和 Argyros [10]研究了两步

Broyden 方法的收敛行为，指出额外的修正步骤可以显著提高局部收敛效率。Zhou 和 Zhang [11]将两步

修正思想应用于拟牛顿法，提出了一种改进的 Broyden-like 方法，并证明了其全局收敛性和超线性收敛

性。此外，Ali 等人[12]提出了一种多步 SR1 更新方法，通过插值多项式改进 Hessian 近似，为两步策略

与 SR1 的结合提供了理论支持。 
尽管 SR1 和两步 Broyden 方法各有优势，但二者的结合尚未得到充分探索。传统 SR1 方法因正定性

不足可能导致收敛不稳定，而两步 Broyden 方法通过额外修正可提高局部收敛速度。基于此，本文提出

了一种结合 SR1 更新和两步 Broyden 方法的算法，利用 SR1 生成高效 Hessian 近似，并通过两步修正克

服正定性缺陷，从而兼顾计算效率和稳定性。 
与 MSSR1 方法[12]相比，TSSR1-B 在以下方面有所不同：首先是 MSSR1 采用插值多项式构造多步

割线方程，而 TSSR1-B 通过两步 Broyden 修正构造更简洁的割线方程，避免了高次插值带来的复杂性；

其次是 TSSR1-B 引入自适应缩放因子和重启机制，更灵活地保持矩阵正定性和数值稳定性。 
本文的贡献在于：在 SR1 理论框架中引入两步修正步骤，提升了算法的收敛速度；通过理论分析证

明了算法的全局收敛性；数值实验验证了 TSSR1-B 在迭代次数和计算时间上的优越性。 
本文结构如下：第二节介绍无约束优化问题的数学模型及算法框架，第三节详细描述修正割线方程

的构造，第四节提出结合 SR1 更新和两步修正的 TSSR1-B 算法，第五节分析算法的全局收敛性，第六节

通过数值实验对比 TSSR1-B 与传统方法的性能，第七节总结全文并展望未来研究方向。 

2. 无约束优化问题的数学模型及算法框架 

本节提出一种无约束优化问题的两步 Broyden 秩一校正方法(TSSR1-B)，用于求解如下形式的问题： 

( )min
nx R

f x
∈

，                                 (1.1) 

其中 : nf R R→ 是一个光滑函数。假设 f 是连续的，并且至少是二次可微的。TSSR1-B 方法的基本框架

可以概括如下： 
给定 ( ),k kx f x∇ 或其有限差分近似，以及 n n

kB R ×∈  ( ( )2
kf x∇ 的割线近似)，我们通过下式确定
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TSSR1-B 方向 kd  

( ) 0,k k kB d f x+∇ =                                 (1.2) 

通过基于以下等式的线搜索方法选择新的迭代 1kx +  

1 ,k k k kx x dα+ = +                                  (1.3) 

其中 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ, ,k k k k k k k k k kd d d d H f x d H f x d= + = − ∇ = − ∇ +，                  (1.4) 

将 kB 更新为 1kB + ，使 1kB + 对称并满足正割方程 

1 ,k k kB s y+ =                                    (1.5) 

其中 ( ) ( )1 1,k k k k k ks x x y f x f x+ += − = − 。 

2.1. ky 的构造 

将目标函数 f 的良好曲率信息合并到更新矩阵的方法之一是强制矩阵满足一般正割方程(1.5)。为了

生成新的正割更新，我们可以从 TSSR1-B 方向(1.2)生成方向 kd ，其中 kB 被矩阵 

,k k kB B Iµ= +                                   (2.1) 

其中 I 是单位矩阵，为更好地近似 Hessian 矩阵的曲率信息，引进修正项 ku ， ku 以适当的方式选择( ku 的

实际选择将在下一小节中讨论)。由于 1kB + 满足 

( ) ( ) ( )1 1 1 ,k k k k kB x x f x xf+ + +− ≈ ∇ −∇  

矩阵 1kB + 满足以下关系： 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 ,k k k k k k k k kB x x B I x x f xx fµ+ + + + +− = + − ≈ ∇ −∇  

或等效地 

1 ,k k k k kB s y sµ+ ≈ +  

所以我们可以把修改后的正割方程写成如下 

1 ; .k k k k k k kB s y y y sµ∗ ∗
+ = = +                                (2.2) 

很明显，如果 k 趋近于无穷大， ku 趋近于零，那么修正的正割方程就接近于一般的正割方程。 
现在假设目标函数 f 足够光滑。设 1 ,k k kx x s+ = + 通过沿着 ks 的泰勒级数，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )32
1 1 1

1 O ,
2

T T
k k k k k k kkf f x s f x s f x s sx + + += − ∇ + ∇ +  

或者 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1

1 ,
2

T T
k k k k k kkf f x s f x s f x sx + + +≅ − ∇ + ∇  

因此， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
1 1 12 2

TT
k k k k k kkxs f x s f f x f x s+ + +∇ = − + ∇  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 ,2
T T

k k k k kk kf f x f x f s s yx x+ += − + ∇ +∇ +                   (2.3) 

通过(2.2)，我们有 
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1 ,T T T T
k k k k k k k k k ks B s s y s y s sµ∗

+ = = +                            (2.4) 

通过比较(2.3)与(2.4)，我们可以以合理的方式选择 ku ，使其满足 

,T
k k k ks sµ ψ=                                   (2.5) 

其中 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 .2
T

k k k kk kf f x f x f sx xψ + += − + ∇ +∇  
根据公式(2.5)，我们可以很好的选择 ku  

; ,k
k k k k kT

k k

s w w u
s u
ψ

µ = =                               (2.6) 

且
n

ku R∈ 是使得 0k ks uΤ ≠ 。 
Modarres 等人基于上述关系提出了以下等式 

1 ;   .k
k k k k k kT

k k

B s y y y u
s u
ψ∗ ∗

+ = = +                            (2.7) 

本文所考虑的是通常的 2l -范数向量和相应的诱导范数矩阵。 
下面的定理显示了割线方程(2.7)的好的性质，可以在[8] [9]中找到。 
定理 1. [8] 假设函数 f 足够光滑，且 ku 满足式(2.5)。如果 ks 足够小，则以下估计保持 

( )( ) ( ) ( )42
1 1

1 .
3

T T
k k k k k k k k ks f x s y s T s s O s∗

+ +∇ − = +                     (2.8) 

( )( ) ( ) ( )42
1 1

1 .
2

T T
k k k k k k k k ks f x s y s T s s O s+ +∇ − = +                     (2.9) 

其中 .k k k ky y u s∗ = + 1kT + 是 f 在 1kx + 处的张量，并且 

( ) ( )3
1

1
, , 1

.i j l
k k k

n
kT

k k k i j l
i j

k
l

f x
s T s s s s s

x x x
+

+
=

∂
=

∂ ∂ ∂
∑  

上面的定理表明， ky∗
比 ky 更好地近似于 ( )2

1k kf x s+∇ 。 

2.2. 对正割方程(2.7)的一个简单修改 

由于 k k k k ks y s y uΤ ∗ Τ= + ，且 ku 可能为负，如果 0ku < 大于 k ks yΤ
，并且 0.k ks yΤ ∗ < 。为了解决这个缺陷，我

们进一步修改向量 ky∗
，如下所示 

( )s ,gn k
k k k kT

k k

y y u
s u
ψ

ψ= +                             (2.10) 

因此很容易看出，我们总是有 0k ks yΤ ∗ > ，当且仅当 0k ks yΤ > ， 
公式(2.10)中代入 k ku s= ，我们得到 

( )s .gn k
k k k kT

k k

y y s
s u
ψ

ψ= +                             (2.11) 

3. 正割方程的 SR1 修正 

在这一节中，我们考虑用修正的割线方程(2.10)对 SR1 进行修正。此外，我们将介绍一种策略来保持

修正的 SR1 公式中的正定性。 

3.1. 修改的 SR1 更新 

现在我们提出基于修改的正割方程(2.10)的修改的 SR1 更新： 
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( )( )
( )1 ,

T
k k k k k k

k k T
k k k k

y B s y B s
B B

y B s s
+

− −
= +

−

 



                          (3.1) 

其中 ( )sgn k
k k k kT

k k

y y u
s u
ψ

ψ= + 。如果用 kH 近似 Hessian 的逆，则修改的割线方程被重写为 

1 ,k k ks H y+=                                     (3.2) 

基于该等式，我们具有逆 SR1 更新 

( )( )
( )1 ,

T
k k k k k k

k k T
k k k k

s H y s H y
H H

s H y y
+

− −
= +

−

 

 

                         (3.3) 

我们将更新(3.1)称为修改的 SR1 更新，而(3.3)是其逆版本。 

3.2. 修改的 SR1 更新的正定性 

在本小节中，我们将对对称秩一更新应用重新启动过程，以避免正定性的丢失。重新开始方法和常

用的调整方法之间的重要区别在于，调整被合并到每个 SR1 更新中以保持正定性，而重新开始方法在 SR1
更新不是正定时用单位矩阵的倍数重新开始 SR1 算法。我们不喜欢这种方法的主要原因是，它需要计算

kB  (Hessian 的近似)。如果该迭代中的 SR1 矩阵是正定的，则大小调整将是多余的。 
为了克服这个缺陷，我们采用 Leong 和 Hassan [6]提出的最佳缩放因子，并考虑由 1k Iλ −

 定义的缩放

单位矩阵，其中 

( )
( )

1/2222 2
1 11 1 1 1

1 2 2 22
1 1 1 11 1

.k kk k k k
k

k k k kk k

s ss s s s
y s y yy s

λ − −− − − −
−

− − − −− −

 
 = − −  
 



  



                      (3.4) 

我们的方法是结合重新启动程序，当我们失去了正定性的修改 SR1 或修改 SR1 的分母接近零或{ }kH
是无界的。现在，通过这种修改，我们提出了我们的新算法。 

4. 算法描述 

算法 4.1：无约束优化问题的两步 Broyden 秩一校正方法(TSSR1-B)。 
Step 0：给定初始点 0 ,nx R∈ 初始正定矩阵 0H I= ，令 0k = 。 
Step 1：若 ( ) ( )max 1,k kf x xε∇ ≤ ⋅ ，则停止迭代。 
Step 2：通过如下方程式来求解 ˆ

kd  

( )ˆ ,k k kd H f x= − ∇                                 (4.1) 

其中令： 
ˆ ,k k kz x d= +                                   (4.2) 

通过下列方程式求解 kd  

( ) ,k k kd H f z= − ∇                                 (4.3) 

令： 
ˆ ,k k kd d d= +                                   (4.4) 

该方向结合了当前梯度信息和历史曲率信息，能更有效地引导搜索方向。 
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Step 3：若以下任一条件成立： 

1) 0T T
k k k k ks y y H y− <    (搜索方向非下降)，                     (4.5) 

2) ( )T
k k k k k k k ky s H y r y s H y− < −     (SR1 更新分母接近零)，              (4.6) 

3) kH L
∞
>  (近似矩阵范数过大)，                        (4.7) 

则重启： 1 ,k kH Iλ −=  其中 1kλ −
 由式(3.4)计算。 

Step 4：尝试 1,kα = 若满足 Wolfe 条件： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2( ) , ,T T T
k k k k k k k k k k k k kf x d f x f x d f x d d f x dα δ α α δ+ ≤ + ∇ ∇ + ≥ ∇          (4.8) 

则接受；否则通过回溯法(如 k krα α← )找到满足条件的步长。 
Step 5：更新迭代点： 

1 ,k k k kx x dα+ = +  

Step 6：通过修正割线方程计算 ky  

( )s ,gn k
k k k kT

k k

y y u
s u
ψ

ψ= +                               (4.9) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 ,2
T

k k k k k kw f x f x f x f x s+ += − + ∇ +∇                    (4.10) 

Step 7：通过(3.3)使用对称秩一更新逆 Hessian 近似。 
Step 8：令 1k k= + ，返回 Step 1。 

5. 全局收敛性 

为了证明算法的全局收敛性，我们需要如下假设： 
(1) f 在水平集 ( ) ( ){ }0:nD x R f x f x= ∈ ≤ 的领域内连续可微，且有下界。 
(2) 梯度 f∇ 在 D 上 Lipschitz 连续，即存在常数 0,L > 使得： 

( ) ( )2 1 2 1 1 2, , .f x f x L x x x x D∇ −∇ ≤ − ∀ ∈                         (5.1) 

定义： 

( ) ( )
( )

cos .
T

k k
k

k k

f x d
f x d

θ
∇

= −
∇

                              (5.2) 

下面的定理表明算法 4.1 具有全局收敛性。 
定理 1：若 0x 是满足上述假设的起点，算法生成的序列{ }kx 满足强 Wolfe 条件，则： 

( ) ( ) 22

0
cos .k k

k
f xθ

∞

=

∇ < ∞∑                              (5.3) 

证明：由强 Wolfe 条件： 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 ,
T T

k k k k kf x f x d f x dσ+∇ −∇ ≥ − ∇  

结合 Lipschitz 条件： 

( ) ( )( ) 2
1 ,

T
k k k k kf x f x d L dα+∇ −∇ ≤  
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得： 

( )2
2

1
T

k k
k

k

f x d
L d

σ
α

∇−
≥ ，                               (5.4) 

由第一个 Wolfe 条件： 

( ) ( ) ( )1 1 ,k k k k kf x f x f x dσ α Τ
+ ≤ + ∇  

代入 ,kα 得： 

( ) ( )
( )( )

1 2

2

2
1

1 k k

k
k

k

f x d
f x

L d
f x σ

σ

Τ

+

∇−
≤ + ， 

使用 cos( ),kθ 可写为： 

( ) ( ) ( ) ( ) 22
1

2
1 cos , 1

k k k kf x f x c f x c
L

σ
θ σ+ ∇ =

−
≤ + ， 

由于 f 有下界，对上式求和： 

( ) ( ) 22

0
cos k k

k
f xθ

∞

=

∇ < ∞∑ ， 

由于 kH 有界(由跳跃更新和正定性修正保证)，存在常数 0∆ > ，使得： 

( ) 1cos kθ ≥
∆
， 

因此： 

( )lim 0,kk
f x

→∞
∇ =  

即算法全局收敛。 

6. 数值实验 

本小节给出一些数值结果，以表明所提出的无约束优化问题的两步 Broyden 秩一校正方法(TSSR1-B)
的有效性，并与[9]中的 MSR1 方法、传统的 SR1 方法进行比较，算法在 MATLAB2016A 编程实现，数

值实验在 windows 系统中进行。当 ( ) 810kf x −∇ < 或达到最大迭代次数 500 时，终止实验。在同样的参数

设置下(具体的参数设置为：线搜索参数
4

1 2=10 , 0.9δ δ− = ，重启参数
12 1010 , 10r L−= = )。下表 1 展示不同

算法在四种测试函数上的平均迭代次数和 CPU 时间(单位：秒)： 
 

Table 1. Performance comparison of different algorithms on test functions 
表 1. 不同算法在测试函数上的性能对比 

函数名称 维度 TSSR1B (迭代/时间) MSR1 (1) (迭代/时间) SR1 (迭代/时间) 

强病态二次函数 

30 12/0.007 26/0.032 35/0.012 
50 8/0.006 26/0.041 53/0.022 
80 10/0.008 27/0.055 89/0.042 

100 18/0.010 29/0.073 106/0.075 

标准 Rastrigin 函数 

30 46/0.024 72/0.020 98/0.270 
50 83/0.033 112/0.198 77/0.016 
80 104/0.062 500/0.230 104/0. 029 

100 24/0.028 500/0.330 113/0.040 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.1410423


陈盛园 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.1410423 99 应用数学进展 
 

续表 

非光滑过渡函数 
30 4/0.002 8/0.005 10/0.012 
50 4/0.002 10/0.002 11/0.008 
80 6/0.003 9/0.003 10/0.005 

稀疏病态函数 

30 10/0.010 40/0.047 178/0.088 
50 16/0.011 42/0.110 213/0.021 
80 23/0.016 45/0.154 500/0.317 

100 8/0.020 42/0.205 500/0.476 

 
表格列举出了算法 TSSR1-B、MSR1 和 SR1 在四种测试函数上的不同初始点的数值结果。由表格可

知，虽然三种算法都能求解测试问题，但是算法 TSSR1-B 的数值优于 MSR1 和 SR1。在相同的条件下，

算法 TSSR1-B 在大多数问题上进一步减少 15%~40%的迭代次数。两步方向在病态问题上贡献更为显著，

但在极低维简单问题上，两步优势不明显，单步方法可能更高效。 

7. 结论 

本文提出的无约束优化问题的两步 Broyden 秩一校正方法(TSSR1-B)通过结合 SR1 更新和两步修正

策略，提升了无约束优化问题的求解效率。理论分析和数值实验验证了其优越性。未来研究可探索该方

法在随机优化和大规模分布式场景中的应用。 
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