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摘  要 

本文提出并研究了一类三物种捕食–食饵模型，该模型在经典Lotka-Volterra结构基础上引入了白噪声

干扰以模拟环境波动的影响。通过构造李雅普诺夫函数并结合R.Z. Khasminskii稳定性理论，我们分析

了不同噪声强度对系统中各类种群的持久性与灭绝性的影响，得到了物种灭绝与持久的充分或必要条件。

理论的结果得到了数值模拟的支持。 
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Abstract 
This paper proposes and investigates a three-species predator-prey model, which introduces white 
noise disturbances into the classical Lotka-Volterra structure to simulate the effects of environmental 
fluctuations. By constructing Lyapunov functions and employing R.Z. Khasminskii-type stability the-
ory, we analyze the influence of different noise intensities on the persistence and extinction of various 
populations within the system, deriving sufficient or necessary conditions for species extinction and 
persistence. The theoretical findings are supported by numerical simulations. 
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1. 引言 

捕食–食饵关系是生态系统中最基本的相互作用之一。经典的 Lotka-Volterra 模型为理解种群动态关

系奠定了理论基础。然而，自然界中的生态系统往往涉及多种物种的复杂相互作用，单纯的二阶微分模

型难以完全刻画现实生态系统的动力学行为。 
最初的捕食–食饵模型由 Lotka 和 Volterra 独立提出，其经典形式为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 11 12

2 21

1 ,

1 ,

dx t a x t b x t b y t dt

dy t a y t b x t dt

= − −

= − −
                          (1) 

其中 ( )x t 和 ( )y t 分别代表食饵密度和捕食者密度。该模型揭示了捕食者与食饵之间的基本动态关系[1] 
[2]。大量研究对此模型进行了改进和修改，包括引入竞争项、功能反映函数[3]等。 

鉴于自然生态系统通常包含多个营养级以及多种相互作用模式，经典的二物种模型难以充分刻画其

复杂性。为了更真实地描述生态系统中捕食与被捕食关系的多样性，研究者在二物种模型的基础上对其

进行了多物种扩展。 
Takeuchi Y 等人在文献[4]中提出了一类包含三个物种的捕食–食饵模型，并对其进行了稳定性分析。

该模型如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 11 12

2 21 22 23

3 32 33

,

,

,

dx t x t r a x t a y t dt

dy t y t r a x t a y t a z t dt

dz t z t r a y t a z t dt

= − −

= − + − −

= − + −

                      (2) 

其中 ( )x t 、 ( )y t 、 ( )z t 分别代表食饵密度、初级捕食者密度、顶级捕食者密度， 1r 、 2r 、 3r 分别代表食

饵的增长率、初级捕食者和顶级捕食者的死亡率， 11a 、 22a 、 33a 分别代表食饵的密度制约系数和捕食者

的种内竞争系数， 21a 、 32a 代表捕食效率系数， 12a 、 23a 代表相互作用系数。 
为引入随机扰动项，设{ }, , PΩ  为一完备概率空间，{ }t , 0t ≥ 为其满足自然条件的σ -代数族，且

满足：若 1 2t t< 时，则 1 2t t⊆ ⊆   ，E 是关于概率测度 P 的数学期望。 
除生物种间相互作用外，环境噪声在种群动态中也起着关键作用[5]。由于生态系统中存在长期而复

杂的环境波动，模型参数常常呈现出随机扰动特性。特别地，F. Vadillo 研究了三个不同的 Lotka-Volterra
随机模型的平均灭绝时间[6]。R. Rudnicki 考虑了随机扰动 Lotka-Volterra 模型的长期动力学，其中假定

两种群的随机噪声具有相关性，虽然这种假设在某种程度上可以模拟同一因素(例如流行病)同等影响捕

食者与猎物种群的情况，但仍具有较大局限性，会显著降低研究结果的价值[7]。M. Liu 和 M. Fan 对随机

种群的持久性提出了一种新的定义，并在此基础上研究了二维随机 Lotka-Volterra 系统的持久性，包括合

作、竞争和捕食系统[8]。本文引入如下具有随机扰动的三物种捕食–食饵模型： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 11 12 1 1

2 21 22 23 2 2

3 32 33 3 3

,

,

,

dx t x t r a x t a y t dt x t dw t

dy t y t r a x t a y t a z t dt y t dw t

dz t z t r a y t a z t dt z t dw t

σ

σ

σ

= − − +

= − + − − +

= − + − +

                (3) 

系统 ( )3 描述了由三种种群间捕食关系组成的生态系统：其中，物种 x 为物种 y 的食物，物种 y 又为

物种 z 的食物。参数 1σ ， 2σ ， 3σ 是常数，分别表示各物种所受白噪声扰动的强度；而 ( )1w t ， ( )2w t ，

( )3w t 是定义在上述概率空间上三维独立标准布朗运动。在本模型中，我们假设环境主要影响种群的生长

率和死亡率，如文献[9]-[11]所示。 
一个自然的问题随之产生：引入随机扰动是否会从本质上改变模型的动态性质？在某些情形下，生

物中间相互作用可能导致种群灭绝。然而，当考虑环境中存在的随机因素时，系统行为可能发生根本性

转变，灭绝可能会逆转为共存。X.R. Mao，G. Marion 和 E. Renshaw 等人[12]的研究表明，环境噪声可以

在一定条件下抑制种群数量的爆炸，从而稳定种群系统。F. Deng 等人也在文献[13]中进一步指出，噪声

可以抑制或促进种群增长。这些发现表明环境噪声对种群系统的长期被动力学性质具有重要影响。这使

得我们关注的焦点转向了噪声如何影响随机系统 ( )3 的灭绝与持久性行为。 
为了深入分析系统 ( )3 中物种的灭绝条件与持续存在的充要条件，本文采用了近年来发展起来的一种

方法[14] [15]，该方法是基于直接李雅普诺夫函数[16]，特别融合了 R.Z. Khasminskii [17]的思想即认为随

机绝灭的充分条件是平凡平衡态稳定性逆转的条件，将这一思想应用到模型中，能够有效建立物种灭绝

的充分条件与持续存在的必要条件。 

2. 随机扰动下系统的灭绝和持久性分析 

在进一步展开分析之前，本文首先给出适用于系统 ( )2 和系统 ( )3 的持久性与灭绝性概念： 
定义 2.1 [18]设 ( )x t 为系统 ( )2 或系统 ( )3 在任意初始条件 ( ) ( ) ( )0 , 0 , 0 0x y z > 下的解，若 

( )
t
limsup 0x t
→∞

> ，则称物种 x 是弱持久的；若 ( )
t
lim inf 0x t
→+∞

> ，则称物种 x 是持久的；若存在常数 0ε > ，

使得 ( )
t
lim inf x t ε
→+∞

≥ ，则称物种 x 是一致持久的。 

上述定义可类比扩展至物种 y 与 z 的持久性分析中。 
引理 2.1 对于任意初始值 ( ) 3,00 R+Φ ∈ ，随机系统 ( )3 的解过程 ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,t x t y t z tΦ = 在 0t ≥ 时保持

正值，即系统 ( )3 的解几乎必然保持在此外 3,0R+ 中。其中，不变集定义为： 

( ){ }3,0 , , 0, 0, 0 ,R x y z x y z+ = > > >  

证明：我们注意到系统 ( )3 的解可以写成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 11 12 1 1 10

2
2 21 22 23 2 2 20

2
3 32 33 3 3 30

1x 0 exp r ,
2

1y 0 exp ,
2

10 exp ,
2

t

t

t

t x a x s a y s ds w t

t y r a x s a y s a z s ds w t

z t z r a y s a z s ds w t

σ σ

σ σ

σ σ

  = − − − +    
  = − + − − − +    
  = − + − − +    

∫

∫

∫

            (4) 

由于初始值 ( ) ( ) ( ), ,x t y t z t 均为正数，且指数函数始终为正，因此上述解在任意 0t ≥ 时始终为正。故

系统 ( )3 的解过程几乎必然地保持在 3,0R+ 中，从而满足正不变性，证毕。  
注释 2.1 由引理 2.1 可知， 3,0R+ 是一个三维不变集。我们还可以得出以下结论： 
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( ){ }0
12 x, , 0, 0, 0 ,R y z x y z+ = > > =  

( ){ }0
13 x, , 0, 0, 0 ,R y z x y z+ = > = >  

( ){ }0
23 x, , 0, 0, 0 ,R y z x y z+ = = > >   

这些都是二维不变集。因此，同样的定义，还会存在三个一维不变集 

( ){ }0
1 x, , 0, 0, 0 ,R y z x y z+ = > = =  

( ){ }0
2 x, , 0, 0, 0 ,R y z x y z+ = = > =  

( ){ }0
3 x, , 0, 0, 0 .R y z x y z+ = = = >   

以及原点 ( ){ }0,0,0 也都是系统 ( )3 的不变集。综上所述，系统 ( )3 一共存在八个子不变集。 
然而，从生态系统角度出发，若食饵 x 灭绝，则初级捕食者 y 将失去食物来源而灭绝；同理，若 y 灭

绝，则顶级捕食者 z 也将随之灭绝。因此，部分不变子集 0
2R + 、

0
3R + 、

0
13R + 、

0
23R + 在生物学上不具备合理

性，所以系统 ( )3 最终只会稳定于不变集 3,0R+ 、 0
1R + 、

0
12R +以及 ( ){ }0,0,0 ，我们后续的研究也是基于这四

种情况。 
定理 2.1 考虑以下随机微分方程系统： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

dx , , ,
k

r r
r

t b t x dt t x d tσ ξ
=

= +∑  

设{ } 1t 0 U U> × = ，其中U 是包含原点 0x = 的某一邻域。若存在函数 ( ) ( )0
2 1,v t x C U∈ 满足以下条件： 

( ),v t x 在李雅普诺夫意义下正定，即对所有 0x ≠ ，有 ( ), 0v t x > 且 ( ),0 0v t = ；对 0x ≠ ，李雅普诺夫

算子 Lv满足 

( ) ( )
2

1 , 1

1v , , 0,
2

l l

i ij
i i ji i j

v v vL b t x a t x
t x x x= =

∂ ∂ ∂
= + + ≤
∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑  

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

a , , ,
k

i j
ij r r

r
t x t x t xσ σ

=

= ∑ ，则平凡解 ( ) 0x t = 是依概率稳定的。 

证明：取正数 r 使得 0x = 的 r −邻域 rU 及其边界均含于U 内，令 

( )
\

inf , 0,
r

r x U U
v v t x

∈
= >  

对任意初始点 x r< ，有 

( ) ( )( )( ) ( ),, , ,
r r

s x
U UE v t x t v s xτ τ  ≤   

其中 ( ) ( ){ }{ },min inf ,
r

s x
U t u s x u r tτ = ≥ ≥： 为停时。 

应用 Chebyshev 不等式，对 s u t≤ ≤ 有 

( )
( ) ( )( )( ) ( )

,

,
, ,

,r r

s x
U Us x

r rs u t

E v t x t v s x
P sup x u r

v v

τ τ

≤ ≤

     > ≤ ≤ 
  

 

令 t →∞得无限时间尺度下的估计： 

( ) ( ), ,
   ,s x

u s r

v s x
P sup x u r

v≥

  > ≤ 
  

                             (5) 
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因为 ( ),0 0v s = 且 ( ),v s x 连续，对任意 0ε > ，存在 0δ > 使得当 x δ< 时 ( ), rv s x vε<  
代入 ( )5 式得： 

( ),sup .s x

u s
P x u r ε

≥

  > < 
  

 

这表明平凡解依概率稳定。 
引理 2.2 若 2

1 12rσ > ，则系统 ( )3 的零平衡点在概率意义下是稳定的，即系统在概率意义下灭绝。 
证明：我们分别从系统 ( )3 的三个分量出发，构造合适的李雅普诺夫函数，并应用定理 2.1 进行判定。

对变量 ( )x t ，考虑系统 ( )3 的第一个方程 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 11 12 1 1 ,dx t x t r a x t a y t dt x t dw tσ= − − +  

构造李雅普诺夫函数： 

( )
1
2

1

2
1

1 , ,
r

u x y z x σ
−=  

显然该函数正定。对其应用定理 2.1 中的李雅普诺夫算子 L ，有 

( )

( )

1 1
2 2

1 1

1
2

1

2 2
1 2 21 1 1

1 1 11 12 12 2 2
1 1 1

2
11

11 122
1

2 2 211 1
2

2     – 1 ,

r r

r

r r rLu x x r a x a y x x

r x a x a y

σ σ

σ

σ
σ σ σ

σ

− − −

−

   
= − − − − −   
   
 

= − + 
 

 

当 2
1 12rσ > 时，有 1 0Lu < ，故根据定理 2.1，系统第一个方程的零解是概率稳定的，即 ( ) 0x t → 。 
对变量 ( )y t ，系统的第二个方程为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 21 22 23 2 2 ,dy t y t r a x t a y t a z t dt y t dw tσ= − + − − +  

考虑以下两种情形： 
若 2

2 22rσ < ，构造李雅普诺夫函数为 ( ) 2
1 , ,v x y z y= ，当 ( ) 0x t → 时，则有 

( ) 2 2 2 2
1 2 21 22 23 2 2 11 22 23 2

12 2 0,
2

Lv y y r a x a y a z y y r a x a y a zσ σ  = − + − − + = − − + + − ≤    
 

若 2
2 22rσ ≥ ，构造函数 ( )

2
2

2

2
1

2 , ,
r

v x y z y σ
−= ，当 ( ) 0x t → 时，则有 

( )

( )

2 2
2 2

2 2

2
2

2

2 2
12 22 2 2

2 2 21 22 23 22 2 2
2 2 2

2
12

2 21 22 232
2

2r 2 21v 1 1
2

2      1 2 0.

r r

r

r rL y y r a x a y a z y y

r y r a x a y a z

σ σ

σ

σ
σ σ σ

σ

− − −

−

    
 = − − + − − + − −     

    
 

= − − − + + ≤ 
 

 

所以系统第二个方程的零解是概率稳定的，即 ( ) 0y t → 。 
对变量 ( )z t ，系统的第三个方程为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 32 33 3 3 ,dz t z t r a y t a z t dt z t dw tσ= − + − +  

若 2
3 32rσ < ，构造函数 ( ) 2

1 , ,w x y z z= ，当 ( ) 0y t → 时，有 
2

2 3
1 3 31 332 0,

2
Lw z r a y a z

σ 
= − − + − < 

 
 

若 2
3 32rσ ≥ ，构造 ( )

3
2

3

2
1

2 , ,
r

rw x y z z −= ，当 ( ) 0y t → 时，有 
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( )
3
2

3

2
13

2 3 32 332
3

2r
w 1 2 0.

r

L z r a y a zσ
σ

− 
= − − − + ≤ 

 
 

所以系统 ( )3 第三个方程的零解也是概率稳定的，即 ( ) 0z t → 。 
综上所示，当 2

1 12rσ > 的条件下，系统 ( )3 三个方程的解 ( )x t 、 ( )y t 、 ( )z t 在概率意义下均趋于 0，
系统整体解在概率意义下收敛于零平衡点，即系统灭绝。 

引理 2.3 若 2
2 22rσ ≥ 且 2

1 12rσ < ，则系统 ( )3 几乎必然稳定于一维不变集 

( ){ }1 , , 0, 0, 0oR x y z x y z+ = > = = ，且食饵种群 ( )x t 围绕区间 ( )1 2,x x 振荡，其中 1
1

1

1
2

x x
r

σ∗
 

= −  
 

， 

1
2

1

1
2

x x
r

σ∗
 

= +  
 

。 

证明：由于 2
2 22rσ ≥ ，根据引理 2.2 和定理 2.1，系统 ( )3 的第二个变量 y 和第三个变量 z 分别趋于

0，因此系统 ( )3 最终化为如下形式： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 11 1 1 ,dx t x t r a x t dt x t dw tσ= − +                           (6) 

系统 ( )6 在无扰动时的正平衡点为 1

11

rx
a

∗ = 。为分析系统 ( )6 的稳定性，我们构造李雅普诺夫函数： 

( )3 1,x xv x ln
x x∗ ∗= − −  

该函数是正定的，所以 

( )

( )

2 2
3 1 11 1

2 211
1

1 1 1v
2x

a 1     ,
2

L r x a x
x

x x
x

σ

σ

∗

∗
∗

 = − − + 
 

= − − +

 

由 3 0Lv = 可得当 2
1 12rσ < 时两个正实根 1

1
1

1
2

x x
r

σ∗
 

= −  
 

， 1
2

1

1
2

x x
r

σ∗
 

= +  
 

。 

所以当 ( )1 2,x x x∈ 时， 3 0Lv > ；当 ( )10,x x∈ 和 ( )2 ,x +∞ 时， 3 0Lv < 。应用 Dynkin 公式[19]： 

( )( ) ( )( ) ( )( )3 3 30
v x 0 x ds,

t
E t E v x E Lv s     − =     ∫  

当初值在 ( )1 2,x x 区间内时，李雅普诺夫函数期望单调递增，表明系统远离平衡点 x∗向两侧移动，即如果

( ) ( )10 ,x x x∗∈ ，那么 ( )x t 几乎必然减少到 1x ，如果 ( ) ( )20 ,x x x∗∈ ，那么 ( )x t 几乎必然增加到 2x 。 
当初值在两端区域时，函数期望减小，表明系统向中间靠拢，即如果 ( ) 10x x< ，那么 ( )x t 几乎必然

增加到 1x ，如果 ( ) 20x x> ，那么 ( )x t 几乎必然减少到 2x 。因此 ( )x t 几乎必然在区间 ( )1 2,x x 附近持续振

荡，证毕。 
引理 2.4 若 2

3 32aσ ≥ ， 2
1 112a xσ ∗< 且 2

2 222a yσ ∗< ，其中 ,x y∗ ∗满足 ( )8 ，则系统 ( )3 几乎必然稳定于

二维不变集 

( ){ }0
12 x, , 0, 0, 0R y z x y z+ = > > =  

且动态种群满足：食饵种群 ( )x t 围绕区间 ( )1 2,x x 振荡，其中 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.1410426


常蔚，廖新元 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.1410426 132 应用数学进展 
 

2 2
1 1

1 2
11 11

1 1
2 2

x x x x
a x a x
σ σ∗ ∗

∗ ∗

   
   = − = +
   
   

，  

初级捕食者种群 ( )y t 围绕区间 ( )1 2,y y 振荡，其中 

2 2
2 2

1 2
22 22

1 1
2 2

y y y y
a y a y
σ σ∗ ∗

∗ ∗

   
   = − = +
   
   

，  

证明：由于 2
3 32rσ ≥ 时，根据引理 2.2 和定理 2.1 系统 ( )3 的第三个 z 变量趋于 0，因此系统 ( )3 最终

化为如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

,

,

dx t x t r a x t a y t dt x t dw t

dy t y t r a x t a y t dt y t dw t

σ

σ

= − − +

= − + − +
                   (7) 

系统 ( )7 在无扰动时的正平衡点为 ( ),x y∗ ∗ ，其中 ,x y∗ ∗满足 

11 12 1 21 22 2,   a x a y r a x a y r∗ ∗ ∗ ∗+ = − =                             (8) 

对于新的随机系统 ( )7 ，我们构造李雅普诺夫函数： 

( )3 , 1 ln 1 ,x x y yw x y A ln B
x x y y∗ ∗ ∗ ∗

  = − − + − −  
   

 

其中 12

21

, aA x B y
a

∗ ∗= = ，该函数是正定的，所以 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 2
3 1 11 12 1 2 21 22 2

2 212
1 11 12 2 21 22 1 2

21

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1      ,
2 2

Lw A x r a x a y A B y r a x a y B
x yx y

ax x r a x a y y y r a x a y A B
a

σ σ

σ σ

∗ ∗

∗ ∗

  = − − − + + − − + − +  
   

= − − − + − − + − + +

 

又因为 ,x y∗ ∗满足 ( )8 ，所以有 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 212
3 11 12 11 12 22 21 21 22 1 2

21

2 2 2 212
11 22 1 2

21

1 1
2 2

1 1      ,
2 2

aLw x x a x a y a x a y y y a y a x a x a y A B
a

aa x x a y y A B
a

σ σ

σ σ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

= − + − − + − − + − + +

= − − − − + +
 

为了分别得到 x 和 y 的持久区间，我们考虑平衡点附近的行为，实际上，在平衡点附近，x 和 y 的稳定项

是独立的。因此我们分别考虑两个二次项和常数项，对于食饵 x ，我们考虑 

( )2 2
11 1

1 ,
2xLw a x x Aσ∗= − − +  

由 0xLw = 可得 ( )
2 22 1 1

11 112 2
A xx x

a a
σ σ∗∗− = = ，所以当 2

1 112a xσ ∗< 时，两个正解为 

2 2
1 1

1 2
11 11

x 1 x 1
2 2

x x
a x a x
σ σ∗ ∗

∗ ∗

   
   = − = +
   
   

，  

当 ( )1 2,x x x∈ 时， ( )
22 1

112
xx x

a
σ∗∗− < ，所以 0xLw > ；当 1x x< 或 2x x> 时， 0xLw < 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.1410426


常蔚，廖新元 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.1410426 133 应用数学进展 
 

应用 Dynkin 公式： 

( )( ) ( )( ) ( )( )0
x 0 x ds,

t
x x xw t E w x E Lw sE      − =     ∫  

结合引理 2.3 的证明过程，就能得到 x 在区间 ( )1 2,x x 内振荡。 
同理，对于初级捕食者 y ，我们考虑： 

( )2 212
22 2

21

1 ,
2y

aLw a y y B
a

σ∗= − − +  

由 0yLw = 可得 ( )
2 22 21 2 2

12 22 222 2
Ba yy y

a a a
σ σ∗∗− = = ，所以当 2

2 222a yσ ∗< 时，两个正解为 

2 2
2 2

1 2
22 22

y 1 y 1
2 2

y y
a y a y
σ σ∗ ∗

∗ ∗

   
   = − = +
   
   

，  

同理可得，我们也可以得到 y 在区间 ( )1 2,y y 振荡，证毕。 
总结引理 2.2 到 2.4 的陈述，我们可以得到如下定理： 
定理 2.2 (系统的持久性与灭绝性) 
对于三维捕食–食饵模型 ( )3 ，在以下条件下，系统的长期行为满足如下性质： 
(1) 若 2

1 12rσ > ，三个物种 ( ) ( ) ( ), ,x t y t z t 最终均趋于零，这是整个系统在概率意义下灭绝的充分条

件。 
(2) 若 2

2 22rσ ≥ ，且 2
1 12rσ < ，则捕食者 ( )y t 、 ( )z t 在概率意义下灭绝，食饵 ( )x t 是持久的，这是食

饵 ( )x t 持续存在的必要条件。 
(3) 若 2

3 32rσ ≥ ， 2
1 112a xσ ∗< 且 2

2 222a yσ ∗< 则顶级 ( )z t 在概率意义下灭绝，初级捕食者 ( )y t 和食饵

( )x t 是持久的，这是初级捕食者 ( )y t 持续存在的必要条件。 
(4) 若 2

3 32rσ < ， 2
2 22rσ < 且 2

1 12rσ < ，则三物种都是持久的，这是整个系统持续存在的必要条件。 

3. 数值模拟 

对于系统 ( )3 ，我们采用文献[20]中的 Milstein 高阶方法对其进行数值离散化模拟，其差分格式为： 

( ) ( )2 2 2 2
1 1 11 12 1 1

1x ,
2k k k k k k k k k kx r x a x a x y t x t x t tσ ξ σ ξ+ = + − − ∆ + ∆ + ∆ −∆  

( ) ( )2 2 2 2
1 2 21 22 23 2 2

1  ,
2k k k k k k k k k k k ky y r y a x y a y a y z t y t y t tσ η σ η+ = + − + − − ∆ + ∆ + ∆ −∆   

( ) ( )2 2 2 2
1 3 32 33 3 3

1 .
2k k k k k k k k k kz z r z a y z a z t z t z t tσ ψ σ ψ+ = + − + − ∆ + ∆ + ∆ −∆   

其中 kξ 、 kη 和 kψ 为服从标准正态分布 ( )0,1N 的独立高斯随机变量， t∆ 表示时间步长。 
在下文的数值例 1~4 中，我们展示了系统 ( )3 中不同参数条件下三种物种的持久性与灭绝情况。 
例 1 设置系统参数为 1 2.5r = ， 2 0.01r = ， 3 0.1r = ， 11 1.5a = ， 12 0.8a = ， 21 0.3a = ， 22 2a = ， 23 1a = ，

32 0.2a = ， 33 0.55a = ， 1 0.45σ = ， 2 1σ = ， 3 0.35σ = ，以及初始条件 ( )0 0 0, , (1.6,0.5,0.12)x y z =  
该组参数满足以下条件： 2

2 22rσ ≥ ， 2
1 12rσ < ，根据引理 2.3 可知，初级捕食者 ( )y t 与顶级捕食者 ( )z t

在概率意义下灭绝，食饵 ( )x t 持久存在，进一步可计算出 ( )x t 的持久区间： 

1
1

1

x x 1 1.28
2r
σ∗

 
= − ≈  

 
， 1

2
1

x x 1 2.88
2r
σ∗

 
= + ≈  

 
，数值模拟结果见图 1。 
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Figure 1. x is persistent, y is extinct, z is extinct 
图 1. x 持久，y 灭绝，z 灭绝 

 
例 2 设置系统参数为 1 0.1r = ， 2 0.01r = ， 3 0.1r = ， 11 1.5a = ， 12 0.8a = ， 21 0.3a = ， 22 2a = ， 23 1a = ，

32 0.2a = ， 33 0.5a = ， 1 0.45σ = ， 2 1σ = ， 3 0.35σ = ，以及初始条件 ( )0 0 0, , ( , , )0.4 0.6 0.8x y z = 该组参数满

足以下条件：满足条件 2
1 12rσ > ，根据引理 2.2 可知，整个系统灭绝。数值模拟的结果见图 2。 

 

 
Figure 2. x is extinct, y is extinct, z is extinct 
图 2. x 灭绝，y 灭绝，z 灭绝 

 
例 3 设置系统参数为 1r 2.5= ， 2r 0.01= ， 3r 0.15= ， 11a 1.5= ， 12a 0.8= ， 21a 0.3= ， 22 1a = ， 23a 1= ，

32a 0.2= ， 33a 0.6= ， 1 0.4σ = ， 2 0.6σ = ， 3 0.65σ = ；以及初始条件 ( )0 0 0, , ( , , )1.6 0.48 0.13x y z = 该组参数

满足以下条件： 2
3 32rσ < ， 2

1 112a xσ ∗< 且 2
2 222a yσ ∗< ，根据引理 2.4 可知，顶级捕食者 ( )z t 在概率意义

下灭绝，初级捕食者 ( )y t 和食饵 ( )x t 持久存在，进一步可以分别计算出 ( )x t 和 ( )y t 的持久区间： 
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2
1

1
11

x 1 1.16
2

x
a x
σ∗

∗

 
 = − ≈
 
 

，
2

1
2

11

x 1 1.71
2

x
a x
σ∗

∗

 
 = + ≈
 
 

； 

2
2

1
22

y 1 0.13
2

y
a y
σ∗

∗

 
 = − ≈
 
 

，
2

2
2

22

y 1 0.75
2

y
a y
σ∗

∗

 
 = + ≈
 
 

。 

数值模拟的结果见图 3。 
 

 
Figure 3. x is persistent, y is persistent, z is extinct 
图 3. x 持久，y 持久，z 灭绝 

 
例 4 设置系统参数为 1r 2.5= ，2r 0.15= ，3r 0.2= ， 11a 1.5= ， 12a 0.7= ， 21a 0.8= ， 22 0.9a = ， 23a 0.8= ，

32a 1.2= ， 33a 0.5= ， 1 0.3σ = ， 2 0.3σ = ， 3 0.4σ = ，以及初始条件 ( )0 0 0, , ( , , )1.67 0.81 0.92x y z = 该组参数

满足以下条件： 2
3 32rσ < ， 2

2 22rσ < 且 2
1 12rσ < ，得到了三物种都持久的情况，数值模拟结果见图 4。 

 

 
Figure 4. x is persistent, y is persistent, z is persistent 
图 4. x 持久，y 持久，z 持久 
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综合上述数值模拟情况，我们可以明显的看到：当噪声强度 iσ 较小时，系统能够保持较为稳定的共

存状态，随着 iσ 的增加，物种更容易灭绝，特别是顶级捕食者 ( )z t 对噪声更为敏感；初级捕食者 ( )x t 的

增长率 1r 对整个系统的持续具有决定作用，当 1r 较大时，系统更容易持久；当 21 32,a a 较大时，捕食关系更

显著，系统更容易达到共存状态。 

4. 总结 

本文研究了一类受环境噪声干扰的三维捕食–食饵随机微分动力系统，基于李雅普诺夫函数法和

Khasminskii 稳定性理论，分别得到了猎物种群、初级捕食者与顶级捕食者在不同噪声强度下的持久存在

或概率灭绝的充分条件和必要条件。特别地，通过构造合适的 Lyapunov 函数，证明了当随机扰动强度超

过某一临界阈值时，系统中各物种将趋于灭绝；而在扰动较弱的情形下，系统解则长期保持在有界集合

内波动，呈现出持久共存的特性。并通过数值模拟验证了上述主要理论结果。 
现有的大多数相关研究都集中在确定性模型或者二维随机系统，本文进一步推广到三维层次结构，

能更好地反映复杂生态系统的动力学行为。然而，本文也存在一定的局限性：一方面，模型中噪声项假

设为独立的一维布朗运动，而实际生态系统中环境扰动往往具有相关性甚至突发性(如 Levy 噪声)；另一

方面，本文仅考虑了系统在固定参数下的动力行为。 
未来的研究可以推广到 Levy 噪声的情形，以便更真实地刻画生态系统所受环境扰动；还可以结合随

机时滞方程，考虑时滞效应对系统动力学的影响。 
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