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摘  要 

本文研究了曲面上逆距圆包装情形的分支组合p次Ricci流。对于逆距圆包装，流方程的解在有限时间内

可能会发展出三类边界奇点，分别是“零边界”、“无穷边界”、“三角形爆破边界”。我们运用延拓

技巧以及分支组合Ricci势的凸性，在二维欧氏空间和二维双曲空间中，给出了逆距圆包装中延拓的分支

组合p次Ricci流的解长时间存在性以及部分收敛结果。 
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Abstract 
In this paper, we study branched combinatorial p-th Ricci flows for inversive distance circle pack-
ings. Due to the inversive distance condition I > −1, the solutions to the flow equations may develop 
three distinct types of boundary singularities, namely “zero boundary”, “infinity boundary” and “tri-
angle inequality invalid boundary” in finite time. Adopting the extension techniques and the convex 
property of the branched combinatorial Ricci potential, we establish the long time existence and 
convergence of the solutions to the branched combinatorial p-th Ricci flows for inversive distance 
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1. 引言 

圆包装(circle packing)理论作为复分析与离散几何交叉领域的研究方向，在近几十年间取得快速发

展。Koebe 和 Andreev 率先研究了两两相切的圆包装，Thurston 将其推广到两圆以锐角或直角相交的圆堆

积(circle pattern)。在[1]中，Chow 与 Luo 提出了曲面上的组合 Ricci 流，作为光滑 Ricci 流的离散对应。

他们证明了组合 Ricci 流的解始终存在，并且当且仅当在二维欧氏空间 2 和二维双曲空间 2 中存在常曲

率的圆包装度量时，该解会以指数速度收敛到曲面上 Thurston 型圆包装。组合曲率流和圆堆积为研究三

维流形的几何与拓扑提供了有用的工具。 
在 Thurston 给出常曲率圆包装度量的存在性判断准则之后，Bowers 与 Stephenson 推广了两类圆包

装。Dubejko 首先在[2]中提出分支圆包装，给出了闭曲面上恒定权重的分支圆包装存在性的充分必要条

件。随后，Bowers 与 Stephenson 在[3]中，并且证明了分支情形下的 Andreev-Thurston 定理。Lan 与 Dai
在[4]中研究了分支圆包装下的组合 Ricci 流，通过运用分支组合 Ricci 势的凸性，证明了分支圆包装下的

组合 Ricci 流的长时间存在性以及收敛性，给出了闭曲面上锐角权重的分支圆包装存在性的充分必要条

件。 
Bowers John 与 Bowers Philip 在[5]中通过反演距离来度量不相交的相邻圆，推广了 Thurston 型圆包

装至逆距圆包装，同时他们推测逆距圆包装具有刚性。基于 Zhou 的工作[6]，Xu 在[7]中证明了逆距圆包

装的刚性。受 Chow 与 Luo 的启发，Ge 与 Jiang 在[8]-[10]中研究了逆距圆包装下的组合 Ricci 流，结合

Luo 在[11]中引入的延拓三角形的定义，证明了逆距圆包装下的延拓组合 Ricci 流的长时间存在性以及收

敛性。 
自 Chow 与 Luo 提出曲面上组合 Ricci 流以来，组合曲率流在几何拓扑与实际应用中均有广泛应用。

目前已被广泛研究的组合曲率流包括但不限于：Chow 与 Luo 提出的组合 Ricci 流[1]、Luo 提出的组合

Yamabe 流[12]、Ge 提出的离散共形结构的组合 Calabi 流[13] [14]、Lin 与 Zhang 提出的组合 p 次 Ricci 流
以及组合 p 次 Calabi 流[15] [16]、Ge 等人提出的测地曲率下的组合曲率流[17]-[19]。Lin 与 Zhang 通过考

虑离散 p 次 Laplace 算子，把组合 Ricci 流、组合 Yamabe 流、组合 Calabi 流等视为组合 p 次曲率流在

2p = 时的特殊情形，为组合曲率流提供了更广泛的研究框架。 
在本文中，我们在 Ge 与 Jiang 关于逆距圆包装组合 Ricci 流的研究启发下，研究了逆距圆包装下分

支组合 p 次 Ricci 流，证明其长时间存在性以及收敛性。下面是我们的主要结果。 
定理 1.1：在 2 和 2 中，设 ( ), ,M T I 是具有逆距 1I > − 的三角剖分闭曲面。给定任意初始逆距圆包

装度量 0(0) Nr >∈ ，延拓分支组合 p 次 Ricci 流的解 ( )r t 长时间存在。 
定理 1.2：给定带有逆距   1I > − 且满足 0, 0, 0,ij ik jk ik jkij jk ikij ijkI I I II I FI II+ ≥ + ≥ + ≥ ∀∆ ∈ 的三角剖

分曲面 ( ), ,M T I 。假设 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 是逆距圆包装下延拓分支组合 p 次 Ricci 流的长时间解，那么 
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(1) 在 2 中， ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 收敛当且仅当存在分支圆包装度量   br ∈Ω。 
(2) 在 2 中，若存在分支圆包装度量   br ∈Ω，则延拓离散 Gauss 曲率 iK 沿着解 ( )r t 收敛，且 

( ) [ ){ }| 0,K t t∈ +∞ 收敛至 ( )1 , 22 , Nβ π β π− − 。若 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 收敛，则存在分支圆包装度量   N
br ∈ 。 

2. 预备知识 

2.1. 圆包装 

设 M 是一个闭三角剖分曲面，记号其三角剖分为T 。分别用 ( ), ( ), int( )V V T bd T T= 表示所有顶点、

边界顶点和内部顶点的集合。T 中所有边和面的集合分别记为 { }ijE e= 以及 { }ijkF = ∆ 。三角剖分上的权

重是一个函数 : [0, / 2]E πΦ → 。我们称 ( , )T Φ 为 M 的加权三角剖分，且 ( , , )M T Φ 为一个加权三角剖分曲

面。将三角剖分的顶点排序为 1, , Nv v… ，其中 | |N V= 表示顶点的数量。任意函数 :f V → 对应列向量

1( ), , T N
Nff … ∈ ，这里 if 表示值 ( )if v 。设 ic 为与顶点 iv V∈ 相关联的圆，且 (0, )ir ∈ +∞ 为圆 ic 的半径。

我们称半径函数 0(0, ): :N Nr V >→ +∞ =  为圆包装度量。给定 ( , , )M T Φ 以及圆包装度量 r ，我们为每条边

ije E∈ 赋予长度 

( )( )( )
2 2 2

1 2

2 cos , in ,

cosh cosh cosh sinh sinh cos , in .

ij i j i j ij

ij i j i j ij

l r r r r

l r r r r e

Φ

Φ −

= + + Φ

= + Φ




               (1) 

其中 2 表示欧氏背景几何， 2 表示双曲背景几何。对于任意边长由(1)给出的三角形面，Thurston 证明

了其边长满足三角不等式。然而，Thurston 考虑的圆包装要求相邻的圆彼此相交，这一限制条件过于严

格。因此，Bowers 和 Stephenson 引入了逆距圆包装，该圆包装允许相邻的圆不相交，并通过逆距来度量

它们的相对位置。考虑两个圆 1c 和 2c ，其半径分别为 1r 和 2r ，且假设 1c 与 2c 互相不包含。若它们的圆心

距离为 12l ，则两圆之间的逆距由下式给出： 

( )12 1 2

1 2

12 1 2
12

2 2 2
2

12

1 2

2

in ,
2

cosh cosh cosh in .
sinh sinh

l r r
I

r r

l r r
r r

I

− −
=

−
=





                         (2) 

这两个公式可通过球极投影相关联[5]。逆距推广了两圆相交角。若 12 1 2| |rl r> − ，可知 121 I− < < +∞。

逆距描述了两圆的相对位置。若 ( )12 1,0I ∈ − ，则两圆相交，且相交角 ( )12arccos / 2,I π π∈ ；若 [ ]12 0,1I ∈ ，

则两圆相交，且相交角 [ ]12arccos 0, / 2I π∈ ；若 ( )12 1,I ∈ +∞ ，则两圆是分离的。下面我们重新表述 Bowers
和 Stephenson 关于在三角剖分曲面 ( ),M T 上具有给定逆距 I 的逆距圆包装的构造。将 I 视为定义在所有

边上的函数，即 ( ),: 1I E → − +∞ ，我们称为逆距。在具有逆距的三角剖分曲面上，每个 

( ) 00,: N Nr V >→ +∞ =  被称为逆距圆包装度量，且我们为每条边 ije E∈ 赋予长度 

( )

2 2 2

1 2

2 , in ,

cosh cosh cosh sinh sinh , in .

ij i j i j ij

ij i j ij i j

l r r r r I

l r r I r r−

= + +

= +




                   (3) 

需要注意的是，逆距圆包装下，对于一个三角形面 ijk F∈ ，其边长 , ,ij ik jkl l l 可能不再满足三角不等

式，这与 Thurston 的结论有很大的不同。记号容许空间为 

{ }0 , , , .|N
ij jk ik ij ik jk ik jk ij ijkr l l l l l l l l l F>Ω = ∈ + > + > + > ∀ ∈                    (4) 

我们称每一个 r∈Ω为实逆距圆包装度量，而 0
Nr >∈ Ω 为虚逆距圆包装度量。设 jk

iθ 为三角形 ijk 在
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顶点 iv 处的内角，则顶点 iv 处的离散 Gauss 曲率可表示为 

2 .
ijk

jk
i i

F
K π θ

∈

= − ∑


                                  (5) 

对于加权三角剖分曲面 ( ), ,M T Φ 上的圆包装度量，Thurston 证明了下述组合 Gauss-Bonnet 公式 

( ) ( )
1

2 Area M
N

i
i

K Xπχ λ
=

= −∑ ，                              (6) 

而对于逆距圆包装，运用 Thurston 的证明方法，我们可以证明对于实逆距圆包装组合 Gauss-Bonnet
公式仍然成立。 

Andreev-Thurston 定理证明了存在圆包装为极大圆包装(该术语参照文献[20])，且在其承载复形能三

角剖分二维球面的条件下，此极大圆包装在共形自同构意义下具有唯一性。然而，若去除这一条件，则

可能存在其他的圆包装。这类圆包装会包含某种分支结构：具体来说，若圆包装中某一圆 vC 的邻接圆围

绕 vC 共 1n + 圈(其中 1n ≥ )，则称顶点 v 为圆包装的 n 阶分支点(branched point)。圆包装的分支集记号为

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mb vr vP v β β β= 
，其中 iβ 表示顶点 iv 的分支阶数。从拓扑角度分析可知，带有分支

集的圆包装的承载复形是球面的分支覆盖，且其所有分支点的分支阶数之和为偶数。 
为便于理解，我们在图 1 左侧呈现权重恒为 0 的 Thurston 型圆包装，图 1 右侧呈现权重恒为 0 的带

有两个分支点的圆包装。图 1 右侧中的两个分支点，一个位于阴影圆的中心(称为北极点)，另一个位于南

极点处的圆的中心(未显示)。观察与阴影圆相切的那些圆，会发现它们围绕阴影圆两圈。该分支圆包装诱

导出球面的一个二重覆盖，在北极和南极点处局部为二对一，而在其他顶点局部为一一对应。 
 

 
Figure 1. Circle packing and Branched Circle packing with weight = 0 
图 1. 权重恒为 0 的圆包装与分支圆包装 

 
在分析带有分支集的圆包装时，与 Andreev-Thurston 中寻找的极大圆包装所对应的是分支圆包装。

给定一个具有逆距 I 的三角剖分曲面 ( ),M T ，假设 P 是对应三角剖分T 的一个圆包装，且 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mb vr vP v β β β= 
是 P 的分支集。一个圆包装度量 ( )0,: N

br V → +∞ 被称为分支圆包装

度量当且仅当对于任意顶点 iv V∈ ，其离散 Gauss 曲率满足 

( ) 2 0.i b irK β π+ =                                   (7) 

若顶点 iv 不是分支点，设定其分支阶数 0iβ = 。我们将分支圆包装度量对应的圆包装称为分支圆包

装。 
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2.2. 延拓三角形以及延拓曲率 

给定具有逆距 1I > − 的闭三角剖分曲面 ( ), ,M T I ，对于给定的逆距圆包装度量 0
Nr >∈ ，每个三角形

ijk F∆ ∈ 被赋予边长 , ,ij ik jkl l l 。注意离散 Gauss 曲率的定义要求逆距圆包装度量 r 限制在允许空间Ω上，

也就是要求其为实逆距圆包装度量。如文献[8]所述，我们可将内角与离散 Gauss 曲率的定义域延拓至 0
N
>

上。我们聚焦到一个三角形面 ijk F∆ ∈ ，记号 

( ){ }3
0, , | , ,ijk i j k ij ik jk ij jk ik ik jk ijr r r l l l l l l l l l>Ω = ∈ + > + > + >                   (8) 

表示 , ,i j kv v v 的容许空间。Zhou 在[6]中建立了下述关于逆距的限制条件 

0, 0, 0, .ij ik jk ik ij jk ikjk ij ijkI I I I I I FI I I+ ≥ + ≥ + ≥ ∀∆ ∈                    (9) 

在该条件下，Xu 在[7]中证明了 Bower 与 Stephenson 的刚性猜想，并且证明了 ijkΩ 是单连通且开的。

若没有该条件，仅限制逆距满足 1I > − ，我们只能得到 ijkΩ 是 3
0> 的真子集。 

我们现在介绍延拓三角形。记号 ( ), ,jk
i i j kr r rθ 表示顶点 iv 处的延拓内角，按如下规则定义：若 , ,ij ik jkl l l

的任意组合都满足三角不等式，则 jk
iθ 是边长为 , ,ij ik jkl l l 的三角形中的内角 jk

iθ ；若 ikij jkll l≥ + ，则顶点 kv
处的延拓内角 ij

kθ π= ，顶点 iv 以及 jv 处的延拓内角 0jk
i

ik
jθ θ= =  。 

为方便理解，设定在 2 中，我们在图 2 中给出了三个圆，其圆心分别为 , ,i j kv v v ，且设置三条边的

逆距分别为 1, 1, 3ij ik jkI I I= = = 。图 2 左侧中，每个圆的半径均为1，且 ije 与 ike 相互垂直，此时可通过简

单验算得 3jkI = 。在图 2 右侧中，设置圆半径分别为 1, 2, 3i j kr r r= = = ，且圆心均在同一直线上，此时可

知 2 2 2 4 9 36 7 2k i k jk k ij j jk r r r r I r r rl = + + = + + = = + + ，而此时三角不等式不再满足，三角形退化为直线，

延拓内角在这种情形下设置为 , 0π 。 
 

 
Figure 2. Three circles with inversive distance 1, 1, 3ij ik jkI I I= = =  

图 2. 逆距分别为 1, 1, 3ij ik jkI I I= = = 的三个圆 

 
延拓内角函数 [ ]3

0: 0,θ π> →

 由 Ge 与 Jiang 在[8]中明确构造并证明是连续的。首先引入辅助函数

[ ]: 0,πΛ → 如下： 

( )
, 1,

arccos , 1 1,
0, 1.

x
x x x

x

π ≤ −
Λ = − ≤ ≤
 ≥

 

Λ在上连续，且对每个 x∈，有 ( ) ( )x xπΛ − = −Λ 。综上，可得 
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( )

2 2 2
2

2

, in  ,
2

, ,
cosh cosh cosh

, in  ,
sinh sinh

ik ij jk

ik ij
i ij

ik ij

jk
jk ik

jk

ik ij

x x x
x x

l l l
x x x

x x

θ

  + −
Λ     = 
 −

Λ     







                  (10) 

可得 ( )3
0

jk
i Cθ ≥∈


。因此，离散 Gauss 曲率 ( ) : NK r Ω→  可连续延拓为 ( ) 0: N NK r ≥ →

  ，其中顶点   iv
处的曲率定义为 

( ) 2 .jk
i i

ijk F
K r π θ

∈

= − ∑


                                (11) 

在延拓离散 Gauss 曲率 K 的框架下，组合 Gauss-Bonnet 定理已被推广(命题 3.11，文献[8])，表明在

逆距情形下延拓内角函数的可用性： 

( ) ( )
( )

2

2
1

2 Area , in  ,
2 , in .

N

i
i

M M
K

M
πχ
πχ=

 −= 


∑ 




                         (12) 

2.3. 分支组合 p 次 Ricci 流 

给定加权三角剖分曲面 ( ), ,M T Φ ，假设 P 是对应三角剖分T 的一个圆包装，r 为其上的一个圆包装

度量。Chow 与 Lou 在[1]中首次在组合意义下引入了 Hamilton 的 Ricci 流，即组合 Ricci 流。其定义为 

2

2

, in ,

sinh , in .

i
i i

i
i i

dr
K r

dt
dr

K r
dt

= −

= −




                              (13) 

Chow 与 Luo 证明了组合 Ricci 流的长时间存在性，且会以指数速度收敛到 Thurston 型圆包装。Lin
与 Zhang 在[16]中将组合 Ricci 流推广至组合 p 次 Ricci 流，其中 2p = 时，组合 p 次 Ricci 流即为组合

Ricci 流。Lan 与 Dai 在圆包装 P 的基础上引入了分支集 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mb vr vP v β β β= 
，推广组合

Ricci 流到分支组合 Ricci 流，如下： 

( )

( )

2

2

2 , in

2 sinh . in

i
i i i

i
i i i

dr
K r

dt
dr

K r
dt

πβ

πβ

= − +

= − +




                           (14) 

Lan 与 Dai 运用分支组合 Ricci 流得到了分支圆包装度量的存在性准则。Gao 与 Lin 在[21]研究了分

支组合 Calabi 流，并且在[22]提出了分支组合 p 次 Ricci 流，如下： 

( )

( )

2 2

2 2

2 2 , in ,

2 2 sinh , in .

pi
i i i i i

pi
i i i i i

dr
K K r

dt
dr

K K r
dt

πβ πβ

πβ πβ

−

−

= − + +

= − + +




                     (15) 

坐标变换 r u 在 2 中定义为 lni iu r= ，在 2 中定义为 ( )ln tanh 2i iu r= ，该变换为同胚映射，故而

我们在后续小节中既能使用u 坐标，也可使用 r 坐标。运用该变换，分支组合 p 次 Ricci 流方程可转换为

如下自治常微分方程组： 

( ) ( )
( )

22 2 ,
0 .

p
i i i i iu t K K

u
πβ πβ− ′ = +

∈Ω
+−




                          (16) 
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然而，在 Gao 与 Lin 所考虑的情形中，权重 [ ]0, / 2πΦ∈  (即 [ ]cos 0,1I = Φ∈ )，此时 p 次流方程的解

在容许空间 0
N
>Ω =  中仅涉及两种不同类型的边界。然而，在逆距   1I > − 的情形下，涉及三种不同类型的

边界。给定   1I > − 的条件，我们将流方程在Ω 中的有限时间边界区分为三类：第一类是零边界，即若 ( )r t
触及零边界，意味着存在时间序列 nt T→ 和顶点 iv V∈ ，使得 ( ) 0i nr t → ；第二类是无穷远边界，即若 ( )r t
触及无穷远边界，表现为存在 nt T→ 和顶点 iv V∈ ，使得 ( )i nr t → +∞；第三类是三角形爆破边界，即对

于某一三角形 ijk F∆ ∈ 和序列 nt T→ ，使得 ijk∆ 的三角不等式不再成立。 
对于这一情形，我们采用 Ge 与 Jiang 的开创性方法，考虑逆距圆包装下的延拓分支组合 p 次 Ricci

流。给定具有逆距 1I > − 的三角剖分曲面 ( ), ,M T I ，考虑对应三角剖分T 的圆包装 P 以及其分支集 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mb vr vP v β β β=  ，延拓分支组合 p 次 Ricci 流定义如下： 

( ) ( )
( )

2
2

.

2 ,

0

p

i i i i iu t K K

u

πβ πβ
− ′ = −


∈Ω

+



+ 

                          (17) 

3. 长时间存在性 

在本节中，我们研究延拓分支组合 p 次 Ricci 流，证明其长时间存在性。首先，我们给出双曲背景几

何中的一个引理。 
引理 3.1. 在 2 中，考虑由三个具有固定逆距 , , 1ij ik jkI II > − 的圆所构成的双曲三角形 ijk∆ 。对于任意

的 0ε > ，存在 0l > ，使得当 ir l> 时，有 jk
iθ ε< 。 

证明：我们分为两部分。首先考虑若三边边长满足三角不等式的情形。此时有 jk jk
i iθ θ= 。此时，要

证明的结论可通过下述极限形式重新表述： 

lim 0.
i

jk
ir
θ

→+∞
=  

我们首先证明当 ir → +∞时， ,ij ikl l → +∞。根据边长的定义，有 

( )
( )

cosh cosh cosh sinh sinh

sinh cosh sinh sinh

sinh cosh sinh cosh .

i

i

ij i j ij i j

r
i j ij i j

r
i j ij j j

l r r I r r

r e r I r r

r r I r e r

−

−

= +

= + +

= + +

                     (18) 

我们断言，项 cosh sinhj ij jr I r+ 存在仅依赖于 ijI 的正下界。当 0ijI ≥ 时，因   0jr > ，可得 
cosh sinh 1j ij jr I r+ > ；当 1 0ijI− < < 时，有 

( ) ( )cosh sinh cosh cosh 1 cosh 1 0,j jr r
j ij j j ij j ij j ij ijr I r r I r e I r I e I− −+ = + − ≥ + − > + >  

这证明了我们的断言。因此，当 ir → +∞时，由式(18)可知 cosh ijl → +∞，同理 cosh ikl → +∞。由于

cosh x 在 0x ≥ 时严格递增，故 ijl → +∞且 ikl → +∞。直接计算可得： 

( )( )

cosh cosh cosh
cos

sinh sinh

cosh cosh cosh
1

sinh sinh cosh cosh

cosh cosh 1 tanh tanh
1

sinh sinh cosh sinh tanh cosh sinh tanh

ij ik jkjk
i

ij ik

ij ik jk

ij ik ij ik

ij ik jk j k

ij ik i ij i j i ik i k

l l l
l l

l l l
l l l l

l l I r r
l l r I r r r I r r

θ
−

=

 
= −  

 
 +
= −
 + +

.





       (19) 

考虑式(19)中括号外的部分，根据双曲正弦、双曲余弦的连续性，以及已证得的 ,ij ikl l → +∞，可知： 
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,

cosh cosh cosh cosh
lim lim 1,

sinh sinh sinh sinhi ij ik

ij ik ij ik

r l l
ij ik ij ik

l l l l
l l l l→+∞ →+∞

= =                        (20) 

对于式(19)中括号内的分母部分 ( )cosh sinh tanh sinh 1 tanh ir
i ij i j i ij jr I r r r I r e−+ = + + ，根据 ,    0j kr r > ，

可知 ( )tanh , tanh 0,1j kr r ∈ ；结合   1ijI > − ，可得 { }1 tanh min 1,1 0ij j ijI r I+ > + > ，进一步有 
lim cosh sinh tanh
i

i ij i jr
r I r r

→+∞
+ = +∞ 。于是有 

( )( )
1 tanh tanh

lim 0.
cosh sinh tanh cosh sinh tanhi

jk j k

r
i ij i j i ik i k

I r r

r I r r r I r r→+∞

+
=

+ +
                (21) 

由式(19)、(20)与(21)，可得 lim cos 1
i

jk
ir
θ

→+∞
= 。故而在边长满足三角不等式的情形引理得证。下面我们

证明边长不满足三角不等式的情形，经计算，我们有 

( )cosh cosh cosh cosh sinh sinh cosh

cosh cosh cosh ,
ij ik jk ij ik ij ik jk

ij ik jk

l l l l l l l l

l l l

+ − = + −

> −
               (22) 

根据 lim cosh
i

ijr
l

→+∞
= +∞和 lim cosh

i
ikr

l
→+∞

= +∞，可知对于足够大的 ir ，有 

( )cosh cosh 0,ij ik jkl l l+ − >  

从而 ij ik jkl l l+ > 。因此，对于足够大的 ir ，若 ijk 的边长不满足三角不等式，那么必然有 ij jk ikl l l+ ≤ 或

者 ik jk ijl l l+ ≤ ，这意味着 0jk
iθ = 且 jk

iθ ε< 。至此，引理中两种情况的证明均已完成。证毕。 
现在我们可以证明延拓分支组合 p 次 Ricci 流的长时间存在性。 
定理 3.2：在 2 和 2 中，设 ( ), ,M T I 是具有逆距 1I > − 的三角剖分闭曲面。给定任意初始逆距圆包

装度量 ( ) 00 Nr >∈ ，延拓分支组合 p 次 Ricci 流的解 ( )r t 长时间存在。 
证明：设 d 为三角剖分T 中顶点的最大度。根据延拓离散 Gauss 曲率的定义，有 

( ) { }( ) 112 122 2ma2 x , .
i

ppp p
i i i i i i v V iK K K d i Vπβ πβ πβ β π

−−− −
∈= ≤ + + ∈+ ∀+  2 +‖  

令 { }( ) 1 1
1 2 2max

i

p p
v V ic d β π

− −
∈= + + ，其仅依赖于三角剖分。那么在 2 中，可得 

( ) ( )( )1 1
0 0 0, 0 ,c t c t

ic e r t c e c c r− ≤ ≤ =  

这表明延拓分支组合 p 次 Ricci 流的解 ( )r t 不会触及零边界和无穷边界。在 2 中，有 

( )( )1 1
2 2coth / 2 ,c t c t

ic e r t c e− ≤ ≤  

其中 ( )( )2 coth 0 / 2ic r= 且 2 1c > 。进而有 

( )
1

1

2

2

1ln 0.
1

c t

i c t

c er t
c e

+
≥ >

−
 

因此，在任意有限时间区间 [ )0, a ( a < +∞ )内， ( )ir t 都存在正的下界 0L > 。根据流方程 

( ) ( )2
2 .2

p

i i i i iu t K Kπβ πβ
−

′ = +− +   

由引理 3.1，存在 0l > ，使得当 ir l> 时，有 /jk
i dθ π< ，进而 iK π> 以及 2i iK β π π+ > 。在此情形下，

流方程表明当 ir l> 时， ( )ir t 严格递减。因此，所有 ( )ir t 一致地以 ( ){ }max ,max 0v V il r∈ 为上界，且以 0L >

为下界。证毕。 

4. 长时间收敛性 

在本节中，我们研究延拓分支组合 p 次 Ricci 流的收敛性。我们首先引入延拓分支组合 Ricci 势泛函。 
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4.1. 延拓分支组合 Ricci 势 

考虑带有加权三角剖分的闭曲面，记为 ( ), ,M T Φ ，其中权重函数 [ ]: 0, / 2E πΦ → 对应逆距 0 1I≤ ≤ 。

回顾雅可比矩阵 ( )/i jK u∂ ∂ 的对称性(见[1]中的引理 2.3)，则下述泛函是良定义的：  

( )
0 1

.
Nu

i iu
i

F u K du
=

= ∑∫  

在 2 和 2 中，当 0
Nu ≤∈ 和 Nu∈ 时，泛函 ( )F u 称为组合 Ricci 势，它最初由 Colin de Verdière 引

入。随后，Chow 和 Luo 证明了组合 Ricci 流是组合 Ricci 势的负梯度流。利用 ( )F u 沿组合 Ricci 流的凸

性与真性，他们给出了 Andreev-Thurston 定理的新的证明。 
当约束条件为 1I > − 时，容许空间 0

N
>′Ω ≠  ，并且此时容许空间的单连通性未被建立，这使得不能确

定 ( ) F u 是否为良定义的。为克服这一困难，Ge 与 Jiang [8] [9]以及 Xu [7]对每个三角面 ijk F∆ ∈ 进行了

分析，得到了下述引理。 
引理 4.1：给定带有逆距   1I > − 且满足条件(9)的三角剖分曲面 ( ), ,M T I ，设 iθ 为 ijk F∈ 在顶点 iv 处

的内角，则有： 
(1) 将对应于 ijk 的顶点的 u -坐标下的容许空间记为 

( ){ }, , , , ,|Tu
ijk i j k ij ik jk ij jk ik ik jk iju u u l l l l l l l l lΩ = + > + > + >  

则 u
ijkΩ 是 3

 中的单连通开子集。 
(2) 对任意 0

u
ijku ∈Ω ，泛函 

( )
0

u
ijk i i j j k ku

F u du du duθ θ θ= + +∫  

满足在容许空间 u
ijkΩ 中是良定义的。在 2 中， ( )ijkF u 在 u

ijkΩ 上是凹的，且在 { }0u
ijk i j ku u uΩ ∩ + + =

上是严格凹的；在 2 中， ( )ijkF u 在 u
ijkΩ 上是严格凹的。 

(3) 泛函 ( )ijkF u 可延拓为 1C 光滑凹泛函 

( )
0

,
u

ijk i i j j k ku
F u du du duθ θ θ= + +∫     

其中延拓后的内角 iθ依 2.2 子节中定义。 
现在，我们引入逆距圆包装下的延拓分支组合 Ricci 势的定义。在 2 和 2 中，任取 0u ∈Ω，定义势

泛函为 

( ) ( )( ) ( )0,
1

2 2 , , .
N

i i i ijk i j k
i ijk F

F u u u F u u uπ β π
= ∈

+ − −∑ ∑


 

  

其中， 0,iu 表示初始度量向量 0u 的第 i 个分量。通过计算，我们得到 ( ) 2u i ii
F K β π∇ = +  。引理 4.1 表明在

2 中， ( ) ( ), , , ,ijk i j k i j ku u uθ θ θ ∂Λ = ∂ 是半负定的，且在 { }0u
ijk i j ku u uΩ ∩ + + = 上是负定的；在 2 中，

( ) ( ), , , ,ijk i j k i j ku u uθ θ θ ∂Λ = ∂ 是负定的。我们可将 ( ) ( ), , , ,ijk i j k i j ku u uθ θ θ ∂Λ = ∂ 补零至 N N× 的矩阵，根

据 ( ) 2u i ii
F K β π∇ = + ，我们可知 

( )
( )

1

1

, ,
Hess

, , ijk

N
F ijk

N

K K
F

u u ∈

∂
= = − Λ

∂
∑







。 

此时可知泛函 ( )ijkF u 的 Hess 矩阵是正定的，对应着其的凸性。这与 Xu 在[7]中运用的方法一致，根

据引理 4.1，我们可以得到延拓分支组合 Ricci 势的凸性。 
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引理 4.2：给定带有逆距   1I > − 且满足条件(9)的三角剖分曲面 ( ), ,M T I ，则延拓分支组合 Ricci 势具

有以下性质 
(1) 在 2 中 ( ) ( ) ( )1

0
NF u C C∞
<∈ ∩ Ω

 ，且 ( )F u 是 0
N
< 上的凸函数。此外，F 的 Hessian 在Ω上是正

定的。 
(2) 在 2 中 ( ) ( ) ( )1 NF u C C∞∈ ∩ Ω


，且 ( )F u 是 N

 上的凸函数。此外， F 的 Hessian 在Ω上是半 

正定的，且在 0
i

i
v V

u
∈

  Ω∩ = 
  
∑ 上是正定的。 

4.2. 收敛性的证明 

现在我们证明收敛性定理。 
定理 4.3：给定带有逆距   1I > − 且满足条件(9)的三角剖分曲面 ( ), ,M T I 。假设 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 是逆

距圆包装下延拓分支组合 p 次 Ricci 流的长时间解，那么 
(1) 在 2 中， ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 收敛当且仅当存在分支圆包装度量   br ∈Ω。 
(2) 在 2 中，若存在分支圆包装度量   br ∈Ω ，则延拓离散 Gauss 曲率 iK 沿着解 ( )r t 收敛，且

( ) [ ){ }| 0,K t t∈ +∞ 收敛至 ( )1 , 22 , Nβ π β π− − 。若 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 收敛，则存在分支圆包装度量   N
br ∈ 。 

证明：我们首先讨论 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 收敛的情形，即极限 

( ) ( )ˆ ˆ ˆlim ,  limi it t
r t r r tr

→+∞ →+∞
= =  

存在，由坐标变换是同胚映射，故而可知极限 

( ) ( )ˆ ˆlim , limi it t
u u t u u t

→+∞ →+∞
= =  

存在。根据中值定理，存在时间序列 ( ), 1nt n n∈ + ，满足 

( ) ( ) ( )1i i i nn u n tu u+ − = ′                                 (23) 

由于 ( )u t 的极限存在，故而 n → +∞时，等式(23)的左侧趋近于零。由延拓分支组合 p 次 Ricci 流以

及延拓离散 Gauss 曲率 iK 的连续性可知： 

( ) ( )
( )

2 2

ˆ ( )
lim

lim .

2 2 2

0
n

p p

i av i i i i i inu u u u t

i nn

K K K K K

u t

β π β π β π
− −

→+∞= =

→+∞

− =

′

+ +

=

+

=

   

 

因此 ( )2

ˆ
2 02

p

i i i i
u u

K Kβ π β π
−

=
+ + =  ，这意味着 

( ) ( )ˆ 2 lim 2 0.i i i n in
K u K tβ π β π

→+∞
+ = + =   

上述等式表明 û 是一个分支圆包装度量。 
现在我们讨论存在分支圆包装度量   br ∈Ω的情形。我们首先给出 2 中结论的证明。记号 bu 为 br 的坐

标变换。不失一般性，我们令 ( )F u 中的 0 bu u= ，即 

( )( ),
1

( ) 2 2 .
b

ijk

N u jk ik ij
i i b i i i j j k ku

i F
F u u u du du duπ β π θ θ θ

= ∈

= + − − + +∑ ∑ ∫


    

由于 bu 是Ω 中的分支圆包装，故有 ( ) | 0
bi u uF u u =∂ ∂ = 。由引理 4.2， ( )F u 在 N

 中是凸的，且对任意 

固定的 c∈，在集合
1

N
u

i
i

u u c
=

 
Ω ∩ = 

 
∑ 中是严格凸的。因此， ( ) 0bF u = 是 ( )( )F u t 的一个下界。沿延拓 
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分支组合 p 次 Ricci 流方程，计算 ( )( )F u t 关于时间 t 的导数得 

( )( ) ( )

( )
1

1

1

2 2

0

2

2 ,

N
jjk ik iji i k

i i j k
i ijk F

N
i

i i
i

N p

i i
i

dF u t dudu du du
dt dt dt dt dt

du
K

dt

K

π β π θ θ θ

β π

β π

= ∈

=

=

 
= + − + + 

 

=

= − ≤

+

+

∑ ∑

∑

∑





  





 

第三个等式代入了延拓分支组合 p 次 Ricci 流方程。因此，可得出 ( )( )F u t 在 2 以及 2 中关于时间

t 是递减的。故而我们有 

( )( ) ( )( )0 0 ,F u t F u≤ ≤   

进一步可知 ( )( )F u t 收敛。结合 ( )( )F u t 是 1C 连续的，故而可知 

1
2l m 0i

N

i it i

p
K β π

→+∞ =

+− =∑  ， 

也就是 

0lim .2i i it
K v Vβ π

→+∞
+ = ∀ ∈ ，                                (24) 

此时 2 中结论得证。在 2 中，根据引理 4.2，可知 F 在Ω上是严格凸的，且在 0 /N
< Ω 上是凸的，

故而其奇点是唯一的。根据 ( ) ( ) 02
b bu u i i ui

F K β π∇ = + = ，由(24)可知 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 收敛至 br 。证毕。 

5. 结论与展望 

本文研究了曲面上逆距圆包装的分支组合 p 次 Ricci 流，运用 Ge 与 Jiang 创造的延拓技巧处理了流

方程的解在有限时间内或出现“零边界”、“无穷边界”、“三角形爆破边界”三类边界奇点的情形，根

据分支组合 Ricci 势的凸性，在二维欧氏空间和双曲空间中，给出解的长时间存在性及部分收敛结果。 
关于流的收敛速度，我们已知当 3p > 时， ( )22 2p

i i i iK Kβ π β π−+ + 是关于圆包装度量 u 的可微函数，

此时流方程右侧的雅可比矩阵可表示为： 

( ) ( ) ( )2
22 2 2

1 2 .
p

pi i i i i i
i i

j j

K K K
p K

u u
β π β π β π

β π
−

−∂ ∂
= −

+
+

∂ ∂

+ +
 

当 2p = 时，该矩阵的正定性与 Xu 的结论一致；但对于 2p > 的情形，目前尚未开展有效研究。我

们尚不清楚组合 p 次 Ricci 流是否具备组合 Ricci 流的指数收敛性质。 
关于带边曲面上的分支组合 p 次 Ricci 流，离散 Gauss 曲率的定义将发生改变，需要对分支组合 Ricci

势进行更为详细的分析以得到其长时间存在性与收敛性。 
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