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摘  要 

线性变换及其矩阵是高等代数的精华内容，也是该课程教与学的一个难点。在线性变换与其矩阵的对应

关系基础上，建立欧氏空间上正交变换与正交矩阵、镜面反射变换与镜面反射矩阵、对称变换与实对称

矩阵等的1-1对应关系，帮助学生开拓思路、化抽象为具体，提升用矩阵方法和技巧处理线性变换问题的

能力。 
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Abstract 
Linear transformations and their matrices are the essential content of advanced algebra, and also a 
difficult point in the teaching and learning of this course. Based on the bijective correspondence 
between linear transformations and their matrices, one-to-one corresponding relationships are es-
tablished, such as those between orthogonal transformations and orthogonal matrices in Euclidean 
spaces, between mirror reflection transformations and mirror reflection matrices, and between 
symmetric transformations and real symmetric matrices. This helps students broaden their thinking, 
transform the abstract into the concrete, and enhance their ability to handle problems related to 
linear transformations using matrix methods and techniques. 
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1. 引言 

线性空间和线性变换是高等代数研究的核心对象，也是高等代数中最重要的两个抽象概念。线性空

间的结构理论、线性变换及其矩阵简化是高等代数下册教学的主线[1]-[5]。特别地，欧氏空间及其上的正

交变换、对称变换则是线性空间理论与线性变换理论综合运用的典型例子，是后续泛函分析、矩阵理论、

数值逼近等课程的重要基础。 
由于线性空间、线性变换及内积等概念的抽象性、复杂性和多样性，这部分内容既是高等代数内容

的精华，也是该课程教与学的一个难点。在代数学中，对有限维空间上的线性变换的研究，核心的方法

是取定空间的基，将其转化为相应的矩阵问题来处理，这是高等代数中化抽象为具体思想的典型体现，

也是研究有限维空间上线性变换的最重要的方法。如文献[4]探讨了线性变换的矩阵可相似对角化的充要

条件，文献[5]讨论了对称与非对称实方阵可正交相似对角化的的问题等。 
显然，这里线性变换与矩阵间的对应关系是至关重要的。教材[1]建立了 n 维线性空间上的线性变换

与 n 阶矩阵之间的 1-1 对应关系。在此基础上，作为线性变换及其矩阵的注记，本文补充证明欧氏空间

上几种常用的线性变换及对应性质的矩阵之间的 1-1 对应关系，为用矩阵的方法和技巧解决相关线性变

换问题夯实基础。 

2. 线性变换的矩阵 

定义 1 [1] 设 1, , nε ε 是数域 P 上的 n 维线性空间V 的一组基，σ 是V 上的线性变换。基向量的像可

以由基唯一线性表出，即 

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n n nn n

a a a
a a a

a a a

σε ε ε ε
σε ε ε ε

σε ε ε ε

= + + +
 = + + +


 = + + +









 

用矩阵表示就是 

 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n Aσ ε ε ε ε ε ε=   (1) 

其中 ( )ij n n
A a

×
= ，称为σ 在基 1, , nε ε 下的矩阵。 

反之，对任意 n 阶方阵 A ，可定义V 上的线性变换σ ： Vα∀ ∈ ，设α 在 1 2, , , nε ε ε 下的坐标为

( )1 2, , , nx x x x ′=  ，令 

 ( )1 2, , , n Axσα ε ε ε=   (2) 

则易证σ 为V 上的线性变换： 
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对任意向量 , Vα β ∈ 及数 k P∈ ，设 ( )1 2, , , n xα ε ε ε=  ， ( )1 2, , , n yβ ε ε ε=  ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,n n nA x y Ax Ayσ α β ε ε ε ε ε ε ε ε ε σ α σ β+ = + = + = +    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , ,n nk A kx k Ax kσ α ε ε ε ε σ α= = =   

显然， 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n Aσ ε ε ε ε ε ε=   

这样就建立了 ( )L V 到 n nP × 的一个映射。记为 

 (1)
(2): AσΦ ←→公式

公式
 (3) 

其中 A 为σ 在基 1 2, , , nε ε ε 下的矩阵。 
下面的定理 1 表明这个映射Φ 为双射且保持运算。 
定理[1]设 1, , nε ε 是数域 P 上的 n 维线性空间V 的一组基。在这组基下，上述对应Φ 形成线性空间

集合 ( )L V 到矩阵集合 n nP × 的一个双射，且有以下性质： 
1) 线性变换的和对应与矩阵的和； 
2) 线性变换的乘积对应于矩阵的乘积； 
3) 线性变换的数乘对应于矩阵的数乘； 
4) 可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应于逆矩阵。 
定理 1 使得我们可以通过讨论矩阵这一具体、简单和统一的对象来研究任意有限维空间上的任意抽

象、复杂和多样的线性变换，简称这一思想为“变换为本、矩阵为用”。从这个意义上，可以说矩阵是处

理有限维空间上线性变换的数学模型和强有力的工具。 
当空间V 为 n 维欧氏空间时，我们看几种特殊的情形。 

3. 正交变换与正交矩阵 

定义 2 [1] 欧氏空间V 的线性变换σ 称为正交变换，如果它保持向量的内积不变，即对任意 , Vα β∀ ∈ ，

都有 

( ) ( ), ,σα σβ α β= 。 

记 { } ( )1W V L Vσ σ= ⊆是 上的正交变换 ， 

{ }1
n nW A A n P ×= ⊆ 为 阶正交矩阵 ， 

又记 1Φ 为Φ 在 1W 上的限制，即
11 WΦ = Φ 。 

定理 2 设V 是数域 P 上的 n 维欧氏空间，取定V 的标准正交基 1, , nε ε 。在该基下， 1Φ 形成正交变

换集合 1W 到正交矩阵集合 1W 的双射。 
证明 因为正交变换在标准正交基下的矩阵为正交阵[1]，结合定理 1， 1Φ 形成 1W 到 1W 的单射。 
下证 1Φ 为满射： 
任取 1A W∈  ( A A AA E′ ′= = )，由公式(2)，存在 ( )L Vτ ∈ ，满足 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n Aτ ε ε ε ε ε ε=   

因为标准正交基的度量矩阵为单位阵，于是对任意 , Vα β ∈ ，设 ,α β 在 1, , nε ε 下的坐标分别为 ,x y 。
由欧氏空间上内积的计算公式，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,Ay E Ax Ax Ay y A Ax y x x yτα τβ α β′ ′ ′ ′= = = = = =  
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因此τ 为正交变换，即 1Wτ ∈ 。 

4. 镜面反射变换与镜面反射矩阵 

定义 3 [1]设η是 n 维欧氏空间V 中一个单位向量，正交变换σ ： 

( )2 ,σα α η α η= −  

称为V 上的镜面反射。 
从几何上理解，α 与σα 关于 1n − 维超平面 ( )L η ⊥ (形象地理解为“镜面”)对称。 
定义 4 [2]设 x 是 nR 中的单位向量，矩阵 2H I xx′= −  
称为 n 阶镜面反射矩阵。 
记 { } ( )2

P
nW V L Vσ σ= ⊆是 上的镜面反射变换 ， { }2

n nW H H n P ×= ⊆ 为 阶镜面反射矩阵 ， 

又记 2Φ 为Φ 在 2W 上的限制，即
22 WΦ = Φ 。 

定理 3 设V 是数域 P 上的 n 维线性空间，取 
定V 的标准正交基 1, , nε ε 。在这组基下， 2Φ 形成镜面反射变换集合 2W 到镜面反射矩阵集合 2W 的

双射。 
证明 分为两步： 
第一步 证明 2Φ 形成 2W 到 2W 的映射： 
设 2Wσ ∈ ，即存在单位向量 Vω∈ ，使得 Vα∀ ∈ ，σα 可表示为 

( )2 ,σα α ω α α= − 。 

由有限维欧氏空间基的扩充定理，将ω 扩充成V 的一组标准正交基 2, , , nω β β 。令 

( )1 2 , , nV L β β=   

则σ 在标准正交基 2, , , nω β β 下的矩阵为 

( )1,1, ,1diag −  ，即 

( ) ( )2 2

1
1

, , , , , ,

1

n nσ ω β β ω β β

− 
 
 =
 
 
 

 



 

从而对给定的标准正交基 1 2, , , nε ε ε ，设 2, , , nω β β 到 1 2, , , nε ε ε 的过渡矩阵为 P ，即 

( ) ( )1 2 2, , , , , ,n n Pε ε ε ω β β=   

则 P 为正交矩阵，i.e.， 1P P− ′= ，将 P′按列分块，记为 [ ]1 2, , , nP p p p′ =  ，于是，σ 在基 1 2, , , nε ε ε

下的矩阵为 

( ) ( ) [ ]

( )

1

21
1 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1

1 1

1
1

1,1, ,1 ' 1,1, ,1 , , ,

1

2
2

n

n

n n n n

p
p

H P diag P P diag P p p p

p

p p p p p p p p p p p p p p
I p p

−

′−   
   ′  = − = − =
  
   ′   

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + + + = + + + −

′= −

  



   

即σ 在 1 2, , , nε ε ε 下的矩阵 H 为镜面反射矩阵。又因为线性变换在给定基下的矩阵是唯一的，于是
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2Φ 形成 2W 到 2W 的映射。 
第二步 证明上述映射为 1-1 对应： 
显然，由定理 1，上述映射为单射。 
下证这一映射为满射：即任取 22H I xx W′= − ∈  ( nx R∈ 为单位向量)为 n 阶镜面反射矩阵，需说明由(2)

定义的线性变换 2Wσ ∈ ，即σ 必为镜面反射变换： 
记ω 在 1 2, , , nε ε ε 下的坐标为 x ，即 

( )1 2, , , n xω ε ε ε=  ，由 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n Hσ ε ε ε ε ε ε=   

可得，对任意 Vα ∈ ，设 ( )1 2, , , n yα ε ε ε=  ，有 

( )
( )( )
( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2 1 2

, , ,

, , , 2

, , , 2 , , ,
2
2 ,

n

n

n n

Hy

y xx y

y x y x
x y

σα ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

α ω
α ω α ω

=

′= −

′= −

′= −

= −





   

上式中最后一个等式成立是因为 ( ),x y ω α′ = 。 
 

 
 

如上图可见，σ 的确为V 上关于 1n − 维子空间(称为超平面) ( )( )W L ω
⊥

= 的镜面反射。 
由定理 3 的证明过程，我们有： 
推论 2 设V 为 n 维欧氏空间， ( )L Vσ ∈ 。则 
σ 为镜面反射变换 
⇔ σ 在某标准正交基下的矩阵为 ( )1,1, ,1diag −   
⇔ σ 在某标准正交基下的矩阵为镜面反射阵⇔ σ 在任意标准正交基下的矩阵为镜面反射阵。 

5. 对称变换与实对称矩阵 

定义 5 [3]设σ 是欧氏空间V 上的线性变换，如果对于任意的 , Vα β ∈ ，都有 

( ) ( ), ,σα β α σβ=  

则称σ 称为对称变换。 
记 { } ( )3

P
nW V L Vσ σ= ⊆是 上的对称变换 ， { }3

n nW A A n P ×= ⊆ 为 阶实对称矩阵 ， 

又记 3Φ 为Φ 在 3W 上的限制，即
33 WΦ = Φ 。 
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与定理 2、定理 3 证明类似有， 
定理 4 设V 是数域 P 上的 n 维欧氏空间，取定V 的标准正交基 1, , nε ε 。在这组基下， 3Φ 形成对称

变换集合 3W 到实对称矩阵集合 3W 的双射。 
注 1 类似可证，在标准正交基下，欧氏空间上的反对称变换、投影变换、正交投影变换等，由(3)，

均可分别建立与反对称实矩阵、投影矩阵、正交投影矩阵之间的 1-1 对应； 
注 2 在有限维酉空间中，将“正交变换(正交矩阵)”换成“酉变换(酉矩阵)”，“对称变换(实对称矩

阵)”换成“Hermite 变换(Hermite 矩阵)”，相应的命题依然成立。 
注 3 需要格外注意的是，定理 2、定理 3 和定理 4 中的 1-1 对应必须要在V 的标准正交基下才成立，

在非标准正交基下，不一定成立。 
1) 在非标准正交基下，正交变换的矩阵可能正交，也可能不正交： 
例 1 设σ 为 2R 上向量关于 x 轴的镜面反射，求σ 在以下两组基下的矩阵： 
基 I： 1 2,  i j jα α= − = ； 

基 II： 1 2
1 1,  
2 2

i j i jβ β= + = − +   

解 将σ 作用到 1 2,α α 上， 

( ) ( )1 1 2 2 22 ,  i j jσ α α α σ α α= + = + = − = −   

可得 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 0
, , ,

2 1
Aσ α α α α α α

 
= = − 

   

由 ( ) ( )1 2 2 1
1 1,
2 2

i j i jσ β β σ β β= − = − = − − = −  ，可得 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

0 1
, , ,

1 0
Bσ β β β β β β

− 
= = − 

   

可见，正交变换σ 在非标准正交基 I 下的矩阵 A 不正交，但在非标准正交基 II 下的矩阵 B 正交且为

镜面反射矩阵。 
2) 在非标准正交基下，非正交线性变换的矩阵可能正交，也可能不正交： 
例 2 在 2R 中，向量 i jα = + ， 2R 上线性变换 ( ) ( ): , , 2x y x y xτ → − + ，求τ在以下两组基下的矩阵： 
基 I： ( ) ( )1 21, 1 , 0,1ξ ξ= − = ； 
基 II： ( ) ( )1 21,0 , 0,1η η= =  
解. 由 ( ) ( )1,0 1,2τ = − ，显然τ不保持向量长度，故它不正交。 

( ) ( ) ( )1 1 2 21,1 ,τ ξ ξ τ ξ ξ= − = − =  . 

( ) ( )1 2 1 2

1
, ,

1
τ ξ ξ ξ ξ

− 
=  

 
 ; 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 21, 2 2 ,  τ η η η τ η η= − = − + =   

( ) ( )1 2 1 2

1 0
, ,

2 1
τ η η η η

− 
=  

 
  

可见，τ在非标准正交基 I 下的矩阵为正交阵
1

1
− 
 
 

 (为镜面反射矩阵)，而在非标准正交基 II 下的
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矩阵为非正交矩阵
1 0

2 1
− 
 
 

。 

不难看出，例 1 中的镜面反射变换σ 也是 2R 上的对称变换，σ 在非标准正交基 1 2,α α 下的矩阵非对

称，但在非标准正交基 1 2,β β 下的矩阵对称。例 2 中的线性变换τ不是对称变换，τ在非标准正交基 1 2,ξ ξ
下的矩阵对称，在非标准正交基 1 2,η η 下的矩阵不对称。 

因此，由例 1 和例 2 可见： 
3) 在非标准正交基下，对称变换的矩阵可能对称，也可能不对称。同时，非对称变换的矩阵可能对

称，也可能不对称。 
由定理 1~定理 4，在处理有限维线性/欧氏空间上的抽象的线性变换问题时，将其转换为对应的矩阵

语言往往可以帮助我们更容易地理解和看清问题的本质，进而借助矩阵技巧轻松解决，达到事半功倍的

效果。 
例 3 设 1 2,σ σ 是 n 维欧氏空间V 的两个线性变换，且有 

( ) ( )1 1 2 2, , ,   Vσ α σ α σ α σ α α= ∀ ∈  

证明：在V 中存在正交变换τ ，使得 

1 2τ σ σ= 。 

直接用线性变换的语言证明该命题冗长复杂，不好理解(见参考文献[3]，p. 474)。利用定理 1 和定理

2，将其转化为矩阵语言则显得简洁明了。 
证明 取定V 的标准正交基 1 2, , , nε ε ε ，记 1 2,σ σ 在该基下的矩阵分别为 ,A B 。 

Vα∀ ∈ ，记α 在基 1 2, , , nε ε ε 下的坐标为 x ，则由内积的计算公式， 

( ) ( )1 1, ,Ax Ax x A Axσ α σ α ′ ′= =  

( ) ( )2 2, ,Bx Bx x B Bxσ α σ α ′ ′= =  

从而由条件， x A Ax x B Bx′ ′ ′ ′= 。由 x 的任意性可知， ' 'A A B B= 。可见， ,A B 的奇异值和右奇异向量

分别相同，故存在正交阵 1 2, ,U U V ，使得 

1 2

0 0
,   

0 0 0 0
A U V B U V

∆ ∆   
= =   

   
 

其中， ( )1, , rdiag a a∆ =  ， , 1, 2, ,ia i r=  为矩阵 A 的所有正奇异值。于是， 2 1B U U A′= 。令 2 1U U U ′= ，

则U 为正交阵。由定理 2，可按照(2)式定义V 上唯一的正交变换 ,τ 满足 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n Uτ ε ε ε ε ε ε=  。

则由 B UA= ，必有 2 1σ τ σ=  。 
例 4 设V 是 n 维欧氏空间， 1V 为V 的 2 维子空间，δ 是V 上沿 1V 绕原点逆时针旋转θ 的旋转变换。

证明δ 可以表示为V 上的两个镜面反射的复合。 
证明 取 1V 的标准正交基，记为 1 2,ε ε ，将其扩充成V 的标准正交基 1 2 3, , , , nε ε ε ε 。则旋转变换δ 在

1 2 3, , , , nε ε ε ε 下的矩阵为 

cos sin
sin cos

1

1

G

θ θ
θ θ

 
 − 
 =
 
 
  


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显然， 

1 2

3 3cos sin cos sin
2 2 2 2

3 3sin cos sin cos
2 2 2 2

1 1

1 1

G

H H

θ θ θ θ

θ θ θ θ

   − −   
   
   − − − −   = ⋅
   
   
   
   
   

=

 

 

由定理 3，在标准正交基 1 2 3, , , , nε ε ε ε 下，由镜面反射矩阵 1 2,H H ，可定义V 上的镜面反射变换 1 2,δ δ ，

满足 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , , ,   1, 2.i n n iH iδ ε ε ε ε ε ε= =   

于是正交变换δ 和正交变换 1 2δ δ 在标准正交基 1 2, , , nε ε ε 下的矩阵相同，故 1 2δ δ δ=  。 

6. 启发与思考 

有限维线性空间(欧氏空间)及其上的线性变换是高等代数研究的核心和精华内容。但由于形式和运

算的抽象性，n 维线性空间(欧氏空间)上的线性变换往往难以直观想象，很多问题处理起来非常复杂。取

定适当基(标准正交基)，将线性变换(正交变换、对称变换)等问题转换为相应性质的矩阵问题，从而利用

矩阵运算技巧解决变换问题往往会使得思路豁然开朗，带来“柳暗花明”的惊喜。在高等代数的教学过

程中，要注重提升变换与矩阵“双线叙事”、灵活切换的意识和能力，在传授知识的同时，引导学生掌握

这种重要的代数方法。 
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