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摘  要 

本文研究了同时带有随机激励与时滞反馈控制的船舶横摇动力学模型。首先，分析了系统发生Hopf分岔

的临界条件；其次，借助中心流形理论和最大Lyapunov指数，考察了系统的局部稳定性及随机D分岔的

产生条件，并基于奇异边界理论对系统的全局稳定性进行了讨论；最后，通过数值模拟揭示了噪声强度

与时滞系数对系统动力学行为的影响机制，从而验证了相关理论结果的正确性。 
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Abstract 
This paper investigates a ship rolling dynamics model with both random excitation and time-delay 
feedback control. First, the critical conditions for the occurrence of Hopf bifurcations are analyzed. 
Second, using central manifold theory and the maximum Lyapunov exponent, the local stability of 
the system and the conditions for the occurrence of random D-bifurcation are investigated. The 
global stability of the system is discussed based on singular boundary theory. Finally, numerical 
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simulations reveal the mechanisms by which noise intensity and time-delay coefficients influence 
the system’s dynamic behavior, validating the theoretical results. 
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1. 引言 

船舶是海上运输的核心载体，其载货能力与航行安全性一直备受关注[1]。在航行过程中，船舶常受

到风浪等环境因素的干扰，引发复杂的非线性运动[2]-[4]。一般而言，船舶运动可分解为艏摇、纵摇和横

摇三种角运动，以及升沉、横荡和纵荡三种平移运动。其中，由风浪引发的横摇运动尤为显著，强烈的

横摇不仅会影响船体稳定性、中断正常航行、造成船员不适，还可能严重威胁船舶与人员安全，甚至引

发倾覆事故[5]。因此，深入研究船舶横摇运动的动力学特性、稳定性[6]及其控制方法，对提升航行安全

具有重要实际意义。 
近年来，国内外不少学者都对船舶横摇运动进行了研究。Kannan 等人[7]提出了一种高效的勒让德小

波谱方法，用于研究船舶横摇运动模型中的非线性阻尼系数，并用数值算例验证了所提小波方法的有效

性和适用性。朱等人[8]提出了一个具有随机振幅的级数展开模型，基于该模型，研究了两个相关波浪力

作用下的船舶横摇运动，重点讨论了两个随机波浪力相关性的影响。Jensen 等人[9]在一阶可靠性方法的

框架内，考虑船舶横摇运动的极值预测，重点关注泊松假设对峰值统计的适用性。 
实际上，海洋环境天然具有显著的不规则性和随机特征，因此研究船舶在随机波浪激励下的动态响

应行为更具有实际意义。近年来，随机动力系统理论受到广泛关注，众多学者对其进行了深入研究，涵

盖了随机稳定性[10]、随机分岔[11]、随机共振[12]、反馈控制[13]等多个重要方向。随着该领域的不断发

展，一系列近似与数值方法被广泛应用于非线性随机系统的分析中，如随机平均法[14]，路径积分法[15]
等。 

具体到随机激励下船舶横摇运动动力学这个课题，陈等人[16]将随机波浪激励描述为谐波激励和高

斯白噪声激励的组合，利用有限元法和 Crank-Nicolson 方法对相应的瞬态概率密度函数进行了数值求解。

魏等人[17]针对一类船舶在非光滑扰动和随机激励即风浪作用下在纵波中横摇运动的随机分岔与混沌，

通过随机平均法得到了横摇运动的稳态概率密度函数，并对其定性分析了随机 P 分岔。周等人[18]提出

了一种新的极值统计策略，通过极少的模型试验观测数据来预报船舶参数横摇角的极值。Narayanan 等人

[19]研究了包括非线性在内的随机波浪激励下光滑船舶和撞击船舶的横摇动力学，采用 FD 方法求解四维

马尔可夫系统相应的 FPK 方程来研究船舶的随机响应。 
目前，在船舶横摇动力学研究中，同时纳入时滞效应与随机激励因素的文献尚不多见。本文在现有

非线性船舶横摇运动模型的基础上，将实际航行中遇到的随机干扰近似描述为乘性噪声，并结合时滞反

馈控制，构建了一类兼具随机激励与时滞特性的船舶横摇模型。文章结构安排如下：第二部分建立了带

有时滞的非线性随机船舶横摇模型；第三部分对该系统进行理论化简，推导出相应的 Itô 随机微分方程，

并从概率角度分析了系统的随机分岔行为；第四部分通过数值模拟对理论结果进行了验证。 
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2. 数学模型与稳定性分析 

考虑如下单自由度非线性船舶横摇运动微分方程： 
3 2 3 5

1 0 1 22 cosF tϕ µϕ µ ϕ ω ϕ α ϕ α ϕ+ + + + + = Λ                         (1) 

其中ϕ 表示船舶横摇角，µ 和 1µ 为无量纲阻尼扭矩系数， 0ω 为船舶横摇运动固有圆频率， 1α 和 2α 为无

量纲恢复扭矩系数， F 和Λ分别为波浪激励幅值和圆频率。 
船舶在波浪中航行时，所受的波浪激励力不是确定的，而是随机的。对于船舶横摇运动，当船舶横摇

角较大时，波浪冲击船体的位置和角度随横摇角改变，导致波浪力矩的幅度依赖于当前横摇状态，可以将

乘性噪声作为随机因素引入非线性船舶横摇模型。此外，还考虑引入控制函数，该函数表示由具有时间延

迟的延时状态反馈产生的控制信号[20] [21]。就一类主动减摇系统的工作原理而言，其抗横摇力矩由偏心配

重的运动引起，该重物的运动由一个受延时控制器控制的执行器完成，延时控制器接收来自安装在船舶上

的传感器的输入信号。因此，在上述模型(1)中分别引入乘性噪声激励和时滞反馈控制，具体模型如下： 

( )3 3 5
1 0 1 22 cosF t t Uϕ µϕ µ ϕ ω ϕ α ϕ α ϕ δϕξ+ + + + + = Λ + +                     (2) 

其中 ( ) ( )1 2U t tβ ϕ τ β ϕ τ= − + − ， 1β 和 2β 分别表示时滞位移反馈和速度反馈的控制增益，τ 为时滞， ( )tξ
为均值为零的高斯白噪声，其强度用δ 表示。 

船舶横摇运动模型(2)的线性部分为： 

( ) ( )0 1 22 0t tϕ µϕ ω ϕ β ϕ τ β ϕ τ+ + − − − − =                            (3) 

系统(2)在平衡点 ( )0,0 处的超越特征方程如下所示： 

∆ = 2 2
0 1 22 e e 0λτ λτλ µλ ω β β λ− −+ + − − =                           (4) 

当 0τ = 时，特征方程的解为： 

( ) ( ) ( )2 2
2 2 0 1

1,2

2 2 4

2

µ β µ β ω β
λ

− − ± − − −
=  

当且仅当 2

2
βµ > 时，系统平衡点 ( )0,0 处是渐近稳定的。当 0τ ≠ 时，设存在一对共轭特征根 1,2 v iλ ω= ± ，

把 1 v iλ ω= + 代入到特征方程(4)中，得到： 0H iS∆ = + =  

( )1
2 2 2

0 2 22 e cos cos sin 0vH v v vτω µ ω ωτ β ωτ β ω ωβ τ−= − + + − + + = ， 

( ) ( )21 22 e sin cos sin 0vS v vτω µ ωτβ β ω ωτ β ωτ−= + + − + = ， 

通过使 0v = 可简化为： 
2 2

0 1 2

1 2

cos sin ,
2 sin cos .
ω ω β ωτ β ω ωτ
µω β ωτ β ω ωτ
− + = +

= − +





                           (5) 

对两个等式的两边求平方并把结果相加可以得到： 

( )4 2 2 2 2 4 2
0 2 0 12 4 0ω ω µ β ω ω β− − + + − =                           (6) 

求解方程(6)得： 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 4 2
0 2 0 2 0 12 4 2 4 4

2

ω µ β ω µ β ω β
ω

− + ± − + − −
=  
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通过联立式(5)，计算临界时滞为： 

( )
( )

2
1 0 2 2

2 2
0 1 1 2

21 arctan
2c

ω µβ ω β ωβ
τ

ω ω β ω β µβ

− +
=

+ −
 

对特征方程两端作关于τ 的微分得： 

( )
( ) ( )

1 2

2 21

d
d

e
e 2

λτ

λτ

λ β βλ
τ τ β µ λ

λ
β τβ λ

−

− + − +
+−

=
+

，
( ) ( )

( )

1
21 2

1 2

2d
ed

e λτ

λτ

β τβτ β µ λλ
τ

λ
λ β β λ

−

−

− + +  =  − 

+ −
+

 

根据 Hopf 分岔定理，若 ( ) 1Re d d 0
iλ ω

λ τ −

=

  ≠  
，则系统(2)存在周期解。 

3. 随机分岔分析 

本节，我们将使用随机中心流形定理[22]简化船舶横摇运动模型(2)，并通过奇异边界理论和最大 
Lyapunov 指数分析系统的随机稳定性[23]。 

定义双线性算子，令 [ ]( )2,0 ,k C RτΦ ∈ − ， [ ]( )2ˆ 0, ,j C RτΨ ∈ ， , 1, 2j k = ，则有： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0
21, 0 , 0 , dj k j k j ks

τ
θ β ζ τ ζ ζβ

−
+Ψ Φ = Ψ Φ + Ψ + Φ∫ .            (7) 

若特征方程(4)有一对纯虚根 iλ ω= ± 时，其所有特征值的解空间C 可以表示为子空间 P 和子空间Q 的直

和，即C P Q= ⊕ 。其中 P 表示由特征值 iλ ω= ± 生成的二维子空间，Q 表示由 0∆ = 的其余特征值生成的

无限维子空间。系统(3)的子空间 P C∈ 的基函数 ( )θΦ 和对应的伴随子空间 ˆP̂ C∈ 的基函数 ( )sΨ 为： 

( ) ( )1 2

cos sin
, ,

sin cos
ωθ ωθ

θ
ω ωθ ω ωθ

− 
Φ = = Φ Φ 

 
                         (8) 

( ) ( )T
1 2

cos sin
,

sin cos
s s

s
s s

ω ω
ω ω ω ω

− 
Ψ = = Ψ Ψ 

 
.                         (9) 

定义内积矩阵 ( ) ( )( ) ( ), ,j ks θΨ Φ = Ψ Φ ， , 1, 2j k = ，得到： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2

2 1 2 2

, ,
,

, ,
s θ

 Ψ Φ Ψ Φ 
Ψ Φ =  Ψ Φ Ψ Φ 

，                        (10) 

其中 

( ) ( )2 2
1 1 1 2, cos cos sin sin , , cos sin sin coss s s sω ωθ ω ω ωθ ω ωθ ω ω ωθΨ Φ = + Ψ Φ = − +  

( ) ( )2 2
2 1 2 2, sin cos cos sin , , sin cos cos coss s s sω ωθ ω ω ωθ ω ωθ ω ω ωθΨ Φ = − + Ψ Φ = +  

把内积矩阵 ( ) ( )( ),s θΨ Φ 代入双线性算子(7)中，可以得到非奇异矩阵： 

( ) 11 12

21 22

, nsg

ψ ψ
ψ ψ
 

Ψ Φ =  
 

，                              (11) 

其中 

( ) ( )2 21 2 1 2
11 12

11 sin 1 cos , sin ,
2

1
2

β βψ ω ωτ τ ω ωτ ψ τ ωβ ω
ω

β τ+ +  = + − + + =    
+  

( ) ( )12
2 2 21 2 1 2

21 22
1sin , sin 1 cos .

2
1

2
β ββ βψ τ ω ωτ ψ ψ ω ω ωτ τ ω ωτ

ω
+ +   = − = − = + − + + 

−  
 

通过使用新的基函数 ( ) ( ) ( )1, nsgs s−Ψ = Ψ Φ Ψ ，把基函数 ( )sΨ 归一化，从而， 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

s s
s

s s
 Ψ Ψ

Ψ =  Ψ Ψ 
，                             (12) 

其中 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

12
11 11 22 12 22 12

12
12 11 22 12 22 12

12
21 11 22 12 21 11

12
22 11 22 12 21 11

cos sin ,

sin cos ,

cos sin ,

sin cos .

s s s

s s s

s s s

s s s

ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

ω ω

ω ω ω

ω ωψ ψ ψ

ω ψ ψ ωψ ψ ψ ω

−

−

−

−

Ψ = + +

Ψ = + −

Ψ = − + +

Ψ = − + −

 

设 ( ) ( ) ( )( ) 2, Py t s Rφ θ= Ψ ∈ ，若方程(2)有唯一解，且该唯一解可以表示为 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,P Q
t t tϕ φ θ µ ϕ φ θ µ ϕ φ θ µ= + ，在这当中 ( ) ( ) ( )P Qφ θ φ θ φ θ= + ， ( )P Pφ θ ∈ ， ( )Q Qφ θ ∈ 。 

( )( ),P
tϕ φ θ µ 和 ( )( ),Q

tϕ φ θ µ 分别是 ( )( ),tϕ φ θ µ 在半群 ( ),J t τ 和无穷小生成元 ( ),A θ τ 下投影到子空间 P ，

Q 上的解，它们保持不变。纯虚特征值 iλ ω= ± 张成的特征子空间 P ，与中心流形 [ ]( )2,0 ,M C Rµ τ⊆ − 相

切。根据变量 ( ) ( ) ( ) ( )P Q
t tx y t xθ θ θ= Φ + ，θ τ= − 的一阶近似为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

cos sin
sin cos

t y t y t
t y t y t

ϕ τ ωτ ωτ
ϕ τ ω ωτ ω ωτ
 − = +
 − = − + 

                         (13) 

对于系统(2)，若满足 Hopf 分岔的条件，相应的随机延迟微分系统中心流形形式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

3
1 2 12 1 1

2 1 2 1 1 2

3
2 1 22 1 1

3 5
2 1 1 2 1

3 5
2

2

1 1 2 1

1 2 1 1 2

cos

sin cos cos sin

cos

sin cos cos sin

y t y t y t t t F t y t t

y t y t y t y t

y t y t y t t t F t

y y

y y t t

y t y t y t

y

t y

ω µ σ ξ

β ω ωτ ω ωτ β ωτ ωτ

ω µ σ ξ

β ω ωτ ω ωτ β ωτ ωτ

α α

α α

 = − +Ψ − + Λ +

 + − + + + 


= +Ψ − + Λ +


+ − +

 − −

 − −





+ + 





，       (14) 

其中 

( ) ( )12 11
12 12 22 222 2

11 22 12 11 22 12

0 , 0ωψ ωψ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ

−
Ψ = Ψ = Ψ = Ψ =

+ +
 

引入变量代换，即 ( ) ( )1 2 1 2: , ,y y m mΓ → ，如下所示为： 

12
1 1 2

22

12
2 2 1

22

,
:

.

m y y

m y y

 Ψ
= − ΨΓ 

Ψ = + Ψ

                                (15) 

再令 12

22

l Ψ
=
Ψ

，得到Γ的逆变换： 

1 1 22 2
1

2 1 22 2

1 ,
1 1:

1 .
1 1

ly m m
l l
ly m m
l l

−

 = + + +Γ 
 = − +
 + +

                            (16) 

把(16)式代入(14)式，化简得到中心流形： 
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(
)

( ) ( )

1 2

3 3 2 2
2 1 0 1 9 1 1 8 2 3 7 1 3 6 2 3 4 1 2 3 5 1 2

5 4 3 2 2 3 4 5
10 1 10 11 1 2 10 12 1 2 10 13 1 2 10 14 1 2 10 15 2

0 0 1 1 0 2 2cos ,

m m

m m p p p m p p m p p m p p m p p m m p p m m

p m p p m m p p m m p p m m p p m m p p m

p F t p p m p p m t

ω

ω

δ ξ

= −


= + + + + + +


+ + + + + +


+ Λ + +





          (17) 

其中 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

3 3
0 12 22 1 2 3 4 1 1 5 1 12 2 32

2 2
6 1 1 7 1 1 8 2 1 2 1

22
9 2 1 2 1 10 11 1252

3 4
13 14 15

1 1, , , , , ,
1 1 1

3 3 , 3 3 , cos sin ,

cos sin , , 5 , 10 ,
1

10 , 5 ,

lp l p p p p l p l
l l l

p l l p l l p l l

p l l p p l p l
l

p l p l p

µ α µ α

µ α µ α β ωβ ωτ β β ω ωτ
αβ ωβ ωτ β β ω ωτ

= Ψ +Ψ = = = = − − = −
+ + +

= − − = − = − − +

= + + − = − = =
+

= = = 5.l

 

引入变量代换 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2cos , sin ,m R t t m R t t t t tϑ ϑ ϑ ω ϕ= = = + ，其中， ( )R t 和 ( )tϕ 分别为解的振幅和

相位。通过极坐标变换，可以得到关于 ( )R t 和 ( )tϕ 的随机微分方程，如下所示： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2

, , ,
, , ,

R t f R g R t
t f R g R t

ϑ ϑ ξ
ϕ ϑ ϑ ξ
 = +
 = +





                           (18) 

其中 

( ) ( 2 3 3 3 4
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ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ
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ϑ
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=
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( ) ( )2
1 0 1 0 2, cos sin sin ,g R p p R p p Rϑ δ ϑ ϑ ϑ= +  

( ) ( )2
2 0 1 0 2, cos sin cos .g R p p p pϑ δ ϑ ϑ ϑ= +  

一般来说，船舶横摇模型中的非线性项较弱，但非线性效应不可忽略，根据随机平均法[24]，第一步，

在随机时滞船舶横摇模型中，我们使用了高斯白噪声作为随机激励项，使系统的响应成为 Markov 扩散过

程；第二步，船舶横摇运动固有频率与波浪激励频率不同，作时间平均，消除快变量，从而降低系统维

数。此时得到受一维概率密度函数主导的 Markov 过程，该过程由如下 Itô 方程控制： 

( ) ( ) ( )d d dR m R t R W tσ= +                              (19) 

( )m R 和 ( )Rσ 分别为式(18)的漂移系数和扩散系数， ( )W t 为标准 Wiener 过程，其中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
1 1 20

, ,1 1 1, , , d
2 2 2

g R g R
m R f R g R g R

R
ϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ ϑ
ϑ

π ∂ ∂ 
= + + ∂ ∂ π ∫  
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( ) ( )2 22
10

1 , d
2

R g Rσ ϑ ϑ
π
  π

= ∫  

把 ( )1 ,f R ϑ , ( )1 ,g R ϑ , ( )2 ,g R ϑ 代入，计算三角函数积分时注意其正交性，可以大大简化计算，得到： 

( ) 3 5
1 2 3

1 1 1
16 8 16

m R u R u R u R= + + ， ( ) 2
4

1
8

R u Rσ =                     (20) 

2 2 2 2 2 2
1 0 1 8 0 1 0 2 2 0 3 6 0 3 48 3 5 , 3u p p p p p p p u p p p p p pδ δ= + + = +  

2 2 2 2 2 2
3 0 10 15 0 10 11 0 10 13 4 0 1 0 25 , 3u p p p p p p p p p u p p p pδ δ= + + = +  

接下来，本文将对噪声激励下采用时滞位移反馈控制的船舶横摇模型的随机动力学行为作进一步研

究。根据 Lyapunov 指数的定义，可推导出其近似表达式： 

( )( ) 1 4
1 40

1 1 1 1lim ln lim d
16 16 16

t

t t

u uR t u u t
t t

ρ
→∞ →∞

− = = − = 
 ∫  

根据最大 Lyapunov 指数法，可以得出：当 0ρ < ，即 1 4u u< 时，系统(2)的平凡解局部渐近稳定；当

0ρ > ，即 1 4u u> 时，系统(2)的平凡解，是局部渐近不稳定的；当 0ρ = ，即 1 4u u= 时，系统处于临界状

态，可能会发生随机分岔。Lyapunov 指数仅能用于判断船舶横摇模型在平衡点附近的局部稳定性，无法

反映系统在全局范围内的稳定性。对于随机系统的全局稳定性分析，需借助奇异边界理论。通过随机平

均法，可将船舶横摇模型依概率收敛于一维扩散过程。在该过程中，系统在边界处的行为决定了其全局

动力学特性，即扩散过程的边界性态可用于推断系统的全局概率稳定性。这一行为由漂移系数 ( )m R 和扩

散系数 ( )Rσ 共同决定。当 0R → 时， ( ) 0m R = ， ( ) 0Rσ = 。当 R →∞时， ( )m R = ∞。根据奇异边界理

论的分类可知，左边界 0R = 为第一类奇异边界，右边界 R = +∞为第二类奇异边界。 

对于左边界 0R = ，可以得到对应的扩散系数 2γ = ，漂移系数 1ς = ，和特征值 1

4

uc
u

= ：(i) 若 1c < ， 

即 1 4u u< ，那么边界 0R = 是吸引自然的，这时船舶横摇模型平凡解是随机稳定的；(ii) 若 1c = ，即 1 4u u= ，

那么边界 0R = 是严格自然的，这时系统处于临界状态；(iii) 若 1c > ，即 1 4u u> ，那么边界 0R = 是排斥

自然的，这时船舶横摇模型的平凡解是随机不稳定的。 

对于右边界 R = +∞，可以得到对应的扩散系数 2γ = ，漂移系数 5ς = ，和特征值 3

4

uc
u

= − ：(i) 若 1c < − ， 

即 3 4u u> ，那么边界 R = +∞为越出边界；(ii) 若 1c = − ，即 3 4u u= ，那么边界 R = +∞为规则边界；(iii) 若
1c > − ，即 3 4u u< ，那么边界 R = +∞为进入边界。 
根据三指数法，当右边界 R = ∞为入口边界时，系统的状态仅依赖于左边界 0R = 的情况。通过前面 

的分析，当 3

4

1uc
u

= − > − 时，边界 R = +∞为进入边界，此时只需考虑左边界的情况，若左边界 0R = 是第 

一类奇异边界，平稳概率密度函数可以表示为： 

( )
3 5

1 2 3

2
24

4

1 1 12
16 8 16exp ,1

8

u R u R u R
Cp R

u R u R

  + +    =
 
  

∫                       (21) 

其中C 是归一化常数，且 ( )
0

d 1p R R
+∞

=∫ 。将 2 2 2
1 2R m m= + 代入式(21)即可得到联合概率密度函数表达式。 

由于 2, 1γ ς= = ，平稳概率密度函数可以简化为： 
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( ) ( )
1

4
2u

ucp R O R O Rγ
−

−
  = =  
  

 

根据文献[25]，船舶横摇模型在 1 4u u= 时发生随机 D 分岔，在 1

4

2u
u

= 发生随机 P 分岔。 

4. 数值模拟 

通过平稳概率密度函数图形的变化，可以判断是否发生 P 分岔，本节，我们将进行数值模拟实验

分析平稳概率密度函数形状变化。模型参数选取如下[23] [26]： 0.21µ = ， 1 0.01µ = ， 0 1ω = ， 1 1α = − ，

2 0.5α = − ， 2 0.1β = ，将分别分析噪声强度δ 和时滞控制增益系数 1β 对平稳概率密度函数形状的影响。 
首先，固定时滞系数 1 1.000β = ，改变噪声强度δ 的大小，观察随机船舶横摇模型的分岔行为，实验

结果如图 1~图 3。 
 

 
(a)                          (b) 

 
(c) 

Figure 1. When noise intensity 0.434δ = , 1

4

1.97 2u
u

= < : (a) Joint probability density function of the ship 

roll model; (b) Cross-section of figure (a); (c) Steady probability density function 

图 1. 噪声强度 0.434δ = ， 1

4

1.97 2u
u

= < ：(a) 船舶横摇模型的联合概率密度函数图；(b) 图(a)的截面

图；(c) 平稳概率密度函数图 

 

 
(a)                          (b) 
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(c) 

Figure 2. When noise intensity 1

4

0.452, 2.00u
u

δ = = : (a) Joint probability density function of the ship roll 

model; (b) Cross-section of figure (a); (c) Steady probability density function 

图 2. 噪声强度 1

4

0.452, 2.00u
u

δ = = ：(a) 船舶横摇模型的联合概率密度函数图；(b) 图(a)的截面图；(c) 

平稳概率密度函数图 
 

 
(a)                          (b) 

 
(c) 

Figure 3. When noise intensity 1

4

0.513, 2.19 2u
u

δ = = > : (a) Joint probability density function of the ship 

roll model; (b) Cross-section of figure (a); (c) Steady probability density function 

图 3. 噪声强度 1

4

0.513, 2.19 2u
u

δ = = > ：(a) 船舶横摇模型的联合概率密度函数图；(b) 图(a)的截面图；

(c) 平稳概率密度函数图 
 

 
(a)                          (b) 
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(c) 

Figure 4. When time delay coefficient 1
1

4

0.998, 1.93 2u
u

β = = < : (a) Joint probability density function of the 

ship roll model; (b) Cross-section of figure (a); (c) Steady probability density function 

图 4. 时滞系数 1
1

4

0.998, 1.93 2u
u

β = = < ：(a) 船舶横摇模型的联合概率密度函数图；(b) 图(a)的截面图；

(c) 平稳概率密度函数图 
 

 
(a)                          (b) 

 
(c) 

Figure 5. When time delay coefficient 1
1

4

1.0012, 2.00u
u

β = = : (a) Joint probability density function of the 

ship roll model; (b) Cross-section of figure (a); (c) Steady probability density function 

图 5. 时滞系数 1
1

4

1.0012, 2.00u
u

β = = ：(a) 船舶横摇模型的联合概率密度函数图；(b) 图(a)的截面图；

(c) 平稳概率密度函数图 

 

 
(a)                          (b) 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.1410449


武昊宇 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.1410449 389 应用数学进展 
 

 
(c) 

Figure 6. When time delay coefficient 1
1

4

1.013, 2.09 2u
u

β = = > : (a) Joint probability density function of the 

ship roll model; (b) Cross-section of figure (a); (c) Steady probability density function 

图 6. 时滞系数 1
1

4

1.013, 2.09 2u
u

β = = > ：(a) 船舶横摇模型的联合概率密度函数图；(b) 图(a)的截面图；

(c) 平稳概率密度函数图 

 
当噪声强度 0.434δ = 时，从图 1(a)与 1(b)可以看出，联合概率密度函数呈现尖锐的峰形；而在图 1(c)

中，平稳概率密度函数随 R 变化先单调递增后递减，并于 0R = 处取得最大值。这表明当 0R = 时，船舶

横摇模型在概率意义下是渐近稳定的，即系统随时间推移将逐渐趋于平衡状态。当噪声强度 0.452δ = 时，

如图 2(a)~(b)所示，船舶横摇模型的联合概率密度函数呈现一个较为平缓的单峰形态。图 2(c)与图 1(c)相
似，此处的函数图像同样随 R 值增大先上升后下降，并在 0R = 处取得峰值，不过其变化斜率更为平缓，

此时系统处于临界状态。当噪声强度 0.513δ = 时，与图 2(a)和图 2(b)相比，图 3 中的联合概率密度函数

由单峰形态转变为火山口状。从图 3(c)可见，平稳概率密度函数在 0R = 处不再取得最大值，表明系统在

概率意义上已处于不稳定状态。这意味着船舶横摇模型逐渐由稳定过渡到失稳，即发生了随机分岔。进

一步对比图 1(c)至图 3(c)可看出，随着噪声强度增大，平稳概率密度函数的峰值持续降低，其形态也逐渐

趋于平缓。 
在固定噪声强度的条件下，改变时滞系数取值，船舶横摇模型的随机分岔行为如图 4~图 6 所示。当

时滞系数由 0.998 增大至 1.0012 时，从图 4(a)至图 6(a)可看出，系统的联合概率密度函数由尖锐峰形逐

渐过渡为较平缓的单峰，最终演变为火山口形态，表明系统逐渐失稳，处于平衡状态的概率持续减小。

同时，从图 4(c)至图 6(c)可见，随着时滞系数变大，平稳概率密度函数的峰值持续减小，其斜率也逐渐趋

于平缓。 

5. 结论 

本文基于已有非线性船舶横摇模型，引入时滞反馈与随机噪声激励，建立了带有时滞控制与随机激

励的非线性船舶横摇动力学模型。首先，分析了线性系统的稳定性及其 Hopf 分岔条件；随后，应用中心

流形理论与随机平均法，将随机时滞船舶横摇模型转化为一般随机方程，并推导出相应的随机微分方程。

在此基础上，借助最大 Lyapunov 指数的符号判别系统局部稳定性，并通过平稳概率密度函数图像考察其

全局稳定性。最后，通过数值实验研究了噪声强度和时滞系数对系统随机动力学行为的影响。 
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