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摘  要 

本文针对双孔介质二维箱形水平井渗流模型，分两种情况建立数学模型：不考虑井筒储集和表皮因子；

考虑井筒储集和表皮因子。在此基础上，综合运用Laplace变换、Fourier变换、Duhamel原理，并结合

相似构造法，系统求解顶底四种边界条件(顶底定压、顶底封闭、顶部定压底部封闭、顶部封闭底部定压)
下的模型，获得无因次井底压力分布在Laplace空间解的相似结构。该成果清晰揭示了顶底四种边界条件

下解的表达式之间的内在关联。本文拓展了相似结构理论的应用范围，为深入研究双孔介质水平井油藏

渗流规律，提供了新理论基础与创新方法。 
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Abstract 
Targeting the two dimensional box shaped horizontal well seepage model in dual porosity media, 
this paper develops mathematical models for two cases: excluding wellbore storage and skin factor; 
incorporating wellbore storage and skin factor. On this premise, through the comprehensive utiliza-
tion of Laplace transform, Fourier transform, Duhamel’s principle, and in combination with the sim-
ilar construction method, the models under four top bottom boundary conditions (top-bottom 
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constant pressure, top bottom closed, top constant pressure with bottom closed, top closed with 
bottom constant pressure) are systematically solved. The similar structure of the dimensionless 
bottom hole pressure distribution in the Laplace space solution is derived. This outcome clearly 
uncovers the internal correlation among the solution expressions under the four top bottom bound-
ary conditions. This paper extends the application scope of the similar structure theory and offers 
a novel theoretical foundation and innovative approach for in depth investigation into the seepage 
law of dual-porosity medium horizontal well reservoirs. 
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1. 引言 

由于水平井开采技术日趋成熟，双孔介质水平井成为了研究的热点；该油藏由基质和裂缝构成，渗

流行为比传统单孔油藏复杂得多。国内外也有许多对双孔介质水平井模型的研究。1960 年，Barenblatt 和
Zheltov [1]针对双孔介质的特点，建立了在双重介质中弱可压缩液体不定常渗流的数学模型；1963 年，

Warren 和 Root [2]假设流体在岩块到裂缝中因压力不同产生的窜流，提出了单层油藏双孔渗流的油藏模

型。1965 年，Odeh [3]在双重介质模型中考虑了表皮的影响，分析了压力降落和压力恢复曲线。1981 年，

栾志安[4]在国外石油工作者的基础上首次提出带窜流作用和表皮因子的双重介质渗流问题，并建立了考

虑窜流作用和表皮因子的双重介质渗流数学模型。1998 年，王晓冬、刘慈群[5]研究了盒状边界油藏中水

平井压力动态分析问题，建立了箱形边界下考虑井筒储集和表皮因子的双孔介质水平井渗流数学模型，

运用 Laplace 变换和有限傅里叶余弦变换求解模型，通过级数加速收敛和典型曲线分析计算结果。2002
年李顺初[6]针对分形双孔介质储层，引入分形维数和分形指数，建立外边界无穷大且考虑井筒储存与表

皮效应的变流率试井分析数学模型，通过 Laplace 变换求得无因次储层压力和井底压力的 Laplace 空间解

的通用公式。 
2006 年，李顺初和张建军[7]建立了分形双孔介质油藏，构建了试井分析模型。该模型充分考虑了井

筒储集、表皮因子，以及无穷大、定压、封闭这三种外边界条件。通过运用 Laplace 变换法，在 Laplace
空间中获取了储层压力和井底压力分布的精确解；2008 年，郑鹏社，李顺初和朱维兵[8]建立了复合双孔

介质油藏在考虑井筒储集和表皮因子条件下的试井分析模型，利用 Laplace 变换，求得了在 Laplace 空间

中的地层压力和井底压力分布的精确解；经分析其解式的特征，发现了它们在三种外边界条件下的解式

具有相似结构。 
2009 年，李顺初[9]通过对二阶齐次线性微分方程边值问题解的整理和简化，得到了解的相似结构形

式；2012 年，许丽[10]建立了考虑井筒储集、表皮因子及有效井径等内边界条件和无穷大、定压、封闭等

外边界条件的分形双孔油藏球向渗流数学模型，运用 Laplace 变换和相似构造法求得 Laplace 空间下无因

次地层压力和井底压力分布的 Laplace 空间解的相似结构；2023 年，杨雨[11]通过引入弹性边界条件，构

建并求解了分形双孔油藏球向渗流模型，分析模型解的相似结构及参数影响，为油藏渗流研究提供了新

视角与方法。 
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目前在双孔介质油藏中考虑最多的是直井模型，也有一部分的水平井模型，为求得井底压力所用的

方法有：积分变换法、有限元法等。但尚未见到将相似构造法用于求解双孔介质箱形水平井中。本文在

引入无因次变量后，运用 Fourier 变换和 Laplace 变换将其转换为二阶常微分方程的边值问题，再利用相

似构造法得到水平方向三种边界(无穷大、封闭、定压)与顶底方向四种边界(顶底定压、顶底封闭、顶部

定压底部封闭、顶部封闭底部定压)两两结合共 12 情况下井底压力分布的 Laplace 空间解的相似结构，再

利用 Duhamel 原理将 Laplace 空间下的井底压力解化为统一的连分式形式。 

2. 求解一类二阶线性齐次常微分方程边值问题解的相似结构法 

讨论如下的一类二阶线性齐次常微分方程边值问题： 

 
( ) ( )
( )

[ ]

0

1

0
x a

x b

y P x y q x y

Ey EF y D

Gy Hy
=

=

 ′′ ′+ + =
 ′+ + =  
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 (2.1) 

其中 , , , , , ,D E F G H a b 均为已知的实常数，且 0D ≠ ， 2 2 0G H+ ≠ ， a b< ；已知函数 ( ) [ ]1 ,P x C a b∈ ，

( ) [ ]2 ,q x C a b∈  

假设 ( ) ( )1 2,y x y x 是边值(2.1)式中的定解方程的两个线性无关的解，引入二元函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0 1 2 2 1, x y y x y y xϕ ζ ζ ζ= −  (2.2) 

并记： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 0,0 1 2 2 1, ,x x y y x y y xϕ ζ ϕ ζ ζ ζ
ζ
∂ ′ ′= = −
∂

 (2.3) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 0,0 1 2 2 1, ,x x y y x y y x
x

ϕ ζ ϕ ζ ζ ζ∂ ′ ′= = −
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 (2.4) 
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2
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∂ ′ ′ ′ ′= = −
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 (2.5) 

以上定义的二元函数具有重要的作用，这里我们把它称为引解函数。 
定理：若边值问题(2.1)有唯一解，则其解可以表示为如下连分式形式： 

 ( )

( )
( ) ( )1 1

1
y x D x

F aE
F a

φ
φ

φ

= ⋅ ⋅ ⋅
++

+

 (2.6) 

其中 ( )xφ 称为相似核函数具体式子如下： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,0 0,1

1,0 1,1

, ,
, ,

G x b H x b
x

G a b H a b
ϕ ϕ

φ
ϕ ϕ

+
=

+
 (2.7) 

例如：考虑线性封闭地层中流体的稳定渗流，一端有恒定流量供给、另一端封闭的情况： 

 ( ) ( )
( )

0,0
0 0 1

0

y xy x L
y y

y L

 ′′ ′+ = ≤ ≤


′+ =
 ′ =

 (2.8) 

假设 ( ) ( )1 2,y x y x 是边值(2.8)式中的定解方程的两个线性无关的解，由相似构造法的知识不难得出其

引解函数为： 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0 1 2 2 1, x y y x y y xϕ ζ ζ ζ= −  (2.9) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 0,0 1 2 2 1, ,x x y y x y y xϕ ζ ϕ ζ ζ ζ
ζ
∂ ′ ′= = −
∂

 (2.10) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 0,0 1 2 2 1, ,x x y y x y y x
x

ϕ ζ ϕ ζ ζ ζ∂ ′ ′= = −
∂

 (2.11) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1,1 0,0 1 2 2 1, ,x x y y x y y x
x

ϕ ζ ϕ ζ ζ ζ
ζ

∂ ′ ′ ′ ′= = −
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 (2.12) 

相似核函数为： 

 ( ) ( )
( )

0,1

1,1

,
0,
x L

x
L

ϕ
φ

ϕ
=  (2.13) 

边值问题(2.8)的解可表示为如下的连分式形式： 

 ( )

( )
( ) ( )1 1

1 1 01
0

y x xφ
φ

φ

= ⋅ ⋅
++

 (2.14) 

3. 二维双孔介质箱形水平井模型 

3.1. 物理模型 

不考虑井筒储集和表皮效应影响下的油藏储层二维箱式水平井不稳定渗流模型，并做如下假设： 
1) 流体流动为达西渗流。 
2) 地层由均匀分布的基质和裂缝构成双重孔隙结构。 
3) 流动方式为平面单向流。 
4) 忽略重力、毛细管力的影响。 
5) 流体满足达西定律。 

3.2. 无因次数学模型 

不考虑井筒储集和表皮因子的二维双孔介质箱型水平井的无因次数学模型(其中下标 f 表示裂缝，m
表示基质)如下： 

 ( )
2 2
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2 2
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式中： fDP 为无量纲裂缝压力，
( )0

1.842
fh f
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K P P L
P

qBu

−
= ， fhK 为裂缝水平渗透率， fP 为裂缝压力， 0P 为初始

压力，q 为井产量，B 为体积系数，u 流体的黏度，L 为井长； mDP 为无量纲基质压力，
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= ，

mP 为基质压力；ρ 为各向异性系数，
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ρ = ， fvK 为裂缝垂向渗透率， wr 井筒半径，h 为井的高度；
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+
， fφ 为裂缝孔隙度， mφ 基质孔隙度， fC 为裂缝综合压缩系数， mC 为

基质综合压缩系数；λ 为双孔介质系统窜流系数，
2

w
m

m f

r
K
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α

λ =
+

，α 为窜流因子； Dt 为无量纲时间，

( )

3

2

3.6 10 fh
D

wt

K t
t

u C rφ

−×
= ； Dx 、 Dy 为无量纲方向坐标； fDq 为无量纲井壁速度，

2 w f
fD

r Lq
q

q
π

= ，q 为井壁速度。 

3.3. 模型求解 

不考虑井储和表皮的影响，对(3.2.1)~(3.2.8)式中的做 Laplace 变换如下： 
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由(3.3.2)式可得： 
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现将(3.3.9)式代入(3.3.1)式中可得： 
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现令： 
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则有： 
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由于有三种垂直于井筒处的边界和四种顶底边界，将各种边界情况组合起来讨论的话共有 12 种边界

的组合情况，现对这 12 种情况运用相似构造法求解： 
以下是四种不同的顶底边界情况(下标数字 1 表示顶底定压情况，数字 2 表示顶底封闭情况，数字 3

表示顶部封闭底部定压情况，数字 4 表示顶部定压底部封闭情况)。 
1’：顶底定压边界，则 Dy 方向所对应的特征值和特征函数分别为： 
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首先对(3.3.12)式中的 Dy 作有限 Fourier 变换则可化为： 
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2’：顶底封闭边界，则 Dy 方向所对应的特征值和特征函数分别为： 

 
( )

2

2 cos
k

k D

k
k y

α
λ

π

π

=
 =

 (3.3.15) 

3’：顶部封闭底部定压边界，则 Dy 方向所对应的特征值和特征函数分别为： 
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 

 (3.3.16) 

4’：顶部定压底部封闭边界，则 Dy 方向所对应的特征值和特征函数分别为： 

 

( )

( )

4

4

2 1
2

2 1
cos

2

k

k D

k

k
y

α

λ

 −
=


 −

π

π =
 
 
 

 (3.3.17) 

① 现令(3.3.14)式中 

 ( ) ( ) ( )2
1 1k kF s sf sρα= +  (3.3.14) 

则有： 

 

( )

( ) ( )1 2 1

2
2

12

1
1

1

1 cos cos

0

2

0, 0, 0
D

D

D
D

D
D

k D k

fD
k fD

D

fD
fD

D
x

f

D
k

R D
R

D
fD fD

x x
x

P
F s P

x

P
y y

x

q
x

P
P P

α α
α

=

→ =
=

∞

∂
− =

∂

∂ π
=

∂

∂
=






  − 



 ∂

= =









 

 (3.3.15) 

则(3.3.15)式为常微分方程的边值问题，根据相似构造理论，不难求得定解方程的两个线性无关的解

分别为 ( )1e k DF s x− 和 ( )1e k DF s x 于是构造二元引解函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
0,0 , e e e ek D k D k D k DF s x F s R F s R F s x

D Dx Rϕ − −= −  (3.3.16) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 10,0
1,0 1

,
, e ek D D k D DD D F s R x F s x R

D D k
D

x R
x R F s

x
ϕ

ϕ − −∂  = = − − ∂
 (3.3.17) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 10,0
0,1 1

,
, e ek D D k D DD D F s R x F s x R

D D k
D

x R
x R F s

R
ϕ

ϕ − −∂  = = − ∂
 (3.3.18) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1

2
0,0 2

1,1 1

,
, e ek D D k D DD D F s R x F s x R

D D k
D D

x R
x R F s

x R
ϕ

ϕ − −∂  = = − − ∂ ∂
 (3.3.19) 

根据相似构造理论和 Dy 的三种外边界条件构造相似核函数： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,0 1,0
1

0,1 1,1

, ,
,

1, 1,
D D D D

D
D D

G x R H x R
x s

G R H R
ϕ ϕ

φ
ϕ ϕ

+
=

+
 (3.3.20) 
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对应于不同外边界核函数依次为： 

 ( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 11
1

1 12
1

e ,
e

e e ,, e e

e e ,
e e

k D

k

k D D k D D

k D k D

k D D k D D

k D k D

F s x

F s
k

F s R x F s x R

F s R F s RD
k

F s R x F s x R

F s R F s R
k

F s

x s F s

F s

φ

−

−

− −

− −

− −

− −



−

 +=   − − 
 −


 − − 

                            外边界无穷大

外边界封闭

外边界定压

 (3.3.21) 

则(3.3.15)式对于 Dx 方向三种外边界条件下 Fourier 变换像空间的解为： 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1
1

1, co
2

s cosD k D k D
k

fD fD x s y yP q φ α α
α

π
 = − 

  (3.3.22) 

② 同理可得，考虑顶底封闭边界， Dx 方向三种外边界条件下 Fourier 变换像空间的解为： 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 1 1
2

1, si
2

n sinf D k D k D
k

D fD x s yP q yφ α α
α

 = − − 
π

  (3.3.23) 

③ 考虑顶部封闭底部定压边界， Dx 方向三种外边界条件下 Fourier 变换像空间的解为： 

 ( ) ( ) ( )3 3 2 3 1
3

1, co
2

s cosD k D k D
k

fD fD x s y yP q φ α α
α

π
 = − 

  (3.3.24) 

④ 考虑顶部定压底部封闭边界， Dx 方向三种外边界条件下 Fourier 变换像空间的解为： 

 ( ) ( ) ( )4 4 2 4 1
4

1, si
2

n sinf D k D k D
k

D fD x s yP q yφ α α
α

 = − − 
π

  (3.3.25) 

现对(3.3.22)式作关于 Dy 的 Fourier 逆变换就得到第一种情况地层压力的 Laplace 空间解： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 1 2 1

1 1

,
, , cos cos sinD fD

fD D D k D k D k D
k k

x s q
P x y s y y y

φ
α α α

α

∞

=

 = − 
π

∑  (3.3.26) 

若考虑井筒储集系数和表皮因子的影响，对(3.2.9)~(3.2.10)作 Laplace 变换得： 

 1

*
1 1

1
D wD fD

wD wD fD

sC P q
s

P P Sq

 + =

 = +

 (3.3.27) 

 ( )2

1

*
1 1

2 1

1 , , dD

D

y
wD wD D D Dy

D D

P P x y s y
y y

=
− ∫  (3.3.28) 

其中： ( ) 2 1
2 12 1 2 1

1 , ,y y
D D y y D D

L L
y y L L y y

h h h
− = − = =  

现将(3.3.26)代入(3.3.28)中可得水平井平均压力的 Laplace 空间解： 
①’：第一种情况下平均压力的 Laplace 空间解为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 21*
1 1 2 1 12

1 1

,
cos cos

2
fD D

wD k D k D
kw k

hq x s
P s y y

r
φ

α α
α

∞

=

 = − 
π

∑  (3.3.29) 

②’：与第一种情况的做法相同，可得第二种情况下平均压力的 Laplace 空间解： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 22*
2 2 2 2 12

1 2

,
sin sin

2
fD D

wD k D k D
kw k

hq x s
P s y y

r
φ

α α
α

∞

=

 = − − 
π

∑  (3.3.30) 
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③’：与第一种情况的做法相同，可得第三种情况下平均压力的 Laplace 空间解： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 23*
3 3 2 3 12

1 3

,
cos cos

2
fD D

wD k D k D
kw k

hq x s
P s y y

r
φ

α α
α

∞

=

 = − − 
π

∑  (3.3.31) 

④’：与第一种情况的做法相同，可得第四种情况下平均压力的 Laplace 空间解： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 24*
4 4 2 4 12

1 4

,
sin sin

2
fD D

wD k D k D
kw k

hq x s
P s y y

r
φ

α α
α

∞

=

 = − − 
π

∑  (3.3.32) 

针对上述四种情况若记： 

 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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r
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=

∞

=

∞

=

∞

=


 − 

π

π

π




  − − = 
  − −  


  − − 

π


∑

∑

∑

∑

1,2,3,4i =  (3.3.33) 

将(3.3.29)~(3.3.32)代入(3.3.27)中并进行整理，不难求得考虑井筒储集和表皮效应的井底压力的

Laplace 解为(见表 1)： 

 

( )

1 1 , 1,2,3,4
1iwD

D
ik

P i
s C s

G s S

= =
+

+

 (3.3.34) 

4. 试井分析典型曲线及参数分析 

借助 Stehfest 数值反演算法以及 MATLAB 编程，绘制了二维箱式水平井油藏井底压力及压力导数的

试井分析典型曲线影响井底压力的主要因素有井筒储集系数和表皮因子、窜流系数、弹性储容比等。 

4.1. 双重介质油藏典型曲线 

1) 储容比ω 对压力的动态影响 
从图 1 可以看出，在其他参数不变的情况下，储容比越小，裂缝系统流动段时间越短，无因次压力

导数曲线的下凹越深，窜流段就越长，后期水平径向流持续时间越长，边界段出现时间越晚。 
2) 从图 2 可以看出，在其他参数不变的情况下，窜流系数越小，无因次压力导数曲线中的下凹部分

越靠左，基质向裂缝窜流发生的时间越早，裂缝线性流动段持续时间越短。 

4.2. 参数对比分析 

本文重点在于相似构造法理论研究，即依据油气层渗流理论建立双孔介质二维箱型水平井模型，现

给出理想状态下和现实情况中窜流系数的影响。 
图 3 为本文模型中窜流系数对水平井底压力影响与理想化模型中窜流系数对井底压力影响的对比，

从图中可以看出受窜流系数 λ 取值的影响，①和②的压力和压力导数曲线均存在着显著差异，主要表现

在早期裂缝线性流动段、基质裂缝窜流段和地层线性流动段，并且 λ 越大谷值的宽度越长，窜流阶段越
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长。对于本文模型的谷值“模糊”的情况可能有以下两个原因： 
1) 储层非均质：实际储层中基质–裂缝分布不均匀，部分窜流系数高，另一部分窜流系数低等。 
2) 井筒污染(表皮因子 S > 0)：污染会增加流体入井阻力，导致前期(井筒储集 + 线性流动阶段)导数

偏高，窜流阶段的谷值被拉高。 
因此在双孔介质中窜流系数应该更加重视起来，应更考虑符合实际的渗流模型。 

 

 
Figure 1. Influence of storage ratio on typical bottom-hole pressure curves of horizontal wells with top-bottom closed boundaries 
图 1. 储容比ω 对顶底封闭边界水平井底压力典型曲线的影响 
 

 
Figure 2. Influence of interporosity coefficient on typical bottom-hole pressure curves of horizontal wells with top-bottom 
closed boundaries 
图 2. 窜流系数λ 对顶底封闭边界水平井底压力典型曲线的影响 
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Figure 3. The influence of the crossflow coefficient on the typical curve of bottomhole pressure in horizontal wells with top 
and bottom sealed boundaries in the model of this paper and the idealized model 
图 3. 本文模型与理想化模型中窜流系数对顶底封闭边界水平井底压力典型曲线的影响 
 
Table 1. Eigenvalues, eigenfunctions, and similar kernel functions under different boundary conditions 
表 1. 不同边界条件下的特征值、特征函数、相似核函数 

顶底边界条件 特征值 特征函数 相似核函数 

顶底定压(i = 1) 1k kα = π  ( )1 sink Dk yλ = π  ( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
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F s R x F s x R

F s R F s R
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x s F s

F s

φ

−

−

− −

− −

− −

− −



−

 +=   − − 
 −


 − − 

                            外边界无穷大

外边界封闭

外边界定压

 

顶底封闭(i = 2) 2k kα = π  ( )2 cosk Dk yλ = π  ( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
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2 2

2 2

2 2

2 2
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e e
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k D k D
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k
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F s R F s R
k

F s

x s F s
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φ

−

−
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

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 −


 − − 

                            外边界无穷大

外边界封闭

外边界定压

 

顶部封闭底部

定压(i = 3) 
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2 1
2k

k
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3

2 1
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yλ


=
π− 

 
   

( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

3

3

3 3

3 3

3 3

3 3

3

1 13
3

1 12
3

e ,
e

e e ,, e e

e e ,
e e

k D

k

k D D k D D
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−
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续表 

顶部定压底部

封闭(i = 4) 
( )

4

2 1
2k

k
α

− π
=

 

( )
4

2 1
cos

2k D
k

yλ


=
π− 

 
   
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−

−

− −

− −

− −

− −



−


+

=   − − 


−
  − − 

                            外边界无穷大

外边界封闭

外边界定压

 

5. 总结 

1) 本文考虑双孔介质二维箱式水平井渗流数学模型的井底压力解，建立了 x 方向的三种不同边界(无
穷大、封闭、定压)和 y 方向的四种不同边界(顶底定压、顶底封闭、顶部定压底部封闭、顶部封闭底部定

压)两两组合共 12 种不同的边界情况，并结合积分变换法和相似构造法构造出其解。其解的相似结构式

由边界条件中的系数确定，相似核函数可以由二阶常微分方程的两个线性无关解和边界条件中的系数来

构造。 
2) 结合 Duhamel 原理，在双孔介质箱型水平井模型中也得到了连分式形解。相比于直井中的连分式

形解，两者在形式上完全一样，区别在于核函数的不同。直井中的核函数 ( ),Dx sφ 可以直接构造得出，而

水平井中的核函数 ( )iG k 中则包含直井的核函数 ( ),Dx sφ 。 
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