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摘  要 

纽结和链环补空间中IPI曲面性质和分类研究是纽结和链环理论研究的热点问题。本文利用交错链环补空

间中处于标准位置的IPI曲面拓扑图理论和三维流形组合拓扑的研究技巧和方法，给出交错链环补空间中

处于标准位置的连通IPI曲面拓扑图的一个局部性质。 
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Abstract 
The research on properties and classification of IPI surfaces in the complements of knots and links 
is a hot problem in knot and link theory. By using the theory of topology graph of IPI surfaces at 
standard position in the complements of alternating links and the research techniques and methods 
of combinational topology theory in three-dimensional manifold, a property of IPI surfaces at stand-
ard position in the complements of alternating links is given. 
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1. 引言 

纽结和链环补空间中 IPI 曲面性质和分类是给出纽结和链环分类一个重要工具。纽结和链环补空间

中 IPI 曲面性质和分类的研究结果主要包括：W. Menasco 在文献[1]中证明了关于交错链环的子午线引理，

同时也利用曲面拓扑图和曲面欧拉示性数关系证明了交错链环补空间中具有 2、4 和 6 子午线边界的 IPI
曲面均为穿孔球面；W. Menasco 在文献[2]中给出了交错链环补空间处于标准位置的连通 IPI 曲面为穿孔

球面的充分必要条件，并对非分离的、素的交错链环补空间中处于标准位置的连通 IPI 曲面对应拓扑图

中曲线走势进行限制；W. Menasco 和 M. Thistlethwaite 应用文献[1]中类似的方法在文献[3]中证明了关于

交错纽结的缆结猜想；韩友发在文献[4]中利用扭转指标讨论了交错纽结补空间中 IPI 曲面的性质；韩友

发等人在文献[5]中通过分析一类链环补空间中处于标准位置的连通 IPI 曲面拓扑图，证明相应连通 IPI 曲
面均为穿孔球面。 

本文利用 W. Menasco 在文献[1]和[2]中研究纽结和链环补空间中处于标准位置的连通 IPI 曲面性质

的曲面拓扑图理论，结合三维流形组合拓扑理论的研究方法，分析并给出交错链环补空间中处于标准位

置的连通 IPI 曲面的一个局部性质。 

2. 预备知识 

定义 1.1 [6]若 K 是空间中由一条简单闭曲线构成的图形，则称 K 是一个纽结。 
定义 1.2 [6]若 L 是空间中由有限多条互不相交简单闭曲线构成的图形，则称 L 是一个链环。 
定义 1.3 [7]设 L 和 2S 分别是 3S 中的链环和球面，若将 L 以适当的方向投影到 2S 上，使得 L 在 2S 上

的投影只有有限多个二重点，并且二重点处的对应弧段横截相交，则称满足上述条件的投影为链环 L 的

投影图，一般记作 LD 。 
定义 1.4 [7]设 L 是一链环， LD 是 L 的一个投影图，在 LD 的每个分支上任意选取一非交叉点并给定

一个前进方向，若沿该点前进过程中遇到的上下穿线均为一上一下交替出现，则称 LD 是 L 的一个交错投

影图。 
定义 1.5 [7]设 L 是一个链环，若 L 存在交错投影图，则称 L 为交错链环。 
定义 1.6 [8]设 F 是三维流形 M 中的一个嵌入曲面，F M⊂ ∂ 或 F 是真嵌入的。若存在 M 中的一个嵌

入圆盘 D ，使得 D F D∩ = ∂ ， D∂ 在 F 上是非平凡的，则称 D 是 F 的一个压缩圆盘。 
定义 1.7 [8]设 M 是一个紧致三维流形， F 是 M 中一个真嵌入的曲面，或 F M⊂ ∂ 。若 M 中存在 F

的一个压缩圆盘，则称 F 在 M 中是可压缩的；否则称 F 在 M 中是不可压缩的。 
定义 1.8 [1]设 3L S⊂ 是一个链环，F 是真嵌入在 3 \S L 的曲面，若圆盘 3D S⊂ 满足 D F D∩ = ∂ 且与

L 横截相交一点，总存在一个圆盘 'D F⊂ ，满足 'D 与 L 横截相交于一点且 'D D∂ = ∂ ，则称 F 为 3 \S L 中

配对不可压缩曲面；否则，称 F 为 3 \S L 中配对可压缩曲面。 
注 1.1 若 F 为 3 \S L 中配对可压缩曲面，对 F 进行有限次配对压缩可将 F 变成 3 \S L 中的配对不可
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压缩曲面。 
设 L 是一个链环， { }2 2S R= ∪ ∞ 为一球面，将 L 投影到 2S 上，并记 L 在 2S 的投影图为 ( )Lπ ，在 3S

中给 ( )Lπ 的每个交叉点局部对应一个如图 1 所示的泡(同胚于三维实心球)。 
 

 
Figure 1. A bubble corresponding to a crossing 
of ( )Lπ  

图 1. ( )Lπ 的一个交叉点对应的泡 
 

若 ( )Lπ 有 n 个交叉点，不妨假设这 n 个交叉点对应的泡分别为 3 3 3
1 2, , , nB B B ，并设 

( )3 2 1, 2, ,i iB S i n∩ = ∆ =  。将每个 i∆ 分别替换成 3
iB 的上半球面和下半球面，可得球面 

( )2 2 2
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。其中 ( )2
iS

+
为 3

iB 的上半球面，( )2
iS

−
为 3

iB

的下半球面。 
若 3 \F S L⊂ 是具有子午线边界的曲面，首先合痕变换 F 使其边界不与 ( )Lπ 交叉点对应的泡相交，

由文献[1]知，可进一步合痕 F 使得 F 与 2S+ 和
2S− 横截相交，F 的内部与每个泡的内部相交于马鞍形圆盘。

此时 2F S±∩ 是一些简单闭曲线的集合。对 2F S±∩ 的每一个曲线分支 c赋予一个字表示，字表示标记规则

如下：1) 若曲线分支 c与链环 L 相交一次，则其字表示中标记一个 p ；2) 若曲线分支 c经过一个马鞍形

圆盘的边界，则其字表示中标记一个 s 。不失一般性，记其字表示为 ( ) 1 1 n ni ji jW c p s p s± =  。 
定义 1.9 [2]设 L 是一个链环， 3 \F S L⊂ 是一个 IPI 曲面。若 F 满足： 
1) 2F S±∩ 的每一个曲线分支 c至多经过每一个泡一次； 
2) 2F S±∩ 的每一个曲线分支 c的字表示非空； 
3) F 与每一个泡相交得到马鞍形圆盘。 
则称 F 处于标准位置。 
定义 1.10 [1]设 L 是一交错链环，若 3 \F S L⊂ 是处于标准位置的连通 IPI 曲面，把 2F S±∩ 中的所有

简单闭曲线与 F 和泡相交出马鞍形圆盘的集合称为 F 的拓扑图，记为 ( )T F 。 
引理 1.1 [4]设 D 是纽结 K 的约化交错投影图，如果 D 的扭转指标大于零，而且 ( )TCN K M= ，则

有以下性质： 
1) 如果在某个扭转中有一个泡有环道 2c F S±⊂ ∩ 穿过，则这个扭转中所有的泡都有环道穿过，而且

每一个泡上形成的马鞍形圆盘是相等的； 
2) 若某个扭转的泡有环道穿过，则这一组环道是两两不同的。 
注 1.2 上述性质可自然推广到交错链环的约化交错投影图中。 
引理 1.2 [2]设 3L S⊂ 是一个素的非分离交错链环，若 3 \F S L⊂ 是一个处于标准位置的连通 IPI 曲面

且带有子午线边界分支，则 F 满足以下条件： 
1) 2F S±∩ 不存在任意曲线分支 c，满足与一个泡和 2L S∩ 中端点在这个泡上的一段弧同时相交； 
2) 2F S±∩ 中任意曲线分支 c，均满足与 2L S±∩ 的一个分支至多相交一次； 
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3) 2F S±∩ 不存在两条环路 2
+F Sα ⊂ ∩ 和 2F Sβ −⊂ ∩ ，使得存在两条弧段 ,a b α β⊂ ∩ 满足 a 的内部

和 b 的内部在 ( )2 2 \S S L±∩ 的相邻分支且 α β∂ ∩∂ = ∅。 
注 1.3 本文未标注的术语都是标准的，参见文献[1]-[4]。 

3. 主要结果 

定理 2.1 设 L 是一个非分离素交错链环， ( )Lπ 是 L 的一个约化交错投影图， 3 \F S L⊂ 是具有子午

线边界分支的连通 IPI 曲面。若 F 处于标准位置且 ( )Lπ 中存在扭转满足其上某个交叉点对应泡有曲线经

过，则该曲线不能再次经过该扭转中任意交叉点对应的泡且不能与该扭转中任意弧段相交。 
注 2.1 3 \F S L⊂ 是连通 IPI 曲面，若 L 是一个非分离素交错链环，则 3 \S L 是不可约的，且可以合

痕曲面 F 使其处于标准位置，并在讨论该链环补空间中连通 IPI 曲面对应拓扑图中曲线分支的各种走势

时，并且可以利用引理 2.1，进一步研究上述曲面拓扑图的局部性质。 
证 不失一般性，不妨设T 是 ( )Lπ 中某一扭转并满足其上某个交叉点对应泡有曲线经过。为说明方

便，不妨设T 中交叉点对应的泡分别为 1 2, , , nB B B ，将连接泡 qB 和泡 1qB + 但不经过泡 qB 和泡 1qB + 的相对

上、下侧弧段分别记为 1
1qe + ， ( )2

1 1, 2, , 1qe q n+ = − 同时将端点在泡 1B 上的另外两个弧段分别记为 1
1e ， 2

1e ，

并将端点在泡 nB 上的另外两个弧段分别记为 1
1ne + ， 2

1ne + ，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. The marks of bubbles corresponding to crossings and their related arcs in T  
图 2. T 中交叉点对应的泡及其相关弧段的标记 

 
进一步不失一般性，不妨设T 中某一交叉点对应泡上经过的曲线为 c， 2c F S+∈ ∩ 。由引理 1.1 可知，

T 中交叉点对应泡有两两配对曲线出现，如图 3 所示。此时每条曲线或者经过T 中两个相邻交叉点对应

的泡或者经过T 中交叉点对应泡 1B 或者经过T 中交叉点对应泡 nB 。 
 

 
Figure 3. Curves in bubbles corresponding to crossings of T  
图 3. T 中交叉点对应泡上的曲线 

 
故在 F 与T 中交叉点对应泡上相交的曲线 c必存在如下局部图：(1) c经过T 中连续两个交叉点对应

的泡如图 4(a)所示；(2) c经过T 中交叉点对应泡 1B 如图 4(b)所示；(3) c经过T 中交叉点对应泡 nB 如图

4(c)所示。 
 

 
(a) 
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(b) 

 
(c) 

Figure 4. Three different cases that can appear in the local diagram of curve c  
图 4. 曲线 c 局部图可能出现的三种不同情况 

 
接下来仅对 c经过T 中连续交叉点对应泡的情形进行讨论，其他两种情形可类似讨论。为说明方便，

不妨设 c局部经过T 中两个连续交叉点对应的泡分别为 kB ， ( )1 1, 2, , 1kB k n+ = − ，由 F 处于标准位置及

引理 1.1 知，T 中每个交叉点对应的泡上均有与 c相关的配对曲线经过且两两互不相同，进一步不妨将

与 c相关，且在T 的交叉点对应泡上成对出现的曲线从左至右依次记为 1 2, , , , , ,k k nc c c c c+  ，如图 5 所

示。 
 

 
Figure 5. The curves 1 2, , , , , ,k k nc c c c c+    
图 5. 曲线 1 2, , , , , ,k k nc c c c c+    

 
下面首先说明 c不再经过T 中任意交叉点对应的泡。 
若不然，由 F 处于标准位置可知，c再次经过T 中交叉点对应的泡不能是泡 kB ， 1kB + ，故 c再次经过

T 中交叉点对应的泡是相对左侧的泡 1 1, , kB B − 中某一个泡或相对右侧的泡 2 , ,k nB B+  中某一个泡。不失

一般性，不妨设 c进一步经过T 中相对左侧交叉点对应泡 1 1, , kB B − 中某一个泡，此时 c可能从T 上侧一

端或下侧一端经过 T 中相对左侧交叉点对应泡 1 1, , kB B − 中某一个泡，仅以 c 从 T 下侧一端经过泡

1 1, , kB B − 中某一个泡情形为例进行分析，另一种情形可类似进行讨论。 
此时不妨考虑 c从T 下侧一端经过泡 1B  (其他情形可类似分析，且更简单，接下来的曲线走势均假

设从走势最复杂情形进行讨论并不再累述)，由于形成马鞍形圆盘边界的曲线是成对出现的，故不妨设在

泡 1B 上与 c成对出现的曲线为 2c′。下面分析 2c′相对下侧一端的前进走势，由 F 处于标准位置知， 2c′相对

下侧一端接下来仅会经过泡 2B 。接着继续分析 2c′右侧一端的前进走势， 2c′可能与弧段 2 2
4 1, , ke e + 中某一个

弧段相交或者经过泡 3 1, , kB B + 中某一个泡。若 2c′与弧段 2 2
4 1, , ke e + 中某一个弧段相交，不妨假设 2c′与弧

段 ( )2 4, , 1qe q k= + 相交，此时进一步分析 2c′可能出现的前进走势， 2c′接下来仅会经过泡 1qB − 或泡 qB ，

这两种走势情况均与 F 处于标准位置矛盾。故 2c′右侧一端仅会经过泡 3 1, , kB B + 中某一个泡，不妨假设 2c′
经过泡 1kB + ，由 F 处于标准位置知，则 2c′接下来必然会经过泡 kB ，如图 6 所示。 

由于形成马鞍形圆盘边界的曲线是成对出现的，设在泡 2B 上与 2c′成对出现的曲线为 3c′，下面分析 3c′
相对下侧一端的前进走势，由 F 处于标准位置， 3c′下侧一端接下来仅会经过泡 3B 。此时进一步分析 3c′右
侧一端的前进走势，由 F 处于标准位置可知， 3c′可能与弧段 2 2

5 1, , ke e + 中某一个弧段相交或者经过泡 
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Figure 6. The local diagram of the curves c  and 2c′  
图 6. 曲线 c 和 2c′的局部图 

 

4 1, , kB B + 中某一个泡。若 3c′与弧段 2 2
5 1, , ke e + 中某一个弧段相交，不妨假设 3c′与弧段 ( )2 5, , 1pe p k= +

相交，此时再分析 3c′进一步的前进走势， 3c′接下来仅会经过泡 1pB − 或泡 pB ，这两种走势情况均与 F 处于

标准位置矛盾。故 3c′右侧一端仅会经过泡 4 1, , kB B + 中某一个泡，不妨假设 3c′经过泡 1kB + ，由 F 处于标准

位置知，则 3c′接下来必然会经过泡 kB ，如图 7 所示。 
 

 
Figure 7. The local diagram of the curves 2 3, ,c c c′ ′  
图 7. 曲线 2 3, ,c c c′ ′ 的局部图 

 

按上述方式进行进一步分析，可依次逐步分析出在泡 3 1, , kB B −  均会产生两两配对的新曲线 

4 1, , kc c −′ ′
 ，同时每条曲线 4 1, , kc c −′ ′

 相对下侧一端的前进走势情况如图 8 所示。 
 

 
Figure 8. The local diagram of the curves 2 1, , , kc c c −′ ′

  
图 8. 曲线 2 1, , , kc c c −′ ′

 的局部图 
 

接下来考察 kc 接下来可能出现的走势， kc 可能会经过泡 -1kB 或经过泡 kB 或经过泡 1kB + 或与弧段 2
ke 相

交或与弧段 2
1ke + 相交，这五种走势均会与 F 处于标准位置产生矛盾。 

上述讨论方式均考察 c和 c再次经过T 中交叉点对应泡时配对出现的曲线走势最复杂情况，此时考虑

k 条曲线的走势，便会导出 1 1, , nc c + 中有一条曲线在 2F S+∩ 与同一个泡相交两次，与 F 处于标准位置产

生矛盾。若 c和与 c相关的再次经过T 中交叉点对应泡时配对出现的曲线走势并不是文中考虑的最复杂情

形，也仅需考虑有限次曲线走势，便会导出 1 2 1, , , , ,k k nc c c c+ +  中有一条曲线在 2F S+∩ 与同一个泡相交两

次，与 F 处于标准位置产生矛盾。故 c不会再次经过T 中任意交叉点对应的泡。 
接下来说明 c不与T 中任意弧段相交。 
若不然， c接下来的走势有如下两种可能： 
1) c与连接T 中两个相邻交叉点对应泡之间的弧段相交； 
2) c与T 中交叉点对应泡 1B ， nB 的上、下弧段相交。 
针对上述两种情形分别进行讨论。 
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若 c接下来与连接T 中两个相邻交叉点对应泡之间的弧段相交，由 F 处于标准位置及引理 1.2 可知，

c不能与弧段 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2, , , , ,k k k k k ke e e e e e+ + + + 相交，故 c仅可能与弧段 1 1 1 1 2 2 2 2

2 1 3 2 1 3, , , , , , , , , , ,k k n k k ne e e e e e e e− + − +    中

某一个弧段相交。此时 c可能从T 的上侧一端或下侧一端与弧段 1 1 1 1 2 2 2 2
2 1 3 2 1 3, , , , , , , , , , ,k k n k k ne e e e e e e e− + − +   

中某一个弧段相交。不妨以 c从T 的下侧一端与弧段 ( )2
1 1, , 2, 2, , 1qe q k k n+ = − + −  相交为例进行考察，

如图 9 所示。此时分析 c进一步的前进走势，由 F 处于标准位置且不自交， c接下来仅可能会经过泡 qB
或泡 1qB + ，这两种曲线走势情况均会与 F 处于标准位置矛盾。 
 

 
Figure 9. The local diagram of the curve c  
图 9. 曲线 c 的局部图 

 
故 c不能与连接T 中两个相邻交叉点对应泡之间的弧段相交。 
若 c接下来与T 中交叉点对应泡 1B ， nB 的上、下弧段相交， c可能从T 的上侧一端或下侧一端与T

中交叉点对应泡 1B ， nB 的上、下弧段相交。以 c从T 的上侧一端与T 中交叉点对应泡 1B ， nB 的上、下

弧段相交为例，此时会有如图 10 所示的四种情形出现在拓扑图 ( )T F 中，由拓扑图中的每个曲线都是简

单闭曲线，若图 10 中的(a)发生则(c)一定发生，同理若图 10 中的(b)发生则(d)一定发生。因此仅需对图

10(a)和图 10(b)的情形进行考察分析即可。 
 

 

Figure 10. Four situations that can appear in ( )T F  

图 10. ( )T F 中出现的 4 种情形 
 

首先分析图 10(a)情形下T 中曲线走势情况，此时分析 2c 上侧一端可能会出现的走势情况，由 F 处于

标准位置和引理 2.1 上述证明过程可知， 2c 上侧一端不能经过泡 1, , kB B 中任意一个泡并且不能与连接

泡 1, , kB B 中任意两个相邻泡之间的任意一个弧段相交，故 2c 仅能与弧段 1
1e 相交，与 F 处于标准位置产

生矛盾。 
接着分析图 10(b)情形下T 中曲线走势情况，此时分析 +1nc 上侧一端可能会出现的走势情况，由 F 处

于标准位置和引理 2.1 上述证明过程可知， +1nc 上侧一端不能经过泡 , ,k nB B 中任意一个泡并且不能与连

接泡 , ,k nB B 中任意两个相邻泡之间的任意一个弧段相交，故 +1nc 仅能与弧段 1
+1ne 相交，与 F 处于标准位

置产生矛盾。 
故 c不能与泡 1B ， nB 对应上、下弧段相交。 
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综上，定理得证。 

4. 结论与讨论 

本文利用纽结和链环补空间中处于标准位置的连通 IPI 曲面的拓扑图理论，结合三维流形组合拓扑

理论的研究方法，分析并给出交错链环补空间中处于标准位置的连通 IPI 曲面拓扑图的一个局部性质。

在讨论带有多个扭转的非分离素的交错链环补空间中处于标准位置的连通 IPI 曲面性质时，该定理对曲

面拓扑图中走势进行了限制，进而更好研究上述补空间中 IPI 曲面的性质。 
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