
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2025, 14(11), 133-145 
Published Online November 2025 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2025.1411470  

文章引用: 赵灿. 基于双线性发生率的耐药结核病模型的动力学分析[J]. 应用数学进展, 2025, 14(11): 133-145.  
DOI: 10.12677/aam.2025.1411470 

 
 

基于双线性发生率的耐药结核病模型的 
动力学分析 
赵  灿 

北京建筑大学理学院，北京 
 
收稿日期：2025年10月11日；录用日期：2025年11月4日；发布日期：2025年11月11日 

 
 

 
摘  要 

本研究在七个仓室耐药结核病动力学模型基础上，将标准发生率改为双线性发生率，并对其动力学性质

进行了深入分析。通过构造Lyapunov函数和利用Routh-Hurwitz判据，我们证明了当基本再生数R0 < 1
时，系统的无病平衡点是全局渐近稳定的；当R0 > 1，系统存在唯一的地方病平衡点。进一步地，我们结

合世界卫生组织(WHO)的公开数据对模型参数进行了重新拟合。数值模拟结果说明降低传播率和加强潜

伏染病者干预是目前最有效的防控策略；通过综合干预措施中国有望在2035年实现终结结核病的目标。

本研究为耐药结核病防控策略的制定提供了理论依据和量化评估工具。 
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Abstract 
This study replaces the standard incidence rate with a bilinear incidence rate in a seven-compartment 
drug-resistant tuberculosis (DR-TB) dynamics model and analyze its dynamic properties. By con-
structing a Lyapunov function and applying the Routh-Hurwitz criterion, we demonstrate that when 
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the basic reproduction number R0 < 1, the disease-free equilibrium point is globally asymptotically 
stable. When R0 > 1, the system possesses a unique endemic equilibrium point. Furthermore, model 
parameters were refitted using publicly available data from the World Health Organization (WHO). 
Numerical simulations not only validated the theoretical analysis but also indicated that China could 
achieve the goal of ending tuberculosis by 2035 through comprehensive intervention measures. 
This study provides a theoretical foundation and quantitative assessment tools for formulating 
drug-resistant tuberculosis control strategies. 
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1. 引言 

肺结核(TB)是一种由结核分枝杆菌引起的慢性呼吸道传染病，已成为全球公共卫生领域的重大威胁[1]。
在结核病防控进程中，耐药结核病(DR-TB)的出现与蔓延进一步加剧了防控难度，由于药物敏感结核病(DS-
TB)的自发突变及抗菌药物的不规范使用，耐多药结核病和广泛耐药结核病的流行范围也持续扩大，不仅延

长了治疗周期、增加了治疗成本，还显著降低了患者治愈率，成为实现结核病防控目标的核心障碍[2]。 
为应对这一挑战，WHO 于 2014 年提出“终结结核病战略”，明确要求到 2035 年，以 2015 年为基

线，将结核病死亡率降低 95%、发病率降低 90%，并消除结核病导致的灾难性家庭支出[3]。然而，全球

结核病防控进展远未达预期。对于中国而言，尽管结核病防控工作已取得显著成效，但 DR-TB 的高负担

仍是关键瓶颈，中国 DR-TB 总体流行率介于 24.6%~37.8%之间，每年新增或复发结核病病例中约 30%为

DR-TB 病例[4]，因此，有效控制 DR-TB 的传播已成为我国实现“终结结核病战略”目标的关键。 
数学建模作为演示传染病传播趋势、评估干预措施效果的重要工具，在结核病防控研究中得到广泛应

用。1962 年，Waaler 等首次构建结核病动力学模型，证实了数学方法在结核病传播研究中的价值，其参数

估计思路为后续模型发展提供了重要参考[5]；2018 年，张华龙等通过动力学模型分析了耐药肺结核的传播

过程，分析影响耐药结核传播的关键因素，包括病人隔离、治疗策略、药物耐药性水平以及社会经济因素

等，从这些角度说明了加强早期诊断和治疗对于控制耐药结核的传播的重要性[6]。Xu 等结合中国

2005~2018 年全国结核病监测数据、人口统计数据及结核病信息管理系统数据，构建了区分 DS-TB 与 DR-
TB 的 SEIR 七室模型，通过最小二乘法进行参数拟合，得到结核病基本再生数为 0.6993 并预测多干预措施

联合实施可提前实现 2035 年目标[7]。该研究为中国 DR-TB 防控提供了量化依据，但仍存在理论与应用层

面的拓展空间：首先，模型未进行系统的动力学性质分析，而平衡点的稳定性是判断模型合理性和预测有效

性的重要理论基础；另外，模型采用标准发生率，即假设接触率与总人口数相关，在传染病建模中，该形式

适用于人口规模较大、接触总人口数制约的情形，而双线性发生率，即接触率与易感者和染病者数量乘积成

正比，在理论分析中更为简便，有助于揭示系统的本质特征，且二者在干预效果评估中可能存在差异。 
在 DR-TB 传播建模中，双线性发生率的优势在于参数简约性与传播动力学的直观表征。双线性发生率

仅需估计单一传播系数 β，符合我国当前 DR-TB 监测数据有限的现实条件，减少待估参数可以降低模型的

不确定性，使结果更加稳健。当前 DR-TB 染病者中，耐多药结核病(MDR-TB)和广泛耐药结核病占比持续

增大，而基因组分析表明，中国的 MDR-TB 传播主要由高传播性的北京基因型菌株驱动，其传播具有局部
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聚集性，双线性发生率能较好地刻画此类由优势菌株驱动的局部聚集性传播[8]。此类场景中易感者与染病

者的接触频率确与两者数量乘积成正比，符合基本假设。在公共卫生决策层面，该模型的参数具有明确的

流行病学解释，使干预措施与传播系数之间的关联更为直接，有利于模型成果向防控实践转化。 
在结核病全球流行态势严峻的背景下，干预措施的优化与落地成为突破防控瓶颈、达成 2035 年目标

的核心。当前国际社会已形成诊断、治疗、管理为一体的干预体系，但是由于技术应用不均，以及实施质

量的差异性导致防控效果大有不同，凸显了深入研究的必要性。当下的干预措施提升可分为三个方面，诊

断干预的精准化。传统痰涂片镜检虽成本低廉，但敏感性不足，而分子生物学技术的突破实现了诊断升级：

WHO 推荐的靶向二代测序(NGS)技术可快速检测耐药突变，配套测序门户已整合 5.6 万条基因组数据，为

精准分型提供支撑[9]。中国通过实验室网络下沉，使 98.5%的县级机构具备分子耐药检测能力，将诊断延

迟从 29.5 天缩短至 0 天，耐药患者发现率提升至 93.3%，印证了技术普及对干预时效的关键作用。治疗方

面的新的变化。新型药物的应用打破了传统治疗局限：贝达喹啉通过抑制 ATP 合成酶发挥杀菌作用，利

奈唑胺等药物联合使用使耐多药结核病(MDR-TB)治愈率显著提升[10]。中国云南试点的 9~12 个月短程化

疗方案覆盖率达 100%，配合免费核心二线药物供给，使 89.7%的患者实现全口服治疗，纳入治疗率较 2017
年提高了 1.3 倍[11]。管理干预的体系化。“分级防治”服务体系通过疾控机构统筹、定点医院诊疗、基

层随访的联动机制，构建了闭环管理网络，辅以个案管理系统与同伴咨询平台，有效降低了治疗中断率；

医保报销比例提升至 70%~90%的政策设计，进一步减轻患者负担，以保障治疗依从性[12]。这些干预措施

的精进均为达到 2035 消除结核病目标提供巨大的能量，多项联合措施的实施是必要的。 
本研究以 Xu 等的 SEIR 七室模型为基础，开展两方面拓展研究。第一，理论层面将原模型的标准发

生率改为双线性发生率，结合稳定性理论、Lyapunov 函数构造等方法，严格证明模型无病平衡点和地方

病平衡点的稳定性条件，明确 R0与平衡点稳定性的关联；第二，数值模拟部分利用 WHO 中国结核病预

测数据对模型关键参数进行重新拟合，通过数值模拟验证理论分析结果，并对比联合干预策略的长期效

果，量化不同策略下 DR-TB 发病率的变化趋势。 

2. 模型分析 

2.1. 模型建立 

耐药性肺结核模型见系统(1)，其对应的疾病传播框图见图 1。系统共包括七个仓室，分别为易感者

S，药敏结核潜伏者 Es，药敏结核患者 Is，药敏结核治愈者 Rs，耐药结核潜伏者 Er，耐药结核患者 Ir以及

耐药结核治愈者 Rr，模型遵循如下假设：1) 考虑常数输入率 Λ 和自然死亡率 μ；2) 考虑结核病导致的

额外死亡率 d；3) 结核病的传播效果使用双线性发生率；4) DR-TB 可通过原发性感染和 DS-TB 患者治

疗失败获得的继发性耐药两种途径产生。 
基于以上假设，建立的耐药结核病传播模型，见公式(1) 
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Figure 1. Transmission diagram for a drug-resistant tuberculosis model 
图 1. 考虑耐药肺结核模型传播框图 
 
其中 

Λ为常数输入率； 

sβ ， rβ 表示药敏患者与耐药患者的接触感染系数； 
r 为药敏患者成功治疗的比例； 
c 为药敏患者因治疗不当等原因成为获得性耐药患者的比例； 

sc ， rc 表示药敏患者与耐药患者的治愈率； 
µ 为自然死亡率； 
d 为因病死亡率。 
运用下一代矩阵法，记 ( )1 1 0sA rc r c dµ= + − + + > ， 2 0rA c dµ= + + > ， 
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得到系统中药敏患者的基本再生数为 

( ) ( )( )
0

0 1
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耐药患者的基本再生数为 

( )( )
0

0
r r

r

S v
R

v c d
β

µ µ
=

+ + +
， 

整个系统的基本再生数为 

{ }0 0 0max ,s rR R R= 。 

2.2. 平衡点的稳定性分析 

定理 1 (正不变性)对 0t∀ ≥ ，系统(1)过初值 ( )1 2 3 4 5 6 7: , , , , , ,φ φ φ φ φ φ φ φ= 的解 ( )u t 在 [ ]0,∞ 存在唯一，非

负且最终有界。满足[13] 
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证明 由微分方程解的存在唯一性定理，系统(1)过 7φ ∈ 的解在最大存在区间 [ ]0,∞ 唯一，其中

0 Tφ< < ∞，解 ( )u t 在小区间 [ ]0,T 非负，对 0ε∀ > 以及 ( )0,Tφδ∀ ∈ ，由微分方程解对参数的连续依赖性
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于 ε 连续。且当 ( ), 0iu t ε = 时其导数大于等于 0。对于 ( )0,t δ∈ ，有 ( ),u t ε 远大于 0。故对 [ )0,t δ∀ ∈ ，

( ) ( ),0 0u t u t= ≥ 。即， ( )0,t Tφ∀ ∈ ， ( ) 0u t ≥ 。接下来证明系统(1)的有界性。令 
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故 u(t)在[0，T)上有界。由常微分方程解的延拓定理可得 Tɸ = + ∞证明完毕。 
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是系统(1)的正不变集，下面考虑系统在 Ω上的动力学性态。 

显然系统(1)始终存在无病平衡点 ( )0
0 ,0,0,0,0,0,0E S= ，其中 0S

µ
Λ

= 。对于无病平衡点的稳定性有

定理 2： 
定理 2 (无病平衡点的稳定性) 1) 当 0 1R < ， 0s rw w= = 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的；2) 当

0 1R < ， s srcβ µ≤ + 且 r rcβ µ≤ + ， 0s rd w w= = = 时，无病平衡点 0E 是全局渐近稳定的。 
证明 先证无病平衡点 0E 的局部稳定性。当 0s rw w= = 时，系统(1)在无病平衡点 0E 处的 Jacobian 矩

阵为 
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由 Routh-Hurwitz 判别法，可知 4 5,λ λ 均具有负实部。 
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由 Routh-Hurwitz 判别法，可知 6 7,λ λ 均具有负实部。 
可知系统(1)的 Jacobian 矩阵的所有特征值均具有负实部，则可知当 0 1R < ， 0s rw w= = 时，无病平

衡点 0E 是局部渐近稳定的。 
接下来证明 0E 的全局吸引性。令 

0 0
0

ln s s r r
SL B S S S BE I BE I
S

 
= − − + + + + 

 
， 

其中参数 B 满足 

1 min ,s r

s r

rc cB
µ µ

β β
 + +

< <  
 

。 

在无病平衡点 0E 附近，当 0s rd w w= = = 时，由 0S
µ
Λ

= 得 

0

1 1 .

s s r r

s s r r

s s r r

S S I S I S

S I I
S

S I I
S S

µ β β

µ β β

β β

= Λ − − −
Λ = − − − 

 
  

= Λ − − −  
   


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则 L 沿着系统(1)的全导数为 

( ) [ ] [ ] ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0
0

2
0

0

1 1

1

1 1

s s r r

s s r r s s r r s s s s

s s r r r r r s

s s s s s r r r r

S S
L B S BE I BE I

S

B S S BS I I BS I I BS I B v E vE
S S

rc r c I BS I B v E vE c I

S S
B B vE B E B rc I B vE B E B c

SS

β β β β β µ

µ β µ µ

µ β µ µ β

−′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +

  
= − Λ − − + + + + − + +  

   
− + − + + − + + − +  

−
 = − Λ − − − + − + − − − + −  ( ) .rIµ+  

 

可见当 0 1R < ， 0s rd w w= = = 时，当 B 满足假设条件，即满足 s srcβ µ≤ + 且 r rcβ µ≤ + ， 0L′ ≤ 且

仅在无病平衡点 0E 处可取等号。全局吸引性得证。由不变集原理可得此时无病平衡点 0E 全局渐近定。 
下面考虑地方病平衡点的存在性。 
定理 3 (地方病平衡点的存在性和唯一性)当 0 1R > 且 0

sR 与 0
rR 满足一定的约束条件时，系统(1)存在地

方性平衡点，且是唯一的。 
证明 令系统(1)右端等于 0，即求解方程组(2) 

 

( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( )

0,
0,

1 0,

0,
0,

1 0,
0.

s s r r

s s s

s s s s

s s s

r r r

r s r r

r r r

SI SI S
SI v E

vE rc r c I d I

rc I R
SI v E

vE r cI c d I
c I R

β β µ
β µ

µ

µ
β µ

µ
µ

Λ − − − =
 − + =
 − + − − + =

− =
 − + =
 + − − + + =
 − =

 (2) 

根据方程组(2)可得 

* *s
s s

rc
R I

µ
= ， 

* *1
s s

AE I
v

= ， 

* *r
r r

cR I
µ

= ， 

( )* * *2 1
r r s

r cAE I I
v v

−
= − ， 

* * *2
* * *

s
s r

s s r r

rc d AvS I I
v vI I
µµ

µ µµ β β
+ +Λ Λ +  = = − + + +  

。 

分别将 * * *, ,s sS E R 代入(2)中第二个方程可得 

( )* * * *2 1 0s
s s s r s

rc d A AvI I I v I
v v v
µµβ µ

µ µ
 + + Λ +  − + − + =  

  
， 

化简得到 
* *

11 12r sI A I A= + ， 
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即 

* * 12

11 11

1
s r

AI I
A A

= − ， 

其中 11
2

src d
A

A
µ+ +

= − ，
( )0 1

12
2

1s

s

R A
A

A

µ

β

−
= 。 

再将 * * *, ,r rS E R 代入(2)中第五个方程可得 

( ) ( )* * * * *2 2 1
0s

r r s r r s

r crc d A AvI I I v I I
v v v v
µµβ µ

µ µ
−  + + Λ +  − + − + − =   

    
， 

化简得到 

( )
*2 *

* 21 22
*

23 1
r r

s
r

A I A II
A I r cµ

+
=

+ −
， 

其中 21 2 rA A β= ， ( )22 0 21rA R Aµ= − − ， ( )23 r sA rc dβ µ= − + + 。 

则 * * 12

11 11

1
s r

AI I
A A

= − ，是关于 *
rI 的一次函数，

( )
*2 *

* 21 22
*

23 1
r r

s
r

A I A II
A I r cµ

+
=

+ −
是关于 *

rI 且过原点的一元二次函数。 

记 ( )* * 12
1

11 11

1
r r

Af I I
A A

= − ， ( ) ( )
*2 *

* 21 22
2 *

23 1
r r

r
r

A I A If I
A I r cµ

+
=

+ −
。则系统(1)的正地方平衡点存在等价于 1f 与 2f 有

正交点。令 1 2f f= ，整理得 

( ) ( )( ) ( )*2 *
11 21 23 11 22 12 23 121 1 0r rA A A I A A A A r c I r cAµ µ− + + − − + − =  

通过讨论其正零点情况可得到系统(1)正平衡点情况，见表 1。 
 
Table 1. Positive equilibrium points for system 
表 1. 系统的正平衡点情况 

参数取值 正平衡点存在情况 

0 1sR < ，
( ) ( )0 1

0
2

1 1
1

s
rr

s s

R A r c
R

A rc d
β

β µ
− −

> + +
+ +

 有唯一的正平衡点 

0 1sR > ，
( ) ( )0 1

0
2

1 1
1

s
rr

s s

R A r c
R

A rc d
β

β µ
− −

< + +
+ +

 有唯一的正平衡点 

其他情况 不存在正平衡点 
 

因此，当满足表 1 条件时，系统(1)存在唯一的地方病平衡点 ( )* * * * * * * *, , , , , ,s s s r r rE S E I R E I R= ，其中

*
* *

s s r r

S
I Iµ β β
Λ

=
+ +

， * *s
s s

rc
R I

µ
= ，

( )* *1s
s s

rc r c d
E I

v
µ+ − + +

= ， * *r
r r

cR I
µ

= ，
( )* * *1r

r r s

r cc dE I I
v v
µ −+ +

= − 。 

3. 数值模拟 

3.1. 参数估计与模型验证 

为验证理论结果并评估干预措施效果，本节进行数值模拟。所有模拟均使用 MATLAB R2024b 完成。

本研究从世界卫生组织获取中国 2010~2023 年结核病的预测数据。对于数据预处理，取药敏染病者与耐

药染病者为 7∶3。死亡率取自中国国家统计局公布的 2009 年末的数据。治愈率，进展率参考文献[7]。运
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用非线性最小二乘法对所构建系统(1)的参数，疾病进展率 sβ ， rβ ，疾病进展率 v，复发率 sw ， rw ，药

敏染病者到耐药染病者的转化率 c进行拟合，拟合结果见图 2 和表 2。 
 

 
Figure 2. Number of fitted and actual cases for drug-sensitive and drug-resistant infections 
图 2. 药敏病例与耐药病例的拟合病例数与实际病例数 
 

关于模型拟合效果，药敏染病者的决定系数 R2为 0.7026，这表明模型对药敏染病者相关数据的解释

能力较好，能够较为准确地反映药敏结核病的流行特征；耐药染病者的 R2为 0.6354，虽然相较于药敏染

病者略低，但也能在一定程度上合理阐释耐药结核病的流行情况：耐药染病者本身的个体差异更大，且

耐药染病者的传播和感染机制更为复杂。 
通过拟合计算，进一步得到药敏结核病与耐药结核病的基本再生数分别为 0 0.4177sR = 和 0 0.8640rR = 。 

 
Table 2. Parameter values 
表 2. 参数取值 

参数 数值 来源 参数 数值 来源 

Λ  15,880,550 文献 sβ  0.5892 拟合 

µ  0.00711 文献 rβ  0.4850 拟合 

d  0.0030 文献 v  8.52 × 10-4 拟合 

sc  0.1299 文献 sw  0.1692 拟合 

rc  0.0493 文献 rw  0.0464 拟合 

r  0.85 文献 c  0.0120 拟合 

3.2. 敏感性分析 

DS-TB 的基本再生数的敏感性分析结果，见图 3。 sβ ，v，r 表现出与 0
sR 较强的相关性，其中 sβ 与

v 呈正相关，r 呈现负相关性；ws、c 与 0
sR 的相关性较小。 
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Figure 3. Sensitivity analysis of 0
sR  and parameters 

图 3. 药敏患者基本再生数与参数的敏感性分析 
 

DR-TB 的基本再生数的敏感性分析结果，见图 4。 rβ ，v 表现出与 0
rR 较强的正相关性；ws，c，r 与

0
sR 的相关性较小。 

 

 

Figure 4. Sensitivity analysis of 0
rR  and parameters 

图 4. 耐药基本再生数与参数敏感性分析 
 

疾病传播系数是影响结核病传播的最敏感参数，在两个模型中均表现出最强的正相关性，应优先关

注降低传播率的干预措施；疾病进展率其次，说明要注重对于潜伏者的监测。 
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3.3. 多干预措施比较 

因单一措施效果并不明显，本节主要讨了两种论多干预措施组合的比较。图 3 和图 4 展示两种情况

下的 DR-TB 发病率趋势。同时改变药敏患者转化为耐药患者的获得率 c 和耐药患者治疗成功率 cr时的效

果见图 5，当 c = 0.01，cr = 0.30 时，可观察到在 2033 年即可达到目标。 
 

 
Figure 5. Number of DR-TB cases under intervention 1 
图 5. 方案 1 干预的 DR-TB 病例数 
 

 
Figure 6. Number of DR-TB cases under intervention 2 
图 6. 方案 2 干预效果的 DR-TB 病例数 
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当 rβ 降到 40%，c = 0.02，cr = 0.20，r 降到 96%，v 降到 65%时的效果，见图 6，可观察到在 2035 年

可达到目标。 

4. 结论 

本研究对 Xu 等(2022)的耐药结核病模型进行了重要的理论拓展。通过将发生率改为双线性形式，我

们分析了模型的动力学性质，严格证明了系统平衡点的稳定性与基本再生数 R0的阈值关系：当 R0 < 1 时，

无病平衡点是全局渐近稳定的；而当 R0 > 1 时，系统存在唯一的地方病平衡点。这一结论从动力学角度

表明，通过有效的干预措施将基本再生数持续控制在 1 以下，理论上可以彻底阻断结核病的传播链，最

终实现消除结核病的目标，从而为公共卫生防控策略的有效性提供了坚实的数理依据。 
数值模拟结果与理论分析高度一致，进一步量化了不同干预措施的效果。我们的模拟结果显示，降

低传播率和加强潜伏染病者干预是目前最有效的防控策略，这与之前的研究结论相互印证。同时，本研

究采用世界卫生组织最新公布的中国结核病预测数据对模型参数进行重新拟合，不仅提高了模型的可靠

性，也增强了模型在不同地区和人群中的外推适用性，为全球范围内的结核病防控策略制定提供了更为

准确的理论工具。耐药染病者的拟合效果略差与药敏染病者，可能的原因是，耐药染病者的传播和感染

机制更为复杂，且耐药染病者进一步可分为耐多药肺结核与广泛耐药肺结核，不同的耐药机制可能导致

结核杆菌对药物的反应不同，影响染病者的病情发展和传播特性。 
尽管如此，本研究仍存在局限性。模型采用确定性仓室模型，未考虑年龄结构、空间异质性以及社

会经济因素等对结核病传播的影响。此外，将理论上的干预强度转化为实际政策时，需综合考虑其操作

难度和成本效益。未来，我们将在以下方面继续研究：一是继续完善数学模型，如引入年龄结构和空间

异质性，考虑随机因素的影响，以更好地反映实际疫情的复杂传播；二是结合健康经济学评价方法，对

不同干预措施进行成本效益分析和优化资源配置研究，为政策制定提供经济学的依据；三是探索将人工

智能等新兴技术与传统动力学模型相结合，提高模型的预测能力和实时评估效果。尽管面临诸多挑战，

但通过严格的理论分析和数值模拟证明，采取以提高治愈率和加强潜伏感染干预为核心的综合性策略，

实现“终结结核病战略”的目标仍然是可行且值得期待的。 
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