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摘  要 

希尔排序是一种基于间隔递减的经典排序算法，其正确性对软件可靠性至关重要。本文采用形式化方法，

借助Frama-C平台及其ACSL规范语言，对希尔排序程序进行源代码级别的正确性验证。验证过程中的主

要难点在于构造嵌套循环的循环不变式，以描述数组的有序性和元素排列性质。通过设计合适的循环不

变式，并借助Alt-Ergo、CVC4、Z3等定理证明器进行验证，最终证明了希尔排序程序的功能正确性与内

存安全性。 
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Abstract 
Shell sort is a classic sorting algorithm based on decreasing intervals. Its correctness is crucial for 
software reliability. This paper uses a formal method and based on the Frama-C platform and its 
ACSL specification language, conducts source code-level correctness verification of the Shell sort 
program. The main difficulty in the verification process lies in constructing the loop invariants of 
nested loops to describe the order of the array and the arrangement properties of elements. By de-
signing appropriate loop invariants and using theorem provers such as Alt-Ergo, CVC4, and Z3 for 
verification, the functional correctness and memory safety of the Shell sort program are ultimately 
proved. 
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1. 引言 

排序是计算机科学中最基础、最常用的算法之一，许多实际应用的核心功能都依赖于高效的排序。

希尔排序作为一种经典的排序算法，在数据处理过程中起到了不可或缺的作用，一旦出错将在软件开发

过程中产生巨大损失，为此，保证希尔排序程序在数据处理过程中的正确性是十分重要的。 

相关工作 

目前，验证程序正确性的方法主要分为两种，分别是测试和形式化方法，测试通过运行程序来检验

程序是否满足规定的要求，在一定程度上能保证程序的正确性，但是不能保证程序没有错误，而形式化

方法通过数学方法严格证明一个程序的正确性，确保程序没有错误[1]。2019 年，de Gouw，Stijn 对 TimSort
算法进行形式化验证[2]，使用定理证明器验证 Java 和 Python 中，发现了一个可导致数组越界的致命错

误，该错误已存在多年而未通过测试被发现。这一案例强有力地证明了形式化验证在发现深层逻辑错误

方面不可替代的价值。 
Danijela Petrović 主要探讨了如何使用形式化方法和程序精化技术，在 Isabelle/HOL 中对选择排序和

堆排序进行验证[3]；Isabela Drămnesc 等人在 2024 年使用 Coq 证明了排序算法[4]，而目前没有文献对希

尔排序进行形式化验证。因此，本文将采用形式化方法去验证希尔排序程序的正确性。 
在验证方法上，已有研究多依赖于交互式定理证明器(如 Isabelle/HOL、Coq)，需要大量的人工引导

和数学推理。本文则采用 Frama-C 平台及其 WP 插件进行自动化演绎验证，通过生成验证条件并交由 SMT
定理证明器(如 Alt-Ergo、CVC4、Z3)自动证明，在保证严谨性的同时，显著提升了验证的自动化程度，

更贴近于对工业级 C 程序进行验证的实践需求。 
希尔排序的核心思想是使数组中任意间隔为 gap 的元素都是有序的，本文明确采用希尔排序的原版

间隔序列(即初始间隔为 n/2，并逐次减半)，最终完成排序。这一选择使得我们的循环不变式能够紧密贴

合算法的实际执行路径，从而能够精确地描述每一轮间隔下数组的状态演变。使用形式化方法去验证希

尔排序程序的正确性难点主要是如何处理嵌套循环，因为对于基本的程序结构，比如赋值语句、if 语句

和顺序语句，Hoare 逻辑给出了生成最弱前置条件的方法，但对于循环语句，并没有通用的规则可以为其

生成最弱前置条件。Hoare 提出使用一个断言构造规则来验证循环程序，将其描述为“在任意一次执行循

环体前后均为真的断言”，该类断言被定义为循环不变式，即在循环体的每次执行前后均为真的谓词[5]。
因此，构造循环不变式是理解、证明希尔排序程序正确性的基础。 

本文选取 Frama-c 平台去验证希尔排序程序的正确性，因为最弱前置条件是 Frama-c 验证平台中 WP
插件的工作原理，WP 插件以最弱前提演算命名，它是一个最弱的前置条件演算，用于为带有 ACSL 注

释的 C 程序生成验证条件[6]。Frama-c 是一个源代码分析平台，旨在对工业规模的 C 程序进行验证。它

为用户提供了一系列插件，用于执行静态分析、演绎验证和测试。通过学习 ACSL 规范语言[7]，描述数

组的排列属性以及有序性，调用 Alt-Ergo、CVC4、Z3 等定理证明器证明构造的循环不变式成立，最终证
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明希尔排序程序的正确性。 

2. 理论基础 

2.1. 最弱前置条件(Weakest Preconditions) 

最弱前置条件演算的原理本质上非常简单，给定程序的代码注释，比如说，语句 P 之后的ϕ 断言，

φ 的最弱前置条件定义为“最简单”的属性φ ，该属性必须在 P 之前有效，使得ϕ 在 P 执行之后仍然有

效。 
定义 1 形如 ( ) ( )Pφ ϕ 的规范称为 Hoare 三元组，公式φ 称为 P 的前置条件，ϕ 称为 P 的后置条件。 
定义 2 如果对满足φ的所有状态，只要 P 实际终止，执行 P 后的结果状态就满足后置条件ϕ ，我们

就说三元组满足部分正确性，此时，关系 ( ) ( )par Pφ ϕ 成立， par 为部分正确性的满足关系。 
定义 3 最弱前置条件是指保证一条语句执行正常结束并满足语句的后置条件的最弱的前提条件。最

弱前置条件是一个谓词公式，通常用 ( ),wp S Q 表示，我们可以通过证明 ( ),P wp S Q⇒ 来证明{ } { }P S Q 。 
例 1 考虑整数局部变量 x 上的简单赋值 1x x= + ： 
在这种简单的情况下，可以通过将ϕ 中的 x 替换为 1x + 来获得ϕ 在 x 上的分配的最弱前置条件，为

{ } { }1 0 1; 0x x x x+ > = + > 。 
定义 4 部分 while 语句 

( ) ( )
( ) { }( )while

B C
B C B

ϕ ϕ

φ ϕ

∧

∧¬
 

ϕ 为循环不变式，表达了在任何执行操作下都保持不变的关系，如果开始时ϕ 为真，且 while 语句终

止，那么结束时ϕ 仍为真，而且因为 while 语句终止，故 B 为假。 

2.2. ACSL 语言 

ACSL 是 ANSI/ISO C Specification Language 的首字母缩写，是一种在 Frama-C 框架中实现的行为接

口规范语言(Behavioral Interface Specification Language, BISL)，旨在指定 C 源代码的行为属性，主要以注

释的形式存在于代码之中[7]。 
1. 核心结构： 
必须以/*@或//@开头，并像 C 语言中一样结束。 
2. 逻辑表达式： 
ACSL 使用逻辑表达式来描述属性，它们类似于 C 语言的布尔表达式，但有一些扩展和关键区别： 
1) 全称量词(forall)：\forall  type v；condition；expression； 
2) 存在量词(exists)：\exists  type v；condition；expression； 
3) 结果(result)：\result 
在函数契约的 ensures 子句中，指代函数的返回值。 
4) 数组逻辑： 
可以使用\valid 等谓词，但直接使用下标(如 a[i])也是常见的。 
3. 函数契约 
函数契约是 ACSL 的核心，它规定了函数的职责和调用者必须满足的条件。它必须放在在函数声明

之前。 
1) requires 子句(前置条件)：requires P； 
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定义了函数被调用时必须满足的条件。 
2) ensures 子句(后置条件)：ensures Q； 
定义了函数在正常返回时必须确保成立的条件。 
3) assigns 子句(分配子句)：assigns S； 
指定了函数可能修改的所有内存位置。 
4. 语句注解 
用于在代码块内部标注中间属性，帮助工具进行推理。 
1) 断言：//@ assert P； 
声明在程序的这一点上，逻辑表达式 P 必须为真。 
2) 循环注解： 
① 循环不变式：//@ loop invariant I； 
这是验证循环正确性的关键。它是一个在每次循环迭代开始时都必须为真的谓词。它通常包含循环

索引的范围和循环已经完成的工作。 
② 循环分配：//@ loop assigns...；指定循环体内修改的变量。 
③ 循环变体：//@ loop variant V；提供一个每次迭代都会严格递减(并下界为 0)的表达式，用于证明

循环会终止。 

3. 验证过程 

希尔排序的核心思想是使数组中任意间隔为 gap 的元素都是有序的，通过逐渐减小这个间隔 gap，最

终完成排序。我们在验证希尔排序程序正确性过程中，从最基本的内存安全性和功能正确性两个方向入

手，功能正确性在本文中特指一段程序执行前后程序状态变化需要满足的性质，即证明希尔排序最终能

产生一个有序的数组，以及确保数组在有效访问范围内，避免发生溢出等错误。 

3.1. 内存安全性 

我们必须保证程序的数组访问是在有效范围内，在 requires 子句中使用\valid(a + (0..n-1))。由于希尔

排序会按较大的间隔进行比较和交换，必须确保所有索引，如 i，j 在任何时候都不会越界。通过循环不

变式定义 i，j，gap 的范围，或者可以在程序后添加断言确保当前索引都在数组边界内。 

3.2. 功能正确性 

这是验证的核心，即证明希尔排序最终确实能产生一个有序的数组。本文将从元素排列属性和升序

验证两个方向验证希尔排序的功能正确性。必须保证数组元素是升序排列的，以及排序后的数组是初始

数组的一个排列，即算法没有创建、删除或篡改元素，只是改变了它们的位置。 
一、元素排列性质 
元素的排列性质保证了数组元素相同，顺序可能不同，定义谓词 
permut{K,L}(int *a, integer n) = 

\forall integer k; 0 <= k < n ==> 
\exists integer p; 0 <= p < n && \at(a[k], K) == \at(a[p], L) && 

\forall integer p; 0 <= p < n ==> 
\exists integer k; 0 <= k < n && \at(a[p], L) == \at(a[k], K); 

表示排序前后数组是彼此排列的关系，即 K 处的数组中的每个元素，都能在 L 处的数组中找到。在
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ensures 子句中写入 permut{Pre,Post}(a,n)；确保结果是输入的一个排列。如果我们想知道在循环过程中数

组是否为排列关系，可以在每层循环过程中添加循环不变式： 
loop invariant permut: permut{Pre,Here}(a, n); 
在验证元素排列性质时还可以定义以下定理辅助排列性质验证： 
lemma permut_refl{L}: 

\forall int *t, integer n; permut{L,L}(t, n); 
lemma permut_sym{K,L}: 

\forall int *t, integer n;  
permut{K,L}(t, 0, n) ==> permut{L,K}(t, n); 

lemma permut_trans{K,L,M}: 
\forall int *t, integer n; 
permut{K,L}(t, n) ==> permut{L,M}(t, n) ==> permut{K,M}(t, n); 

分别表示 permut 的自反性，对称性和传递性。 
二、升序验证 
1、数组递增 
为了保证希尔排序最终呈现排列后是一个有序的数组，定义以下谓词： 
predicate increasing{L}(int * a, integer n) = 

\forall integer k; 0 <= k < n-1 ==> a[k] <= a[k+1]; 
表示数组 a 是递增的(已排序)。 
而希尔排序在循环过程中随着间隔 gap = n/2 逐层递减，内层循环表示数组 a 在当前间隔 gap 下是部

分有序的，于是我们定义谓词： 
predicate gapsort{L}(int * a, integer n, integer gap) = 

gap > 0 && gap <= n && 
\forall integer k; 0 <= k < n-gap ==> a[k] <= a[k+gap]; 

直至 gap 逐渐递减到 1 时，数组 a 最终是递增的，也就是验证后置条件： 
ensures increasing: increasing{Post}(a,n); 
而从部分有序到最终有序，我们可以写一个定理辅助验证我们的想法是否正确： 
lemma gapsort_increasing{L}: 

\forall int * a, integer n; gapsort{L}(a, n, 1) ==> increasing{L}(a, n); 
表示数组 a 在间隔 gap = 1 时最终有序。 
2、寻找循环不变式 
希尔排序外层循环表示以间隔 gap = n/2 逐层递减，中间循环和内层循环为插入排序的过程，要保证

嵌套循环的每层循环不变式都成立，可以先从最内层循环入手，从最内层循环到最外层循环逐层验证。 
希尔排序最内层循环代码如下： 
for (j = i - gap; j >= 0 && a[j] > a[j+gap]; j -= gap) { 

swap(&a[j], &a[j+gap]);} 
最内层循环负责交换 a[j]和 a[j+gap]的顺序，遍历数组 a[0..n-1]，随着中间层循环 i 的递增，数组 a 在

当前 gap 下子序列是有序的，并不只是单纯地 a[j]<a[j+gap]， 
在最内层循环结束后添加断言//@assert j >= 0 ==> a[j] <= a[j+gap]，更加直观地看出循环结束后 a[j]

是否能小于 a[j+gap]。 
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为了表示数组 a 在间隔 gap 下子序列有序，定义谓词： 
predicate subseq_sorted{L}(int * a, integer n, integer gap, integer start) = 
gap > 0 && 0 <= start < gap && start < n && \forall integer k; 
0 <= k && start + k*gap < n-gap ==> a[start+k*gap] <= a[start+k*gap+gap]; 
随着 gap 逐渐减小，数组 a 的子序列都逐渐有序，最终演变成在当前 gap 下部分有序，定义引理： 
lemma subseq_sorted_gapsort{L}: 

\forall int *a, integer n,gap; 
n >= 0 && gap > 0 && \forall integer s; 0 <= s < gap ==> 
subseq_sorted{L}(a, n, gap,s) ==> gapsort{L}(a,n,gap);  

表示对数组 a 的所有起始点 s(0 <= s < gap)的子序列都有序，能推出数组 a 部分有序，这便是每层循

环的循环不变式，用 loop invariant \forall integer s; 0 <= s < gap ==> subseq_sorted{Here}(a, n, gap, s)表示。

由于 Frama-c 平台对这么复杂的定理不能进行证明，下面给出子序列有序和整体 gap 有序之间的蕴涵关

系的详细的数学证明： 
前提条件：假设对于所有起始位置 s(0 <= s < gap)，相应的子序列 a[s], a[s+gap], a[s+2*gap], ...都是有

序的，即满足 subseq_sorted{L}(a, n, gap, s)。 
结论：需要证明整个数组满足 gapsort{L}(a, n, gap)，即对于任意 k(0 <= k < n-gap)，都有 a[k] <= 

a[k+gap]。 
证明过程：对于任意满足 0 <= k < n-gap 的索引 k，令 s = k mod gap，即 s 是 k 除以 gap 的余数。 
由于 0 <= s < gap，根据前提条件，以 s 为起点的子序列是有序的。 
存在整数 m 使得 k = s + m * gap，因为 s 是 k 模 gap 的余数。 
由于 k < n-gap，所以 s + m * gap < n - gap，即 s + m * gap 是子序列中有效的索引。 
根据 subseq_sorted 的定义，对于该子序列中的任意连续元素，有 a[s + m * gap] <= a[s + (m+1) * gap]。 
即 a[k] <= a[k + gap]，这正是 gapsort 所要求的性质。 
3、验证 
在上述代码中调用了 swap 交换函数，所以还需要书写 acsl 注释验证 swap 程序的正确性，即 a[j]和

a[j+gap]是否交换了位置，代码如下： 
/*@ 

requires valid:    \valid(p); 
requires valid:    \valid(q); 
assigns            *p; 
assigns            *q; 
ensures  exchange: *p == \old(*q); 
ensures  exchange: *q == \old(*p); 

*/ 
void swap(int * p, int * q){ 

int tmp = *p; 
*p = *q; 
*q = tmp;} 

内层循环的核心是通过相邻元素的交换操作逐步构建子序列的有序性。具体而言，对于当前间隔 gap
和起始位置 s (其中 0 <= s < gap)，内层循环维护以下关键性质： 
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1) 局部有序性：在每次内层循环迭代中，当发现 a[j] > a[j+gap]时，通过交换操作确保 a[j] <= a[j+gap]
成立。 

2) 传递性：交换操作不仅影响当前位置，还会通过后续的 j -= gap 操作向前传递，使得整个以 s 为
起点的子序列 a[s], a[s+gap], a[s+2*gap], ...逐步达到有序状态。 

3) 不变式保持：内层循环开始时，假设子序列 a[s], a[s+gap], ..., a[i-gap]已经有序；循环体通过交换

操作将 a[i]插入到正确位置，使得子序列扩展到 a[s], a[s+gap], ..., a[i]仍然保持有序。 
本文使用 Frama-c 平台中的 wp 插件对上述书写的代码进行验证，调用 CVC4，Alt-ergo，z3 这三个

定理证明器辅助内置插件 Qed 进行验证，在终端中输入代码 frama-c -wp -wp-prover cvc4,z3,alt-ergo shell-
sort.c swap.c，所有验证条件均被成功证明，表明希尔排序程序完全符合其形式化规范，具有内存安全性

和功能正确性。 

4. 结论 

本文基于形式化验证方法，借助 Frama-C 平台及其 ACSL 规范语言，对希尔排序程序进行了严格的

功能正确性与内存安全性验证。通过构造适用于嵌套循环的循环不变式，成功描述了数组在递减间隔下

的部分有序性和元素排列性质，并使用 Alt-Ergo、CVC4、Z3 等定理证明器完成了验证条件的自动证明。

实验结果表明，所设计的循环不变式能够有效支撑希尔排序程序的正确性验证，验证过程充分体现了形

式化方法在保证程序可靠性方面的优势。 
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