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摘  要 

本文聚焦一类具有退化主部与低可积性 L1 源项的非强制各向异性拟线性椭圆方程，探究其解的存在性及

特定Sobolev空间的正则性。研究区域为 ( )NR N 3≥ 中的有界C1,1 区域，方程主部含退化因子，衰减率

r p0 1< < − ，且非线性项在零点附近和无穷远处表现为不同的奇异行为。通过构建“近似正则化–先验

估计–弱收敛过渡”分析框架，利用截断测试函数、Hölder不等式及Sobolev嵌入定理，得到方程在特

定Sobolev空间存在非负分布解。 
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Abstract 
This paper focuses on a class of non-coercive anisotropic quasilinear elliptic equations with degener-
ate principal parts and low-integrability L1  source terms, investigating the existence of their so-
lutions and the regularity in specific Sobolev spaces. The research domain is a bounded C1,1  domain 
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in ( )NR N 3≥ . The principal part of the equation contains a degenerate factor with a decay rate 
satisfying r p0 1< < − , and the nonlinear terms exhibit distinct singular behaviors near zero and 
at infinity. By constructing an analytical framework of “approximate regularization-a priori esti-
mates-weak convergence transition” and utilizing truncated test functions, Hölder’s inequality, and 
Sobolev embedding theorems, it is shown that there exist non-trivial distributional solutions to the 
equation in specific Sobolev spaces. 
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1. 引言及预备知识 

各项异性退化椭圆问题是数学物理中的重要基础性课题，在很多领域中都有广泛应用，研究成果可

服务于工程设计、物理模拟等场景。例如，利用各向异性拟线性扩散项刻画非均匀介质输运行为：如磁

约束聚变中带电粒子的强各向异性输运、复合材料的非均匀扩散，其拟线性特征还可适配非牛顿流体流

动建模，突破线性扩散局限。退化强制性项对应介质特性突变或临界状态：如多孔介质渗流中孔隙率趋

近零时的流体传导能力衰减、材料应力接近屈服极限时的力学响应突变，是描述此类临界行为的关键数

学工具。而奇异项反映了多因素耦合的强非线性激励，如金融期权定价中资产价格跳跃与流动性瞬时变

化的耦合、电磁场中点电荷与线电流的双重奇异场源，也适用于化工反应中两种反应物的局部剧烈反应

建模。许多学者都这此类问题展开了研究[1]-[10]。其中，Alvino 在文献[8]聚焦的单指数退化且基于各向

同性而无法推广至各向异性场景的椭圆方程；Huang 和 Hajaiej [11]研究的混合局部与非局部椭圆方程，

重点关注右侧奇异函数 ( )h u ，但未结合各向异性与退化强制性等多特征耦合；文献[14]探讨的带奇异非

线性项的各向异性退化椭圆方程，虽涉及各向异性与奇异项，却只讨论了 0 1γ< < 的情况。 
本文在三个重点文献的基础上聚焦如下具有退化结构的非强制各向异性拟线性椭圆方程，探究其非

负分布解的存在性与正则性 

 ( )
( )

2

1 , ,
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0, ,

ip
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ri

D u D u
D h u f x
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∑  (1) 

其中，Ω 是 ( )3NR N > 中的有界开集，退化项的衰减率 0 1r p< < − ， 1f L∈ 是一个非负函数。本文中，

定义 i
i

uD u
x
∂

=
∂

。对于 1, ,i N=  ，指数 ip 满足 1 22 Np p p≤ ≤ ≤ ≤ ，并且 2 p N≤ < ，其中 p 定义为 ip 的

调和平均值，表示为 1

1 1 1
i

i

N

p N p=
= ∑ 。在 R R+ +→ 上，奇异项 h 连续且在原点外有限，它在零点附近和无

穷远处满足以下增长条件[11]。 

存在 1 1 10, 0, 0K Tγ ≥ > > ，使得 ( )
1

1
γ

Kh ω
ω

≤ ，若 1Tω ≤ ，存在 2 1 10, 0, 0K Tγ ≥ > > ，使得 ( )
1

1Kh γω
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≤ ，
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若 2Tω ≥ ，其中 1 20 T T< < 。 

我们定义算子 ( )
( )

2

1 1

i
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p
i i

i ri

D u D u
A u D
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−

=
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∑ 。由于该算子依赖于项
2ip

iD u −
以及退化因子 ( )1

r
u

−
+ ， 

所以失去了强制性质，无法应用这类椭圆问题解的经典存在性定理。此外，方程右侧奇异项 ( )h u f 的存

在引入了额外的复杂性。方程(1)的解的存在性和正则性受到这些特征的影响，要求结合退化和奇异偏微

分方程的分析方法，以获得有意义的解的存在性和正则性结果。 
对比已有研究，本文具有以下特点：首先，考虑“退化主部 + 各向异性扩散 + 奇异源项”的多特

征耦合模型，更贴合实际物理场景。其次，在近似正则化阶段，通过截断函数替换退化因子，消除退化 

性与奇异性，又通过
( )

1
1 rn+

保证近似算子 nA 的强制有界性，解决非强制算子无法直接应用变分法的核 

心难题。此外，在先验估计阶段，引入“截断梯度范数估计”，通过截断函数控制不同区域的梯度范数，

结合各向异性 Sobolev 嵌入定理，得到了“退化因子、奇异源项、数据可和性”三者相互作用对解存在性

与正则性的影响，完善了退化椭圆方程理论中多因素相互作用的研究体系。 

在本文中，首先，明确强制性的定义，经典拟线性椭圆算子 ( ) ( )2div pA u Du Du−= − 满足强制性条件：

存在 0C > 使得 ( ) ( ) ( )1,
0

, p
p
WA u A v u v C u v

Ω
− − ≥ − 。其次，定义各向异性索伯列夫空间的定义[12]： 

( ) ( ) ( ){ }1, 1,1 : , 1, ,i ip p
iW v W D v L i NΩ = ∈ Ω ∈ Ω =  ， 

( ) ( ) ( ){ }1, 1,1
0 0 : , 1, ,i ip p

iW v W D v L i NΩ = ∈ Ω ∈ Ω =  ， 

( )1,
0

ipW Ω 的对偶空间记为 ( )1, ipW ′− Ω ，其中 ip′是 ip 的共轭指数，所有的 1, ,i N=  满足
1 1 1

i ip p
+ =

′
。 

定义 1.1 设 0k > ，定义截断函数[13] ( )
, ,

,
,

k

k s k
T s s k s k

k s k

− ≤ −= − ≤ ≤
 ≥

且 ( ) ( )k kG s s T s= − 。 

引理 1.2 令 ( )1,
0

ipv W∈ Ω ，那么存在一个正常数C 使得[14] ( ) ( )1,
0 1p pi iiiW L

nv C D v
=Ω Ω

≤ ∑ 。 

引理 1.3 对于 ( )1,
0

ipv W∈ Ω 和 p N< ，存在一个依赖于Ω 的正常数C 使得 

( ) ( )

1
*

1
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≤ ∑   

其中 * Npp
N p

=
−

， 1

1 1 1  N
i

ip N p=
= ∑ 。 

2. 主要结论及证明 

定义 ( ) 0n nf T f= > 。那么序列 nf 在 ( )1L Ω 收敛到 0f > ，并且满足对于每个 1n ≥ ，都有 nf n≤ 和

nf f≤ 。我们构建如下的非退化且非奇异的近似方程 
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定理 2.1 (存在性)假设 10 1γ< < ，那么方程(2)有一个非负分布解 nu 满足 
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根据 Hölder 不等式，对于任意ν ，有 
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因此，算子 nA 是从 ( )1,
0

ipW Ω 到其对偶空间 ( )1, ipW ′− Ω 的强制有界算子。 
由此可知，方程(1)存在分布解 ( ) ( )1,

0
ip

nu W L∞∈ Ω ∩ Ω 。 

根据 { }max ,0n nu u− = − ，为了证明方程的非负性，取 nuϕ −= − 作为方程(1)的测试函数，那么可得出

( ) { }max ,0i n i nD u D u− −− = − ，由此方程(1)表示为 
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同理，由 ( ) 0n n nh u f ≥ ，且 0nu−− ≤ ，可知 ( ) ( )d 0n n n nh u f u x−

Ω
− ≤∫ 。 

那么，可得 0i nD u− = ，在Ω 中 0nu− = ，因此 0nu ≥ 几乎处处成立，即方程(2)存在非负分布解。 
在证明定理 2.2 前，我们假设[14] 10 1γ< < ，令 nu 是方程的一个解，则对任意 0k > ，存在常数 0C >

其值取决于 1 2 1 2, , , ,k K K γ γ 及 N 使得 ( ) ( )1,
0

pik n W
T u C

Ω
≤ 。 

定理 2.2 (正则性)假设 10 1γ< < ， 2 0γ ≥ 且 ( )1f L∈ Ω 是非负函数。令 nu 是方程(2)的解，则存在正常

数C ，其值依赖于 ( )1 1 2, ,, LN f γ γ
Ω 以及 r ，使得 

( )1,
0

in Wu Cη Ω
≤ ， 
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其中，
( )
( )i i

N p r
p

p N r
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−
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证明 由定义 1.1 知 ( ) ( )k n n k nG u u T u= − ，取 1k = 知 ( ) ( ) { }1 1 max 1,0n n n nG u u T u u= − = − 。 
取 ( )1 nG uϕ = 作为方程(2)的一个测试函数，可得 
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于是 
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此外，根据 ( ){ }1 n n
T u 在 ( )1,

0
ipW Ω 中有界。因为 i ipη ≤ ，故 ( ){ }1 n n
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0
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在证明若收敛性前，假设 nu u 在 ( )1,
0

iW η Ω 中弱收敛，且在Ω 中几乎处处收敛。 ( ) ( )k n kT u T u 在

( )1,
0

ipW Ω 中弱收敛，且在Ω 中几乎处处收敛。 

定理 2.3 (弱收敛)设{ }n n
u 是方程(3)的解序列，则存在{ }n n

u 的子序列及函数 ( )1,
0

iu W η∈ Ω 使得 

.i n iD u D u→  

证明 定义集合 ( ){ },n kX u T u g u k= − ≤ ≤ ，取测试函数[12] ( )( )g n kT u T uϕ = − 代入方程(3)。可得 

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
2

1 d d
1

.
ip

i n i n i g n k
n n g n k

n

N
ri

n

D u D u D T u T u
x h u fT u T u x

T uΩ

−

= Ω

 −  = −
+

∑ ∫ ∫  

由此得 

( )( )
( )( )

( )
2

1 d d .
1

ip
i n i n i gN n k

X n nri X
n n

D u D u D T u T u
x h u fg x Cg

T u

−

=

 −  ≤ ≤
+

∫∑ ∫  

当 2ip ≤ 时，利用经典不等式 ( )( )2 2i i ip p pCξ ξ η η ξ η ξ η− −− − ≤ − ， 1, ,i N∀ =  ，可推得 

( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

22

1 1

2

1

d d
1 1

d .
1

iii

i

ppp
N N i n i n i k i k i g n ki n k

r rX X
i in n n

p
N i k i k i g n k

rX
i n n

D u D u D T u D T u D T u T uD u T u
x C x

u T u

D T u D T u D T u T u
Cg C x

T u

−−

= =

−

=

 − −−  
≤

+ +

 − ≤ −
+

∑ ∑∫ ∫

∑∫

 

令 n →∞后可得
( )( )

( )1limsup d
1

ip

i n k

ri
n

N

X
n

D u T u
x Cg

u=
→∞

−
≤

+
∑ ∫ 。由 ( )n k nu T u g− ≤ 及 u k≤ ，可知 

( )n ku T u g k g≤ + ≤ + ，故 ( ) ( )1 1r r
nu k g+ ≤ + + 。因此可得 

( )( ) ( ) ( )1 .limsup d 1 1ip r r
i n k ni

N

Xn
D u T u x Cg u Cg k g

=
→∞

− ≤ + ≤ + +∑ ∫  
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根据定理 2.2，序列{ }n n
u 在 ( )1,

0
iW η Ω 上一致有界，对任意 1, ,i N=  ，取 ( )1,i iδ η∈ ，则 

( ) ( ){ } ( ){ }

( ){ }

,

,

d d d

d .

i i i

n n

i

n

i n i n i nu u g u k u u g

i nu u g u k

D u u x D u u x D u u x

D u u x

δ δ δ

δ

− ≤ ≤ − >

≤ >

Ω

−

− ≤ − + −

+ −

∫ ∫ ∫

∫
 

应用 Hölder 不等式及{ } ( )1,
0

i
n n

u W η∈ Ω 的一致有界性，可得 

( ) ( ){ }( )
{ }

{ }

1
1

,

1

1

d d

meas

meas , .

i
ii i i
i

n

i

i

i

i

p p
pi n i nu u g u k

n

n

D u u x D u u x

C u u g

C u u g u k

δ
δδ

δ
η

δ
η

−
−

− ≤ ≤

−

−

Ω
− ≤ − Ω

 + − > 

 + − ≤ > 

∫ ∫

 

因此可得 

( ) { } 1

0
limsup limsup d meas .

i
i

ii n
g n

D u u x C u k
δ

δ
η

−

→∞ Ω→
 − ≤ > ∫  

令 k → +∞，由于 { }meas 0u k> → ，故 ( ) 0i
i nD u u

δ

Ω
− →∫ 。 

由此可知， i nD u 几乎处处收敛于 iD u ，定理得证。 
至此，通过构建“近似正则化–先验估计–弱收敛过渡”的分析框架，结合截断测试函数、Hölder 不

等式、各向异性 Sobolev 嵌入定理及变分法思想，成功实现了对具有退化主部与低可积性 1 L 源项的非强

制各向异性拟线性椭圆方程解的存在性和正则性证明。未来可尝试扩展方程结构，可针对更精细的函数

空间展开研究，为解的正则性提供更全面的研究，进一步丰富非强制各向异性椭圆方程的研究范畴。 
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