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摘  要 

本文在概述Wardrop经典交通均衡原理及均衡流存在性基础判定方法的基础上，重点研究具弧容量约束

场景下交通均衡流的存在性问题。通过将具弧容量约束的均衡条件转化为变分不等式问题，结合Fan-
Browder不动点定理与紧凸集拓扑性质，证明了具弧容量约束交通均流存在性原理。 
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Abstract 
Based on an overview of Wardrop’s classic traffic equilibrium principle and the basic determination 
methods for the existence of equilibrium flow, this paper focuses on studying the existence problem 
of traffic equilibrium flow under the scenario with arc capacity constraints. By transforming the 
equilibrium conditions with arc capacity constraints into a variational inequality problem, and 
combining the Fan-Browder fixed point theorem with the topological properties of compact convex 
sets, the existence principle of traffic equilibrium flow with arc capacity constraints is proved.  
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1. 引言 

近年来，随着城市机动车保有量的持续攀升，道路交通拥堵问题日益加剧，不仅严重影响城市运行

效率，更显著增加了驾车人的出行时间与经济成本。在此背景下，构建适配城市路网特征的数学模型，

成为科学缓解拥堵、优化流量分配的关键。然而，经典的 Wardrop 交通均衡模型源于高速公路场景，其

核心设计未充分考虑城市道路的复杂约束，在解决城市拥堵问题时存在明显局限性——该模型侧重单一

路径流量分配，未纳入路段(弧)通行容量与多路径关联特性，难以精准刻画城市路网中“路段饱和–路径

连锁拥堵”的实际规律。为此，林志等人针对这一局限展开改进研究，通过在模型中明确引入“路径–弧”

关联结构与弧容量约束条件，成功将经典 Wardrop 模型推广至具弧容量约束的交通均衡领域，为城市交

通拥堵的量化分析与解决方案设计提供了更贴合实际的理论工具。 
为解决交通均衡流的存在性问题，学者们借助变分不等式与不动点定理，先将 Wardrop 均衡条件转

化为变分不等式，再通过不动点定理证明该不等式有解，以此奠定存在性判定的理论基础。本文结合具

弧容量约束模型，基于上述方法分析了均衡流存在的条件。 

2. 具弧容量约束交通均衡问题 

具弧容量约束交通均衡问题适配性广泛，即涵盖交通均衡的核心理论属性，又可直接服务于路段容

量管控、拥堵治理等实际需求，具备典型性及实际研究价值。 

2.1. 具弧容量约束交通网络介绍 

在交通网络中，核心要素如下：V 为节点集合， E 为有向弧的集合，W 为OD 点对(起点/终点)集合

，对任何 Wω∈ ，Pω 为OD 点对ω 的路径集合，记 WK Pω ω∈= ∪ ，m k= 。 ( ) w
D dω ω∈
= 为需求向量，其中

( )0dω > 为OD 点对ω 的交通需求量，对任何弧 E∂∈ ， { }: 0x R z R z+
∂ ∈ = ∈ ≥ 为弧上流量。对任何 Wω∈

，k Pω∈ ，用 ( )0kx ≥ 表示第 k 条路径上的交通流量，程 ( ) m
kx x R+= ∈ 为路径流，简称流。易知，对弧 E∂∈

， k kW k Px x
ωω δ∂ ∂∈ ∈

=∑ ∑ ，当弧 ∂属于路径 k 时， k 1δ∂ = ，当弧 ∂不属于路径 k 时， k 0δ∂ = 。用 ( ) E
C c∂ ∂∈
=

表示容量向量，其中 ( )0C∂ > 表示弧 ∂上交通流的容量。 
对任意弧 E∂∈ ，其流量需满足容量约束 0 x c∂ ∂≤ ≤  ( c∂ 为弧 ∂的最大通行容量)；同时，对任意OD

点对 Wω∈ ，路径流 x 需满足需求约束 kk P x d
ω ω∈

=∑  ( dω 为OD 点对ω 的出行需求量)，我们将同时满足

这两类约束的路径流 x 称为可行路径流(简称可行流)。 
可行流集合用 { }m : , , 0kk PA x R W x d E c x

ω ωω+ ∂ ∂∈
= ∈ ∀ ∈ = ∀∂∈ ≥ ≥∑ 且 表示。在本文中，对任何 Wω∈

，假设交通需求 dω 是不变的，并且 A ϕ≠ 。易知，集合 A 是一个紧凸集。对 E∂∈ ，用 ( ) ( )t t x t x R+
∂ ∂ ∂ ∂= = ∈

表示弧 ∂ 上的成本，对任何 Wω∈ ， k Pω∈ ，假定路径 k 上的成本 kt 是路径上所有弧的成本之和，即

( ) ( )k kEt x t xδ∂ ∂∂∈
= ∑ 。交通网络一般表示为 { }, , , ,V E W D Cℵ= 。 

2.2. 交通均衡原则及 Fan-Browder 不动点定理 

出行者在选择出行方案时，往往同时兼顾“耗时短、成本低、舒适度高”等多重目标，呈现明显的

多目标决策特征；而城市路网由多段有容量限制的路段(弧)组成，叠加城市规模不断扩张的影响，交通拥

堵问题愈发突出。基于此，为有效治理城市交通拥堵，需将经典交通均衡原则拓展至具弧容量约束的多
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目标交通均衡领域。 
定义2.2.1 (Wardrop交通均衡原则) [1]：可行流 x A∈ 被称为均衡流，只要满足 

( ) ( ),  , , 0 0k j kW k j P t x t x xωω∀ ∈ ∀ ∈ − > ⇒ =  

均衡流 x 被称为交通均衡问题的一个解。 
定义2.2.2 [2]：对可行流 x A∈ ， E∂∈ ， 
1) 如果 x c∂ ∂= ，则 ∂是 x 的一条饱和弧，否则， ∂是 x 的一条非饱和弧； 
2) 对OD 点对 Wω∈ ，路径 k Pω∈ ，如 x 的一条饱和弧属于路径 k ，则路径 k 称为 x 的一条饱和路径，

否 则称路径 k 为 x 的一条非饱和路径。 
受限于经典交通均衡模型在“未考虑弧容量约束”与“单目标优化”的双重局限，林志等人通过深

化路径与弧的关联分析，补充多目标优化维度(兼顾出行时间、经济成本与出行舒适度)，成功将经典模型

推广至能适配复杂城市路网的具弧容量约束多目标交通均衡模型。 
定义2.2.3 (具弧容量约束交通均衡原则) [3]：流 x A∈ 被称为具弧容量约束的交通均衡流，只要满足

如下条件： 

 ( ) ( ),  , , int r
k jW k j P t x t x Rωω +∀ ∈ ∀ ∈ − ∈  (1) 

或者 j 是流 x 的一条饱和路径。 
把流 x 也称为具弧容量约束的交通均衡问题的解。 
一般情况下用 { }, ,A TΓ = ℵ 表示具弧容量约束的交通均衡问题的解。 
不动点定理为“带约束的多目标优化问题”解的存在性提供理论依据，在交通领域，它解决了“多

目标具弧容量约束均衡流是否存在”的核心问题。 
下面的引理是Fan-Browder不动点定理的等价形式。 
引理2.2.1 [4]-[6]： K 是Hausdorff拓扑向量空间 X 的非空紧凸子集，假设 { }: 2kH K → Φ 是满足下

列条件的集值映射： 
1) 对任何 x k∈ ， ( )H x 是凸的； 
2) 对任何 x k∈ ， ( )x H x∉ ； 
3) 对任何 y k∈ ， ( ) ( ){ }1 :H y x k y H x− = ∈ ∈ 是开集。 
则存在 x K∈ 使得 ( )H x = Φ。 

3. 主要结果 

变分不等式是研究交通均衡流存在性的核心数学工具。它的核心作用是将交通均衡的“行为准则”

转化为严格的数学条件，进而通过存在性理论，证明交通均衡流的存在性。 
定理3.1：在可行流集合中，寻找满足 x A∈ 的流量向量 x ；若该 x 是下述变分不等式问题的解，即对

任意 y A∈ ，均有 ( ) , int rT x y x R y A+− ∉− ∀ ∈， 则称可行流 x A∈ 为具弧容量约束的多目标交通均衡流。 
证明：假设 x A∈ 是上述变分不等式问题的解，那么对 

 ( ) ( ),  , ,  int r
k jW k j P T x T x Rωω +∀ ∈ ∀ ∈ − ∈  (2) 

现需证明：如果 j 是一条非饱和路径， 0kx = 。记 { }:jP E j= ∂∈ ∂弧 属于路径 。 
用反证法，如果 0kx ≠ ，那么 0kx > ，则： ( ){ }min min , 0kc x x∂ ∂∆ = − > 令 

 ( )
, ,

,
,

l

l k

j

x l k j
y y x l k

x l j

 ≠
= = − ∆ =
 + ∆ =

 (3) 
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显然对 y A∈ ，于是 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) int r
l l l k k k j j j j kW l PT x y x y x T x y x T x y x T x T x T x R

ωω +∈ ∈
− = − = − + − = ∆ − ∈−∑ ∑ ， 

矛盾，证毕。 
针对具有弧容量约束的多目标交通均衡流问题，我们可得到如下关于其均衡流存在性的结论。 
定理3.2：对于具有弧容量约束的多目标交通均衡问题 { }, ,A TΓ = ℵ ，若满足以下条件：对任意起始点

对 Wω∈ ，任意路径 l Pω∈ (其中 Pω 表示连接起始点对ω 的所有路径集合)，向量值函数 ( )T x 在可行流集

合 A 上连续，则该均衡问题Γ存在解。 
证明：构造一个变分不等式，找 x A∈ 使得 

 ( ) , int , .rT x y x R y A+− ∉− ∈  (4) 

由定理 3.1，需证明上述变分不等式问题存在一个解。 
定义集值映射 

 { } ( ) ( ){ }: 2 , : , int .A rH A H x y A T x y x RΦ
+→ = ∈ − ∈−  (5) 

证明： 
1) ( ) [ ]1 2, , 0,1y y H x λ∀ ∈ ∈ ，因 A 凸，故 ( )1 21y y Aλ λ+ − ∈ ，并且有 

( ) ( ){ } ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 21 1 int rT x y y x T x y x T x y x Rλ λ λ λ + + − − = − + − − ∈−   

得 ( ) ( )1 21y y H xλ λ+ − ∈ ，即 ( )H x 为凸，显然 ( )x H x∉ 。 
2) 对 ( )y H x∈ ，有 ( ) , int ,rT x y x R y A+− ∉− ∈ ，故存在 0ε > ，使 

 ( ) , int .rT x y x Rε +− + ⊂ −  (6) 

因对任何 E∂∈ ， ( )t ⋅ 是在 A 上连续，那么 ( )H ⋅ 在 A 上连续，因此 ( ) ,T x y x− 在 A 上连续，于是，

存在 x 的领域 ( )u x ，满足 ( )x u x′∈ 时，有 

( ) ( ), , int .rT x y x T x y x Rε +′ ′− ∈ − + ⊂ −  

即 

 ( ) ( ) ( ){ }1 : , int ru x H x x A T x y x R−
+⊂ = ∈ − ∈−  (7) 

说明 ( )1H y− 是开集。 
由引理2.2.1，存在 x A∈ ，使得 ( )H x = Φ。即Γ存在一个解。 
证毕。 

4. 小结 

在具弧容量约束交通均衡流的存在性分析中，首先将交通均衡的行为准则转化为对应的变分不等式，

再通过验证可行流集合的基本特性与出行成本函数的连续性，依托变分不等式解的存在性定理，证明了

具弧容量约束交通均衡流的存在性，同时也为实现交通网络的优化提供了关键支撑，确保了相关应用的

合理性与可行性。 
本文的具弧容量约束交通均衡流的存在性研究，相比以往研究的核心优越性在于：突破了经典模型

“无容量约束”的理想假设，将现实交通中路段的物理容量限制纳入可行流集合，使存在性结论更贴合

实际网络场景；同时拓展了理论适用范围，能兼容多目标成本函数(如时间、费用)与多类现实约束，且无
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需依赖“成本函数严格凸”等强假设，仅通过变分不等式与Fan-Browder不动点定理即可证明存在性，普

适性更强；此外，其结论还为均衡流数值计算提供了关键前提，确保计算结果既满足容量限制又具备现

实可行性，有效衔接了理论研究与实际交通规划应用，填补了“理想模型”与“落地实践”间的断层。 
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