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摘  要 

本文通过加权邻接矩阵求解出完全图的加权Estrada指数，并给出了完全二部图删去一个匹配后所得图

的加权Estrada指数。同时结合Sherman-Morrison公式与矩阵行列式引理得到了星图的Seidel谱，还分

别计算出了完全二部图和双团图所对应的距离拉普拉斯特征值与距离无符号拉普拉斯特征值。 
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Abstract 
This paper computes the weighted Estrada index of complete graphs using the weighted adjacency 
matrix and provides the weighted Estrada index of graphs obtained by removing a matching from 
complete bipartite graphs. Additionally, by combining the Sherman-Morrison formula and the ma-
trix determinant lemma, the Seidel spectrum of star graphs is derived. The distance Laplacian ei-
genvalues and the distance signless Laplacian eigenvalues of complete bipartite graphs and double 
clique graphs are also calculated, respectively.  
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1. 引言 

图谱理论是图论的一个重要分支，在多个领域当中展现出了深刻的理论价值与实践意义，图谱理论

通过图的矩阵表示(如邻接矩阵、拉普拉斯矩阵、Seidel 矩阵等)将图的结构性质与矩阵的代数性质建立联

系，这种关系为图论中的问题提供了代数工具，同时也为线性代数中的一些问题赋予了几何意义。 
拓扑指数也称为图不变量，是从分子图的拓扑结构中计算出的一个数值，拓扑指数可以将一个复杂

的图形结构转化为一个或多个数字，常见的拓扑指数有第一 Zagreb 指数、GA 指数、Harmonic 指数等，

在 2000 年，Ernesto Estrada 提出了一个新的指数：Estrada 指数[1]，Estrada 指数的定义为图邻接矩阵所有

特征值的指数之和，用符号表示为 ( ) 1
e in

i
EE G λ

=
= ∑ ，其中 1 2, , , nλ λ λ 是图 G 的邻接矩阵 A 的特征值，

Estrada 指数在多个领域有广泛应用，例如，在 2024 年，范益政[2]等人将研究聚焦在了一类非线性超图–

太阳花型图的 Estrada 指数上，得出了在所有给定边数的所有太阳花型超图中，Estrada 指数取得最大值

的超图是唯一存在的。在 2013 年，徐薇薇[3]运用谱半径和 Estrada 指数之间的关系，得出了三类图(单圈

图、双圈图、三圈图)中有关 Estrada 指数相关的结论。在 2018 年，Gutman 首次提出了加权邻接矩阵[4]
的概念，在分子图理论中，图形或拓扑指标用于表式分子图的结构特性，在图谱理论中，关于矩阵的研

究成果颇丰。由于矩阵与分子图结构密切相关，因此用矩阵表示图能保留比单一数值更丰富的结构信息，

图 G 的加权邻接矩阵记为 ( )fA G ， ( ),f x y 表示边权值，则加权邻接矩阵的 ij 项定义为 

( )
( ) ( )

( )
,     

: .
0                 

i j i j
f

i j

f d d v v E G
A G

v v E G

 ∈= 
∉

 

其中 id 是顶点 iv 的度， jd 是顶点 jv 的度，也就是说，对于任何图形或拓扑指标，我们都可以通过该指标

的边权重函数 ( ),f x y 来定义对应的边权重图的加权邻接矩阵。将加权邻接矩阵和 Estrada 指数联系起来

可以得到加权 Estrada 指数为 ( ) 1
e in

f i
EE G ρ

=
= ∑ ，其中 1 2, , , nρ ρ ρ 表示加权邻接矩阵的特征值。 

设图 G 是一个具有 n 个顶点的简单图(无自环和重边)，图的 Seidel 矩阵用 ( )*A G 来表示，且 

( )* 2A G J I A= − − ，其中 A 是图 G 的邻接矩阵，I 是单位矩阵，J 是全 1 矩阵，图 G 的 Seidel 矩阵是一

个 ( )0, 1,1− 方阵，与传统的邻接矩阵和拉普拉斯矩阵相比，Seidel 矩阵具有独特的优势，特别是在处理补

图、强正则图等相关的图论问题时，比传统的邻接矩阵更简洁有效。称 *I Aλ − 为图 G 的 Seidel 特征多

项式，记为 ( )S G ，同时记图 G 的 Seidel 谱为 ( ) { }* * *
1 2Spec , , , nG λ λ λ=  。 

距离拉普拉斯矩阵和距离无符号拉普拉斯矩阵[5]的定义基于传递度对角矩阵 ( )( )Tr G 和距离矩阵

( )D G ， ( )( )Tr G 是一个对角矩阵，其对角线上的元素 ( )itr v 定义为顶点 iv 到图 G 中其他所有顶点的距离 
之和，即 ( ) ( ), ,

j
i i j

v V
tr v d v v

∈

= ∑ 距离矩阵中的 ij 项是指任意两个顶点 ,i jv v 之间的距离，这两类矩阵分别用 

符号 lD 和 QD 表示，且 ( )( ) ( )( ),  ,l QD Tr G D D Tr G D= − = + 用 l
i∂ 表示 lD 的特征值， q

i∂ 表示 QD 的特征值。

文献[5]指出，这两类矩阵是图谱理论中的强大工具，它们包含了全局的、基于距离的信息，因此描述图

结构的能力优于传统矩阵，通过研究它们的谱，能够更深入地了解图的结构特征。 
在图论中，图能量占据重要地位，它可以将复杂的图结构与简洁的数值联系起来，而拉普拉斯能量

则是图论中及其应用领域的研究重点，若用 iµ 表示图的拉普拉斯特征值，那么图的拉普拉斯能量可以记 
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为 ( ) 1

2n
ii

mLE G
n

µ
=

= −∑ ，其中m 表示边数， n 表示顶点数。若用 ( )t G  [6]表示图 G 的平均传递度，即

( ) ( )1

1 n
iit G Tr v

n =
= ∑ ， ( )DLE G 表示图 G 的距离拉普拉斯能量，则 ( ) ( )1

n l
iiDLE G t G

=
= ∂ −∑ 。距离拉普拉 

斯能量是一个深刻且强大的数学工具，它通过谱理论将图的局部性质与全局性质相联系，在多个学科领

域都具有重要的研究意义。 
Seidel 矩阵、加权邻接矩阵以及距离矩阵均为用于刻画图结构的方阵，且通常情形下皆为对称矩阵。

因此，本文围绕这几类特定的图谱问题开展研究，计算得出了几类具有强结构对称性的经典图(星图、完

全二部图、双团图、完全图)的相关 Seidel 谱、距离谱以及加权 Estrada 指数的相关特性。 

2. 基本知识 

引理 2.1. Sherman-Morrison 公式[7]： 
如果 TA D uv= ± ，则 A 的逆矩阵为 

1 T 1
1 1

T 1 .
1
D uv DA D

v D u

− −
− −

−=
±

  

其中 ,u v 是 1n× 的列向量。 
引理 2.2. 矩阵行列式引理[8]： 
设 A 是一个 n n× 阶的可逆矩阵， ,u v 是 1n× 的列向量，则： ( )T T 11A uv A v A u−+ = + 。 
引理 2.3. [9]： 
设 M 是一个 p p× 维的可逆矩阵、N 是一个 p q× 维的矩阵、P 是一个 q p× 维的矩阵、Q 是一个 q q×

维的可逆矩阵，则 1 1M N
M Q PM N Q M NQ P

P Q
− −= − = − 。 

3. 主要定理 

定理 3.1：星图 nS 的 Seidel 谱为 ( )*
1 1, 1nλ = − − 重 ， *

2 1nλ = − 。 

nS 的邻接矩阵表示为 ( ) 1 1

1 1 1 1

0
0

n

n n n

J
A G

J
× −

− × − × −

 
=  
 

 

则 ( ) ( )*

0 1 1 1
1 0 1 1

2 1 1 0 1

1 1 1 0

A G J I A G

− − − 
 − 
 = − − = −
 
 
 − 







   



 

即 ( )*

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1

I A G

λ
λ

λ λ

λ

− −
− = − −

− −







   



 

令 [ ] [ ] T

1 1
1 1

, 1,1, ,1 , , ,

1 1

M N P N Q

λ
λ

λ

λ

− − 
 − − = = = =
 
 
− − 







  


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运用引理 2.3 可得 ( )* 1 ,I A G Q M NQ Pλ −− = −  
首先，将矩阵 Q 表示为 ( ) T1Q I uvλ= + − ，其中，I 是单位矩阵， u 是全 1 的列向量。 
根据引理 2.1，如果 TQ D uv= − ，那么 

1 T 1
1 1

T 1 ,
1
D uv DQ D

v D u

− −
− −

−= −
−

 

这里 ( )1D Iλ= + ，再将各项代入可得
( )( )

1
1 1

1 1
1 1 2n nQ I J

nλ λ λ
−

− −= +
+ + + −

。 

再根据引理 2.2 可得， 

( )( ) ( ) ( )( )( )1T T1 1 1 1 ,Q I uv I u I vλ λ λ
−

= + + = + + +  

令 ( )1A Iλ= + ， u 是每一行元素为−1 的行向量， v 是每一行元素为 1 的列向量 
计算各项代入引理 2.3 可得， ( ) ( ) ( )2* 21 2 1 .nI A G n nλ λ λ λ−  − = + + − − +   
所以 ( )*

1 1 1nλ = − − 重 ， ( )*
2 1, 1nλ = − 重 。 

推论 3.2. 星图的邻接谱能量小于等于它的 Seidel 谱能量， ( )3n ≥ 。 
证明：因为星图的邻接特征值为 ( )1, 1n − 重 ，0， ( )2n − 重 ， ( )1, 1n− − 重 。 
所以星图的谱能量 ( ) 2 1G nε = − 。而星图的 Seidel 谱能量为 ( )2 1n − ， 
即 ( )2 1 2 1n n− ≤ − 。 
推论 3.3. 星图的距离拉普拉斯能量大于等于它的拉普拉斯能量 ( )1n > 。 
证明：星图的距离拉普拉斯特征值为 ( )0, 1重 ， ( ), 1n 重 ， ( )2 1, 2n n− − 重 ，代入距离拉普拉斯计算能

量公式可得： 
当 4n < 时： 

( ) ( )
2 2 22 4 2 2 4 2 2 4 20 2 1 2

4              4 8

n n n n n nDLE G n n n
n n n

n
n

− + − + − +
= − + − + − − −

= + −

 

当 4n ≥ 时： 

( ) ( )
2 2 22 4 2 2 4 2 2 4 20 2 1 2

8              6 16

n n n n n nDLE G n n n
n n n

n
n

− + − + − +
= − + − + − − −

= + −

 

而星图的拉普拉斯特征值为 ( )0, 1重 ， ( )1, 2n − 重 ， ( ), 1n 重 ，代入拉普拉斯能量计算公式可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1
0 1 2

4           2 4

n n n
LE G n n

n n n

n
n

− − −
= − + − − + −

= − +

 

当 1n = 时， ( ) ( ) 2 4 2 0DLE G LE G n− = − = − <  
当1 4n< < 时 ( ) ( ) 2 4 0DLE G LE G n− = − ≥ ， 
当 4n ≥ 时， ( ) ( ) 44 12 0DLE G LE G n

n
− = + − >  
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所以星图的距离拉普拉斯能量大于等于它的拉普拉斯能量 ( )1n > 。 
定理 3.4. 完全二部图 ,n mK 的距离拉普拉斯特征值是 ( )1 2 , 1l n m n∂ = + − 重 ， ( )2 2 , 1l m n m∂ = + − 重 ，

3 40,l l m n∂ = ∂ = + 。 
完全二部图 ,n mK 的传递度对角矩阵为 

( )
A O

Tr G
O B
 

=  
 

 

其中 A 是主对角元素为 ( )2 1 ,n m− + 其他元素为 0 的 n 阶对角矩阵，B 是主对角元素为 ( )2 1m n− + ，其他

元素为 0 的 m 阶对角矩阵。 

完全二部图的距离矩阵 ( ) ( )
( )

2 2
2 2

n mn n

m n m m

J I J
D G

J J I
××

× ×

− 
=  − 

。 

根据距离拉普拉斯矩阵的定义可得： 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 1 2 2 1 1
2 2 1 2 1 1

2 2 2 1 1 1
1 1 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1

n m
n m

LD G Tr G D G n m
n m

n m

 − + − − − − 
 − − + − − − 
 
 

= − = − − − + − − 
 − − − + − −
 
 
 − − − − + − 

 

 

    

 

 

    

 

 

其对应的特征多项式为： 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 1 2 2 1 1
2 2 1 2 1 1

2 2 2 1 1 1
1 1 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1

l

l

l l

l

l

n m
n m

I LD G n m
n m

n m

∂ − − −
∂ − − −

∂ − = ∂ − − −
∂ − − −

∂ − − −

 

 

    

 

 

    

 

 

代入引理 2.1 可得： 

( )( )
1 1 2

2 2n nl l l
M I J

n m n m m
− = −

∂ − − ∂ − − ∂ −
 

再代入引理 2.3 可得： 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

1

2

1 2
2 2

21
2 2

1 2 
2 2

2
2 2

m n n n n ml l l

n
m n n n m m n n ml l l

m n n m m n n n ml l l

m ml l l

PM N J I J J
n m n m m

JJ I J J J
n m n m m

J J J J J
n m n m m

n nJ J
n m n m m

−
× ×

× × × ×

× × × ×

 
 = −
∂ − − ∂ − − ∂ − 

= −
∂ − − ∂ − − ∂ −

= −
∂ − − ∂ − − ∂ −

= −
∂ − − ∂ − − ∂ −
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且 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
1

2

22 2
2 2

2                       = 2 2
2 2

l
m m m ml l l

l
m ml l l

n nQ PM N m n I J J J
n m n m m

n nm n I J
n m n m m

− − = ∂ − − + − +  ∂ − − ∂ − − ∂ −

 
 ∂ − − + − +

∂ − − ∂ − − ∂ − 

 

因为 1Q PM N−− 是一个主对角线元素为
( )( )

222 2
2 2

l
l l l

n nm n
n m n m m

∂ − − + − +
∂ − − ∂ − − ∂ −

。 

其他元素为
( )( )

222
2 2l l l

n n
n m n m m

− +
∂ − − ∂ − − ∂ −

的行列式，所以 

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )

21 1

1 1 2 1

2 1 2

2 1 2

22 2
2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

l

n ml l l l
l l l

n m n ml l l l l l l

n ml l

n ml l l l l l

I LD G

mn mnn m m m n n
n m n m m

n m m m n n n m m m n mn

n m m n mn

n m m n n m m n m mn mn

− −

− − − −

− −

− −

∂ −

 
 = ∂ − − ∂ − ∂ − − ∂ − − +

∂ − − ∂ − − ∂ − 

= ∂ − − ∂ − ∂ − − ∂ − − ∂ − − ∂ − ∂ − −

+ ∂ − − ∂ − −

= ∂ − − ∂ − − ∂ − − ∂ − ∂ − − ∂ − +

( ) ( ) ( )21 1
2 2

n ml l l ln m m n n m
− −


 
 = ∂ − − ∂ − − ∂ − + ∂ 

 

即完全二部图 ,n mK 的距离拉普拉斯特征值是 

( )1 2 , 1l n m n∂ = + − 重 ， ( )2 2 , 1l m n m∂ = + − 重 ， 3 40, .l l m n∂ = ∂ = +  

推论 3.5. 完全二部图的距离拉普拉斯能量大于等于它的拉普拉斯能量。 
证明：因为完全二部图的拉普拉斯特征值为 ( ), 1m n − 重 ， ( ), 1n m − 重 ， ( )0, 1重 ， m n+ ，( )1重  
代入拉普拉斯能量公式可得： 

( ) ( ),
2 2 2 2 41 0m n

mn mn mn mn mnLE K m n m m n
m n m n m n m n m n

= − + − − + − + + − =
+ + + + +

 

而完全二部图的距离拉普拉斯能量为： 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

,

2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 1 2 1

2 2 2 2 2 2                   0

m n
mn n m n m mn n m n mDLE K n m n m n m

m n m n

mn n m n m mn n m n mm n
m n m n

+ + − − + + − −
= + − − + + − −

+ +

+ + − − + + − −
+ − + + −

+ +

 

因为 ( ) ( ), ,m n m nDLE K LE K≥ ，所以完全二部图的距离拉普拉斯能量大于它的拉普拉斯能量。 
在绝大多数情形下，针对连通图而言，距离拉普拉斯能量的确大于或等于普通的拉普拉斯能量，这

涉及到图论中两个相关却相异概念的细微差别。 ( )( ) ( )( )DLE G LE Gε ε≥ 。具体而言，普通拉普拉斯能量

衡量的是拉普拉斯特征值与平均度之间的偏离程度， ( )( )DLE Gε 衡量的是距离拉普拉斯特征值与顶点迹

平均值之间的偏离程度。因此，当图的距离分布更为分散时，例如在长路径、低连通性的状况下，

( )( ) ( )( )DLE G LE Gε ε≥ ，即距离拉普拉斯能量大于或等于普通拉普拉斯能量的概率相对较高。 
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定理 3.6. 双团图的距离无符号拉普拉斯矩阵特征值为 ( )1 3 4, 2 4q n n∂ = − − 重 ， 2 2 3q n∂ = − ， 

( ) ( )2 2

3 4

8 9 16 1 1 8 9 16 1 1
, .

2 2
q qn n n n− + − + − − − +

∂ = ∂ =  

证明： 
双团图的 2 1n − 阶传递度对角矩阵为： 

( )

( )
( )

( )

( )

2 1
3 1

3 1

3 1

n
n

Tr G n

n

 − 
 − 
 = −
 
 
 − 



 

而双团图的距离矩阵为： 

( )

0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 2 2 2

1 1 1 0 2 2 2
1 2 2 2 0 1 1

1 2 2 2 1 1 0

D G

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

 

 

      

 

 

      

 

 

所以双团图的距离无符号拉普拉斯矩阵特征多项式为： 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 1 1 1 1 1
1 3 1 1 2 2

1 1 3 1 2 2
1 2 2 3 1 2

1 2 2 1 3 1

q

q

q q

q

q

n
n

I Q G n
n

n

∂ − − − − − −
− ∂ − − − − −

∂ − = − − ∂ − − − −
− − − ∂ − −

− − − − ∂ − −

 

 

    

 

 

    

 

 

代入引理 2.3，则 

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 11 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

3 4 2 12 1
2 12 3 4

1 13 4 2
2 1 2 1

2 2
1 12 3 4

2 1 2 1

q

q
n n n n nq

qq
n nn n n

q
n n n n nq q

q

q
n n n n nq q

I Q G

n I J J J J
n

J JnJ n I J

n I J J J J
n n

n

J J n I J J
n n

− − − − −

− −− − −

− − − − −

− − − − −

∂ −

 ∂ − + − −
 = ∂ − − −
 ∂ − −− ∂ − + − 

 
∂ − + − + − − ∂ − − ∂ − − = ∂ − +

− − ∂ − + − +
∂ − − ∂ − −

( )

( )

1

1 1 1

1 1 1

2 3 2 4 53 4
2 2 2 22 2

2 4 5 2 33 4
2 2 2 2

q q
q

n n nq q
q

q q
q

n n nq q

n nn I J J
n nn

n nJ n I J
n n

− − −

− − −

 
 
 

∂ − + − ∂ + −
∂ − + −

∂ − + ∂ − += ∂ − +
− ∂ + − ∂ − +

∂ − + −
∂ − + ∂ − +
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令 ( ) 1 1 1
2 3 2 4 53 4 ,  
2 2 2 2

q q
q

n n nq q
n nA n I J B J
n n− − −

∂ − + − ∂ + −
= ∂ − + − =

∂ − + ∂ − +
 

所以 

( ) ( ) ( )

[ ] ( )
[ ] ( )

1 1

1 1

2 2 2 2

23 4 3
2 2

3 4

q q q

q
n nq

q
n n

A B
I Q G n n A B A B

B A

A B n I J
n

A B n I J

− −

− −

∂ − = ∂ − + = ∂ − + + −

 + = ∂ − + − + ∂ − + 

− = ∂ − + +

 

根据计算可得： 

( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2

2

2 4

2 23 4 6 7
2 2

3 4 2 3

2 22 2 2 4 2 3 6 7
2 2

nq q
q

nq q

nq q q q
q

nA B n n
n

A B n n

nI Q G n n n n
n

λ

−

−

−

− + = ∂ − + ∂ − + − ∂ − + 

− = ∂ − + ∂ − +

− − = ∂ − + ∂ − + ∂ − + ∂ − + − ∂ − + 

 

故双团图的距离无符号拉普拉斯矩阵对应的特征值为： 

( )1 3 4, 2 4q n n∂ = − − 重 ， 2 2 3q n∂ = − ，
( ) ( )2 2

3 4

8 9 16 1 1 8 9 16 1 1
,

2 2
q qn n n n− + − + − − − +

∂ = ∂ = 。 

定理 3.7. 完全图 nK 的 Estrada 指数为 ( ) ( )
2

2 1e e 1nEE G n
−

−= + −  

证明：完全图 nK 的加权邻接矩阵为： 

( )

2 2 20
1 1 1

2 2 20
1 1 1

2 2 2 0
1 1 1

f

n n n

A G n n n

n n n

 
 − − − 
 
 = − − −
 
 
 
 − − − 





   



 

则其对应的特征多项式为： 

( )

( )
1

2 2 2
1 1 1

2 2 2
1 1 1

2 2 2
1 1 1

2 21 0
1 1

f

n

n n n

I A G n n n

n n n

n
n n

λ

λ
λ

λ

λ λ
−

− − −
− − −

− − −
− = − − −

− − −
− − −

  = + − − + =  − −  





   



 

所对应的特征值 1 2λ = ， 2
2

1n
λ =

−
，其中 2λ 是 ( )1n − 重根，所以其对应的 Estrada 指数为 

( ) ( )
2

2 1e e 1nEE G n
−

−= + −  
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定理 3.8. 完全等二部图 ,n nK 的删去一个完备匹配之后的加权 Estrada 指数为： 

( ) ( )
2 2

2 2 1 1e e 1 e en nEE G n
−− − −

 
= + + − +  

 
 

证明： ,n nK 删去一个完备匹配之后，其对应的加权邻接矩阵为： 

( )
( )

( )

20
1

2 0
1

n n n n

f

n nn n

J I
nA G

J I
n

× ×

××

 − −=  
 − − 

 

则其对应的特征多项式为： 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2
2

2
1

2
1

2 1 2                     =
1 1

1 2                     =
1

2                     = 2
1

n n n

f

nn n

n n nn n n n

n
n n n n n

n n
n

I J I
nI A G

J I I
n

I I J I I J I
n n

I J I J I
n

I n
n

λ
λ

λ

λ λ
λ

λ λ
λ

λ λ

×

×

× ×

× ×

−

− −
−− =

− −
−

   − − − − −   − −   

 − − − − 

 − − − 

( )
( )

( )
1

2 2
2

4 2 4 24 4                     =
1 1 11

n n

n

J I

n n
n n nn

λ λ
−

+  

 − − 
− + − −   − − −−    

 

其对应的特征值为： ( ) ( )1 2 3 4
2 21 ,  1 ,  2,  2

1 1
n n

n n
λ λ λ λ= − = − − = = −

− −
重 重 。 

由此可得 ,n nK 删去一个完备匹配之后的加权 Estrada 指数为： 

( ) ( )
2 2

2 2 1 1e e 1 e en nEE G n
−− − −

 
= + + − +  

 
 

4. 结论 

本文通过对星图、完全二部图、双团图的刻画，并运用相关计算公式，求解出其对应的特殊能量。

通过与已知结果进行比对，明确了两类能量之间的大小关系，进一步拓展了图能量的研究成果。此外，

依据加权邻接矩阵的概念以及 Estrada 指数的定义，推导出完全图的加权 Estrada 指数，以及完全等二部

图去除一个完备匹配后的加权 Estrada 指数。未来该领域的研究可从以下几个方向深入拓展：一方面，可

进一步研究更多图类的加权 Estrada 指数，探索其与其它拓扑不变量之间的关系，并推动其在复杂网络与

化学图论中的应用；另一方面，Seidel 谱的研究可延伸至路径图、圈图等典型图类，并深入挖掘其与图的

对称性、正则性等结构特征的内在联系。此外，距离拉普拉斯与无符号拉普拉斯谱的理论体系尚待完善，

未来可系统研究更多图类在此框架下的谱性质，建立其与图的直径、连通度等参数的联系，并进一步比

较不同能量指标之间的关系，构建统一的广义能量理论。在应用层面，这些谱理论成果可与图数据处理

算法相结合，为图神经网络的特征提取、网络中心性分析及图匹配等问题提供新的理论工具，推动图谱

理论在交叉学科中的创新应用。 
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