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摘  要 

Sylvester矩阵方程在控制理论、图像处理及微分方程数值解等领域应用广泛。对于大规模问题，直接求

解方法因计算量和存储需求巨大而不再适用。全局GMRES (Generalized Minimal Residual Method)方
法是求解此类大规模方程的有效迭代方法。为提升其收敛速度，本文引入了基于SOR (Successive Over-
Relaxation)迭代的预条件技术，构建了SOR预条件全局GMRES方法。数值实验表明，与传统的全局

GMRES方法相比，新方法能显著减少迭代步数与计算时间，验证了其有效性。 
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Abstract 
The Sylvester matrix equation is widely used in fields such as control theory, image processing, and 
numerical solutions to differential equations. For large-scale problems, direct solution methods be-
come impractical due to their high computational cost and storage requirements. The global General-
ized Minimal Residual Method (GMRES) is an effective iterative approach for solving such large-scale 
equations. To enhance its convergence speed, this paper introduces a preconditioning technique 
based on the Successive Over-Relaxation (SOR) iteration, establishing the SOR-preconditioned global 
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GMRES method. Numerical experiments demonstrate that, compared to the traditional global GMRES 
method, the proposed approach significantly reduces the number of iteration steps and computa-
tional time, confirming its effectiveness. 
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1. 引言 

Sylvester 矩阵方程是科学计算中的一类重要方程，其形式为： 

AX XB C+ =  

其中 , ,m m n n m nA B C× × ×∈ ∈ ∈   为已知矩阵， m nX ×∈ 为待求的未知矩阵。该方程在控制和通信理论、

模型降阶、图像恢复等诸多领域都有着重要的应用[1] [2]。 
求解 Sylvester 方程的方法主要分为直接法和迭代法两大类。直接法(如 Bartels-Stewart 算法[3])适合

求解中小规模问题。对于由偏微分方程离散化等产生的大规模稀疏问题，直接法往往因计算复杂度和存

储需求过高而变得不再适用。因此，发展高效、低存储的迭代法成为研究的重点。 
在众多迭代法中，基于 Krylov 子空间的方法，如 GMRES [4]，因其适用于非对称矩阵而备受关注。

为了更高效地处理矩阵形式的未知量，有学者提出了全局 Krylov 子空间方法的概念[5]。这类方法将整个

矩阵视为迭代变量，在扩展的 Krylov 子空间中寻找解，通常比将其向量化的方法具有更高的计算效率和

更低的存储需求。 
尽管全局 GMRES 方法在处理大规模问题上较为有效，但其收敛速度严重依赖于系数矩阵 A 和 B 的

谱性质。当矩阵谱分布不佳时，收敛可能非常缓慢。预条件技术是改善迭代法收敛性的关键手段[6]。其

核心思想是将原系统转化为一个等价的、具有更优谱分布的系统，从而加速迭代收敛。 
本文旨在研究如何将 SOR 预条件技术与全局 GMRES 方法结合，以高效求解 Sylvester 方程。本文结

构如下：第二节介绍预备知识和全局 GMRES 方法；第三节讨论 SOR 预条件技术及其实现；第四节通过

数值实验验证算法性能；第五节总结全文。 

2. 全局 GMRES 方法 

考虑 Sylvester 方程 AX XB C+ = 。利用 Kronecker 积和向量化算子 ( )vec ⋅ ，可将其等价地转化为线性

方程组： 

x c=  

其中 ( ) ( )T , ,n mI A B I x vec X c vec C= ⊗ + ⊗ = = 。此时如果应用广义最小残差法(GMRES)等 Krylov 子空

间方法求解会发现：当 ,m n 很大时， mn mn× 的矩阵将导致巨大的存储和计算成本。因此需要采用全

局迭代法来避免这种显式的向量化[5]。 
定义线性算子： ( )X AX XB= + ，则原方程等价于 ( )X C= 。与传统 Krylov 子空间针对向量不同，

全局 Krylov 子空间是针对矩阵定义的。对于初始残差矩阵 ( )0 0R C X= −  (其中 0X 为初始猜测，通常取
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零矩阵)，其对应的 k 维全局 Krylov 子空间定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1
0 0 0 0 0, , , , , k

k L R R R R R−=    span  

全局 GMRES 方法的目标是在该矩阵 Krylov 子空间中寻找近似解。通过矩阵的 Frobenius 内积

( )T, FU V trace U V= 及其诱导的范数 ,F FU U U= ，生成一组 F-正交的矩阵序列{ }1 2, , , kV V V ，满足： 

( )T 1
,

0i j i j ijF

i j
V V trace V V

i j
δ

=
= = =  ≠

 

全局 Arnoldi 过程的算法[5]如下： 
算法 1 全局 Arnoldi 过程 
1.  令 1 0 0 FV R R= . 

2.  For 1,2, ,j k=   

( )j j jW V AV V B= = +  
      For 1, 2, ,i j=   
         ,ij j F

h W V=  

         ij iW W h V= −  
End For 

1,j j Fh W+ = ，若 1, 0j jh + =  则停止，否则 1 1,j j jV W h+ +=  
    End For 
此过程生成了一个 F-正交基 [ ]1 2V , , ,k kV V V=  和一个上 Hessenberg 矩阵 ( )1k

k
kH + ×∈ 。它们满足全局

Arnoldi 关系： 

( ) 1V Vk k kH+=  

全局 GMRES 方法的目标是在 k 维全局 Krylov 子空间 k 中寻找近似解 0
1

k

k i i
i

X X y V
=

= +∑ 。令向量 

[ ]T1 2, , , k
ky y y y= ∈  ，该近似解可以通过最小化残差范数来确定： 

( ) 0
1

min min
k k

k

k i iFy y i F

C X C X y V
∈ ∈ =

 − = − + 
 

∑
 

   

利用全局 Arnoldi 关系，上式可转化为： 

0 1 2
min

k kFy
R e H y

∈
−



 

其中 [ ]T 1
1 1,0, ,0 ke += ∈  。这是一个小型的最小二乘问题，可以通过 Givens 旋转高效求解得到向量 y，

从而得到近似解 

0
1

k

k i i
i

X X y V
=

= +∑  

3. SOR 预条件全局 GMRES 方法 

3.1. SOR 预条件子 

全局 GMRES 方法是求解 Sylvester 方程的有效方法。但是对于病态或困难问题，全局 GMRES 的收

敛速度可能会较为缓慢。因此，引入高效的预条件技术至关重要。 
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预条件的基本思想是将原系统 x c= 转化为一个具有更优谱性质的新系统，从而加速收敛。对于

Sylvester 方程，我们寻求一个预条件子，使得 1 1x c− −=   更容易求解。 
逐次超松弛(SOR: Successive Over-Relaxation)方法作为一种经典的分裂迭代法，其迭代矩阵可以自然

地导出一种分裂预条件子。SOR 预条件子具有形式简单、易于实现等优点。我们首先回顾对于普通线性

系统 Ax b= 的 SOR 迭代过程[7]： 
设 A D L U= − − ，其中 , ,D L U− − 分别为矩阵 A 的对角、严格下三角和严格上三角部分。SOR 迭代格

式为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1k kx D L D U x D L bω ω ω ω ω− −+ = − − + + −    

其中 ( )0,2ω∈ 为松弛因子。相应的 SOR 预条件子为 

( )1
SORM D Lω

ω
= −  

我们推广到 Sylvester 方程 AX XB C+ = 。SOR 预条件子 SOR 定义为使得一次 SOR 迭代等价于求解

( ) ( )1 1
SOR SORAX XB C− −+ =  的算子。 
我们对矩阵 A 和 B 进行如下分裂： ,A A A B B BA D L U B D L U= − − = − − ，其中 , , , , ,A B A B A BD D L L U U− − − −

分别是矩阵 A 和 B 的对角、严格下三角和严格上三角部分。 
此时 AX XB C+ = 对应的线性方程组 x c= 在 Kronecker 乘积形式下可以分裂为： 

( ) ( ) ( )T T T
A B A B A BI D D I I L U I I U L I= ⊗ + ⊗ − ⊗ + ⊗ − ⊗ + ⊗  

因此相应的 SOR 预条件子为 

( ) ( )( )T1
SOR A A B BI D L D U Iω ω

ω
= ⊗ − + − ⊗  

从结构上可以看出， SOR 主要由系数矩阵的对角矩阵和下三角矩阵构成，通过引入松弛因子ω 进行

缩放，可以调整预条件算子的性质。当矩阵的对角占优特性不明显时，适当选择松弛因子ω 可以增强对

角部分的作用，改善矩阵的条件数，从而加速迭代收敛。 
而且由于 SOR 的构成核心是两个下三角矩阵 ( )A AD Lω− 和 ( )T

B BD Uω− ，因此其对应的线性系统可

以高效求解。具体来说，作用于残差 R C AX XB= − − 的 SOR 预条件步 ( )1
SORZ R−= 可以通过求解以下方

程来实现： 
( ) ( )A A B BD L Z Z D U Rω ω ω− + − =  

因为该 Sylvester 方程的系数矩阵均为三角矩阵，因此可以利用逐列或逐行的方式快速求解，计算成

本远低于直接处理原方程。我们给出求解系数矩阵为上、下三角矩阵的 Sylvester 方程的快速算法如下： 
算法 2 求解 Sylvester 方程 LX XU C+ = 算法 
输入： m mL ×∈ 是下三角矩阵， n nU ×∈ 是上三角矩阵， m nC ×∈  
输出： m nX ×∈   
For 1, 2, ,j n=   
    For 1, 2, ,i m=   

       ( ) ( ) ( ) ( )( )1 ,1: 1 1: 1, ,1: 1 1: 1,ij ij
ii jj

X C L i i X i j X i j U j j
L U

= − − − − − −
+

 

End For 
End For 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.1412495


陈豪杰 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.1412495 159 应用数学进展 
 

基于上述 SOR 预条件技术，我们构建出求解 Sylvester 方程的 SOR 预条件全局 GMRES 算法： 
算法 3 SOR 预条件全局 GMRES 算法(SOR-P-GL-GMRES) 
1．初始化：选择初始解 0X ，计算残差 0 0 0R C AX X B= − −  
2． ( ) ( )1 1

1 0 0SOR SOR F
V R R− −=   

3．For 1,2, ,j k=   
        ( )1

SOR j jW AV V B−= +  
        For 1, 2, ,i j=   

,ij j F
h W V=  

            ij iW W h V= −  
End For 

1,j j Fh W+ = ，若 1, 0j jh + = 则停止，否则 1 1,j j jV W h+ +=  
End For 

4．最小化问题：寻找 y 使得 0 1 2kFR e H y− 最小 

5．更新解： 0
1

k

k i i
i

X X y V
=

= +∑  

3.2. 松弛因子的选取策略 

SOR 预条件全局 GMRES 算法方法的一个难点在于如何确定最优松弛因子 optω 。理论上，最优松弛

因子与系数矩阵 A 和 B 的谱特性密切相关。对于对称正定矩阵等特殊矩阵，可以找出较为合适的松弛因

子，但对于系数矩阵非对称的 Sylvester 方程，难以精确计算其最优松弛因子。此时可以采用数值搜索方

法来选取松弛因子，即在一定范围内对松弛因子ω 进行搜索，以找到使迭代算法收敛速度最快的ω 值。 
其中试算法是一种较为直接的数值搜索方法。其基本思路是在一个合理的范围内，循环尝试多个不

同的ω 值，针对每个ω 值运行迭代算法，并记录其迭代次数或收敛时间，最后比较不同ω 值下的收敛速

度，选择使收敛速度最快的ω 作为最优松弛因子。 
如果系数矩阵 A 和 B 的维数很大，用试算法可能成本太高。此时可以考虑一种替代方案：从原问题

中提取一个小模型，其矩阵 smallA 和 smallB 保持原矩阵的主要性质但规模小得多。在这个小问题上执行对ω
的搜索，然后将找到的最佳值 optω 用于原始的大规模问题。通过这些策略，可以使得 SOR 预条件全局

GMRES 方法适应多样化的应用场景。 

4. 数值实验 

本节通过数值算例验证 SOR 预条件全局 GMRES (SOR-P-GL-GMRES)方法的有效性。我们将其与未

预条件的全局 GMRES (GL-GMRES)方法进行比较。所有实验均在 MATLAB R2024a 环境中进行，机器

配置为 Macbook M4，16 GB RAM。在下面的例子中，初始解均取为 0X O= 。停机准则是 

11

0

10k F

F

R
R

−≤  

例 1 我们考虑二维对流–扩散方程 u v u f−∆ + ⋅∇ = 离散化后产生的 Sylvester 方程。令  
( ) ( )1 ,4, 1 , 1 , 4, 1A tridiag B tridiagα α β β= − − − + = − − − + 为三对角矩阵。右端项 C 随机生成。 

, ,m m n n m nA B C× × ×∈ ∈ ∈   。取 160, 180, 0.2, 1.6m n α β= = = = ，松弛因子 1.1ω = 。表 1 和图 1 展示了两

种方法的收敛性能。从中可以看出，SOR 预条件技术显著加速了收敛。SOR-P-GL-GMRES 需要 26 步迭

代，而 GL-GMRES 需要 58 步迭代。 
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Table 1. Performance comparison of global GMRES and SOR-preconditioned global GMRES (Example 1)  
表 1. 全局 GMRES 与 SOR 预条件全局 GMRES 的性能比较(例 1) 

方法 迭代步数 耗时(秒) 相对残差 

GL-GMRES 58 0.35 8.92 × 10−12 

SOR-P-GL-GMRES 26 0.22 3.65 × 10−12 

 

 
Figure 1. Plot of relative residual norm versus iteration steps (Example 1)  
图 1. 相对残差范数随迭代步数下降图(例 1) 

 
例 2 这个例子的结构和上个例子相同，我们取 500, 300, 0.1, 1.2m n α β= = = = ，松弛因子 1.2ω = 。 
两种方法的收敛性能展示在表 2 和图 2 中。从结果可以清晰地看出 SOR-P-GL-GMRES 的性能也要

优于 GL-GMRES。SOR-P-GL-GMRES 需要 24 步迭代，而 GL-GMRES 需要 49 步迭代。 
 

 
Figure 2. Plot of relative residual norm versus iteration steps (Example 2)  
图 2. 相对残差范数随迭代步数下降图(例 2) 
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Table 2. Performance comparison of global GMRES and SOR-preconditioned global GMRES (Example 2)  
表 2. 全局 GMRES 与 SOR 预条件全局 GMRES 的性能比较(例 2) 

方法 迭代步数 耗时(秒) 相对残差 

GL-GMRES 49 5.26 7.57 × 10−12 

SOR-P-GL-GMRES 24 3.56 3.89 × 10−12 

5. 结论 

本文给出了求解大规模 Sylvester 矩阵方程的 SOR 预条件全局 GMRES 方法。数值实验结果表明，

SOR 预条件技术能有效改善算法的收敛性，减少迭代步数和计算时间。未来的工作将集中于研究更高效

的预条件子，例如基于低秩近似或多重网格方法的预条件子，以应对更复杂和病态的问题。 
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