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摘  要 

本文研究一类带有强/弱扩散和对流项的二维线性二阶椭圆算子在Neumann边界条件下的主特征值问题：

( ) ( )2D m x V x− ∆ − ∇ ⋅∇ + =ϕ α ϕ ϕ λϕ 。我们重点分析主特征值在扩散系数趋于零或对流强度趋于无穷时

的渐近行为，特别关注特征函数的集中位置、局域结构及其与几何特征之间的关系。为此，本文在奇异

曲线邻域引入适应局部几何的移动坐标系，并结合一致渐近展开、局部曲率及势函数的精细估计，系统

建立了主特征函数在极限情形下出现的结构以及主特征值的显式渐近式。所得结果揭示了扩散、对流与

几何曲率之间的潜在耦合机制，为理解参数依赖型椭圆算子的谱性质提供了统一框架，并对已有文献中

的相关结论进行了自然推广。 
 
关键词 

椭圆算子，主特征值，弱扩散，强对流，移动坐标方法，渐近分析 
 

 

Asymptotic Behavior of the Principal 
Eigenvalues of Two-Dimensional  
Linear Second-Order Elliptic Operators  
with Small/Large Diffusion  
Coefficients 
Yue Pan 
School of Mathematical Sciences, Zhejiang Normal University, Jinhua Zhejiang 
 
Received: November 11, 2025; accepted: December 5, 2025; published: December 12, 2025 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2025.1412505
https://doi.org/10.12677/aam.2025.1412505
https://www.hanspub.org/


潘越 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.1412505 258 应用数学进展 
 

 
 

Abstract 
This paper investigates the principal eigenvalue problem for a class of two-dimensional linear sec-
ond-order elliptic operators with strong/weak diffusion and convection terms under Neumann 
boundary conditions： ( ) ( )2D m x V x− ∆ − ∇ ⋅∇ + =ϕ α ϕ ϕ λϕ . We focus on analyzing the asymptotic 
behavior of the principal eigenvalues as the diffusion coefficient approaches zero or the convection 
intensity tends to infinity, paying particular attention to the localization of eigenfunctions, their lo-
cal structure, and their relationship with geometric parameters. To this end, we introduce a moving 
coordinate system adapted to the local geometry in the vicinity of singular curves. By combining 
uniform asymptotic expansions, local curvature estimates, and refined estimates for the potential 
function, we systematically establish the structure of the principal eigenfunction in the limit cases 
and derive explicit asymptotic formulas for the principal eigenvalues. The results reveal underlying 
coupling mechanisms among diffusion, convection, and geometric curvature, providing a unified 
framework for understanding the spectral properties of parameter-dependent elliptic operators 
and offering a natural extension of related conclusions in the existing literature. 
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1. 引言 

关于椭圆方程及协同椭圆系统在小或大扩散率极限下主特征值的渐近行为，长期以来一直是研究热

点[1]-[7]。从多种视角考察扩散对种群动力学、生态学与进化的影响已有大量研究成果[8]-[18]。主特征值

在反应–扩散系统的稳定性分析、模式形成以及长期动力学行为中具有核心作用，是线性算子谱理论与

非线性偏微分方程研究中的基本对象[5] [19]。对于具有扩散与对流项的二阶椭圆算子，其主特征值的大

小不仅反映势函数的局部结构，还受到扩散尺度、对流强度以及区域几何性质的共同影响。近年来，围

绕主特征值对参数的依赖性展开的一系列研究显著推动了多类偏微分方程模型的理论发展，包括抛物方

程的时间周期情形[5] [19]、具有漂移项的椭圆问题[18]以及与生态模型相关的扩散–迁移演化问题[11] 
[12]。其中，在大对流或小扩散极限下给出主特征值的渐近行为[1]，是理解局域化现象与几何影响的重要

途径。 
对小扩散参数的特征值问题，经典结果可追溯至 Friedman [2]与 Wentzell [6]，他们证明主特征函数

在势函数局部极值点附近集中，并建立了高阶近似的基本框架。随后，Donsker-Varadhan [20]及其后续研

究进一步揭示了扩散弱化时特征函数的集中机制，其主特征值的主导项由势函数的局部结构控制。在强

对流极限方面，Berestycki-Hamel-Nadirashvili [18]以及 Chen-Lou [3]的研究表明，漂移项驱动特征函数沿

特征流线或能量最小化路径实现空间集中，主特征值的极限行为可通过漂移场的旋转结构或局部几何不

变量进行描述。 
然而，现有研究在处理二维区域中“曲线型奇异结构”时仍较为有限。大部分偏微分方程文献主要
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聚焦于点状或离散奇异集的集中现象[8] [21]，而对于由闭合光滑曲线主导的特征函数集中行为，理论上

仍缺少系统性的处理方法。特别是在 Neumann 边界条件下，当扩散趋于零或对流强度趋于无穷时，主特

征值如何由曲线的局部曲率、势函数的切向结构以及对流项的变化共同决定，这一问题目前仅在零星文

献中出现，仍有待进一步深入。 
基于上述背景，本文考虑定义在二维光滑区域上的一类线性二阶椭圆算子，其奇异结构由一条闭合

光滑曲线给出。为了捕捉曲线附近的局部几何效应，我们在奇异曲线邻域构造适应曲率变化的移动坐标

系，将算子局域化到窄带区域中，并通过一致渐近展开与多尺度分析的方法，推导主特征值在大对流与

小扩散极限下的渐近式。所得结果刻画了扩散、对流与曲率之间的耦合机制，并为非自伴算子背景下的

参数依赖型谱理论提供了可推广的技术框架。该分析不仅在结构上统一了大对流与小扩散两类极限情形，

也对已有文献中关于集中现象的讨论形成自然补充与拓展。 

我们考虑如下线性化的特征值问题， 

2 , in ,
0, on 

 
n

D m Vϕ α ϕ ϕ λϕ
ϕ

− ∆ − ∇ ⋅∇ + = Ω
∂ = ∂Ω

                       (1) 

本文中假设区域 2Ω⊂  为有界 3C 光滑域，势函数 ( )3,V m C∈ Ω ，由经典椭圆正则性理论，文中涉及

的泰勒展开、曲率坐标构造等均在上述正则性框架内严格成立。其中常数 0D > ，α 为扩散与对流系数；

( )m x 与 ( )v x 为定义在闭域Ω上的光滑函数。 

设Γ是 2
 中一条光滑的闭曲线，其总长度记为 l = Γ 。曲线上任意一点 x 满足条件 ( ) 0m x∇ = 。我

们取Γ的标准参数化 ( )γ θ ，一般自然是正向的，且以长度为参数，其中θ 表示从曲线上某一固定点起量

的弧长参数。记 ( )υ θ 为曲线Γ的外侧单位法向量。若点 ( ),x y 足够靠近Γ，即距离小于某一充分小的常

数 0 0δ > ，则可表示为 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2,x t y tγ θ υ θ γ θ υ θ= + = +  

其中 0t δ< ， [ )0, lθ ∈ 。同时映射 ( ) ( ), ,x y tθ 在该邻域内为局部微分同胚。向量 ( )γ θ′ 与 ( )υ θ 分别为曲

线Γ的切向量与法向量。 

首先给出一个引理。 

引理 1.1.切向量 ( ) ( )1 2,γ θ γ θ′ ′ 与法向量 ( ) ( )1 2,ν θ ν θ
，
满足下述关系： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 1.γ θ ν θ γ θ ν θ′ ′− =  

证明.根据叉乘(或二维向量的外积/行列式)定义，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )sin , 1 1 sin 1,
2

γ θ ν θ γ θ ν θ γ θ ν θ π′ ′ ′× = ∠ = ⋅ ⋅ =                   (2) 

因为切向量与法向量互相垂直且均为单位向量。 

用坐标表示有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, .γ θ γ θ γ θ ν θ ν θ ν θ′ ′′ = + = +i j i j                       (3) 

因此 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2 2 1γ θ ν θ γ θ ν θ γ θ ν θ′ ′′ × = − ×i j 。 

注意到 0, , 1× = × = × = − × × =i i j j i j j i i j ，于是得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 .γ θ ν θ γ θ ν θ γ θ ν θ′ ′′ × = −  

将(2)与(3)联立，可得所需结论 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 1γ θ ν θ γ θ ν θ′ ′− = ，证明完毕。 

由 ( ) 1γ θ′ = ，且满足 ( ) ( ) ( )kν θ θ γ θ′ ′= 、 ( ) ( ) ( )kγ θ θ ν θ′′ = 及 2 2
1 2 1γ γ′ ′+ = ，其中 ( )k θ 表示曲线Γ的曲
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率，故可以将方程重写为以变量θ 与 t 表示的形式： 

( ) ( ) ( )2 3 2
1 12 in ,

11 1 1

0 on .

tt t t t

n

k t kD m m V
ktkt kt kt

θθ θ θ θϕ ϕ ϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ λϕ

ϕ

  ′
− + − − + + + = Ω  ++ + +   

∂ = ∂Ω

 
 
 







    (4) 

将方程(4)乘以 2e m Dα ，可写成散度形式： 

( )2 2 2e e e in ,

0 on .

m D m D m D

n

D Vα α αϕ ϕ λ ϕ

ϕ

− ∇⋅ ∇ + = Ω

∂ = ∂Ω

                     (5) 

定义算子 L 为 ( )Lu D u m u V x uα= − ∆ − ∇ ⋅∇ + ，通过代换 u wψ= 、 2e
m

Dw
α

−
= ，可将 L 转化为无一阶 

项的算子 L D V= − ∆ + ，该算子在 ( )2L Ω 上是自伴的，因此 L 与其相似。又问题(5)的所有特征值为实数，

其最小特征值记为 ( ), Dλ α ，并且主特征值具有如下表征： 

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

2

21,2

2

21,2

2 2

2, 0

2
2 2

2

2, 0

e d
, inf

e d

e 1 d d
1

inf
e 1 d d

m
D

m
D

m
D

m
D

W

t

W

D V x
D

x

D V kt t
kt

kt t

α

α

α

α

ϕ ϕ

θ

ϕ ϕ

ϕ ϕ
λ α

ϕ

ϕ ϕ ϕ θ

ϕ θ

Ω

∈ Ω ≡/

Ω

Ω

∈ Ω ≡/

Ω

∇ +
=

  
  + + +

 +   =
+

∫

∫

∫

∫

               (6) 

2. 当 →∞α 且 D固定的情形 

陈和楼在文献[1]中给出了下述重要结果： 

引理 2.1. 假设 ( )m x 的所有临界点均为非退化的。则当
( ) ( )1 ln 2D D

α
→∞

+ +
时，有 

( ) ( )lim , min ,xD V xλ α ∈=   

其中表示 m 的局部极大点集合。 
证明. 做变量代换 

( ) ( )0 0, t t tθ α θ θ α= − = −

                              (7) 

其中取 0 0t = ，在点 ( )0 0, tθ 处对二元函数 ( ),m tθ 以及在 0θ 处对曲率函数 ( )k θ 作泰勒展开，并将 ( ),m tθ 用

, tθ 表示、将 ( )k θ 用θ表示，得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 3 2

1 1, ,
2 2
1 1 10,0

2 2

tt t

tt t

m t m t m m t t m t t

m m m t m t O

θθ θ

θθ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ α
α α α

−

= + − + − + − −

= + + + +
   



 

 

          (8) 

以及 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3
0 0 0 0 0 0

2 1 2

1
2

1 10 0 0
2

k k k k O

k k k O

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ α θ
αα

−

′ ′′= + − + − + −

′ ′′= + + +  

            (9) 
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在上述展开中我们利用了 ( ) ( )0 0 0 0, , 0tm t m tθ θ θ= = 。 
将 ( ),m tθ 与 ( )k θ 的结果代入公式(5)，我们注意到当α →∞时，α 的变化与 ( )k θ 的变化相互独立，

因此在闭曲线Γ上仍然得到相同的结论： 

( ) ( )lim , min .xD V x
α

λ α ∈→∞
=   

定理 2.1. 假设在 *
1Σ 上有 2 0D m < ，则 

( ) ( )

( ) *
1

1 ln 2

lim , min .
D D

D V
α

λ α
Σ

→∞
+ +

=  

其中 ( ) ( ){ }* 2
1 : : 0, 0x m x D m xΣ = ∈Ω ∇ = ≤ 。 

证明. 我们先来证明上界的部分。 
令 *

0 1x ∈Σ 。则存在正的常数 c与 1 R ，使得 
( ) ( ) 2

0 0m x m x c x x− ≥ −                                (10) 

当 *
0 1x ∈Σ 且 ( )0 1,x B x R∀ ∈ ∩Ω成立。 

事实上，当 *
0 1x ∈Σ 时，由于 ( )2

0 0D m x < ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )
*

T 202
0 0 0 0 0

1 1 1
2 2

x
m x m x x x D m x o x x o x x

κ 
− = − + − ≤ + − 

  
 

其中 ( )*
0 0xκ ≤ 为 ( )2

0D m x 的最大特征值。取 ( )*
0

1
4

c xκ= − 并选择足够小的 1 R ，即可得到上述不等式。 

我们还有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )T 202
0 0 0 0 0

1 1 1
2 2

x
m x m x x x D m x o x x o x x

κ 
− = − + − ≥ + − 

 
 

其中 ( )0 0xκ ≤ 为 ( )2
0D m x 的最小特征值。取 ( )02C xκ= ，并令 1 R 足够小，即得到相应的不等式。 

固定任一 ( ]10, 2R R∈ 并定义 

( ) [ ]

0

0
0

0

1, ,

2 , , 2 ,

0, 2 ,

x x R
x x

x x x R R
R

x x R

η

 − <


−= − − ∈


− >

 

以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2
,

,

e , d , .m x m x D
D

D

x
x x c x x w x

c
α

α
α

ζ
ζ η ζ − 

Ω
= = =∫  

注意到 
( ) ( )0

,

e .m x m x D

D

ww m
D c

α

α

α η −  ∇
∇ − ∇ =  

在 ( ) ( )( )0 0\, , 2NB x R B x R∪  上有 0η∇ = ，而在 ( ) ( )0 0, 2 \ ,B x R B x RΩ∩ 上有 1 Rη∇ = 。因此， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

2 2
0

2
22 2

2
, ,

ln

,

1e e

1 e e ,

m x m x D m x m x D

D D

c R D D Rm x m x D

D

w D DD w m
D c c R

x
c

α α

α α

αα

α

α η   − −   

 − + −   

 ∇ − ∇ = ∇ = 
 

≤ ∈Ω
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接下来估计 

( ) ( )
( ) ( )0

0 ,2
,

1 e d 1 .m x m x D

B x R
D

x O
c

α

α

 − 
Ω∩

=∫  

我们知道在 *
1Σ 中 ( )2

0 0D m x ≤ ，因此需要分别估计 ( )2
0 0D m x < 与 ( )2

0 0D m x = 两种情况。 
首先，当 ( )2

0 0D m x < 时， 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2 20
0 1

0 0

2 2

1

0

,2 ,2
, ,

,2
,

,

1 1e d e d

1 e d

i i
i

i
i

C x xm x m x D

B x R B x R
D D

y

B x R
D

D

x x
c c

y
c c

c c

αα

α α

α

α

α

α

=

=

− −
 − 

Ω∩ Ω∩

−

Ω∩

∑

∑

≤

=
⋅

π
≤

⋅

∫ ∫

∫  

其中 ( )0 0
0 1 2,x x x= ，并令 ( )0y c x xα= − 。当α →∞且 D 固定时，上述给出所需估计。 

接下来证明当 ( )2
0 0D m x = 时也成立。设 iκ 为 ( )2

0D m x 的特征值，且假设 1 0κ = ，则 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

0

0

,2
,

2 2 30 0
1 1 2 2 0,2

,

2 30
2 2 0,2

,

20
2 2,2

,

1 e d

1 1 1exp d
2 2

1 1exp d
2

1 exp d
4

m x m x D

B x R
D

B x R
D

B x R
D

B x R
D

x
c

x x x x O x x D x
c D

x x O x x D x
c D

x x x
c D

α

α

α

α

α

α κ κ

α κ

α κ

 − 
Ω∩

Ω∩

Ω∩

Ω∩

 
= − + − + − 


 
 

 
= − + − 

 

 ≤ −

 

 
 

 
 



∫

∫

∫

∫

 

同样令α →∞，可得所需估计。 
因此， 

( ) ( ) ( )

2 2

0

2
ln2

,2, d 1 e max
c R D D R

B x RD D w w m Vw x O V
D

ααλ α
 − +  

Ω

  ≤ ∇ − ∇ + ≤ + 
  

∫  

于是 

[ ]( )
( ) ( )0 ,2ln 2

lim , max .B x RD D
D V

α
λ α

+ →∞
≤  

令 0R → ，得 

[ ]( )
( ) ( )0ln 2

lim , .
D D

D V x
α

λ α
+ →∞

≤  

由于 0x 是 *
1Σ 中任意一点，故得 

[ ]( )
( ) *

1ln 2
lim , min .

D D
D V

α
λ α

Σ+ →∞
≤  

在继续证明下界之前，先引入后文将会使用的一些记号。 
设 αϕ 为与主特征值 ( )1λ α 对应的特征函数，令 e mw α

α αϕ= ，不失一般性，假设对任意α 有 2 d 1w xαΩ
=∫ 。 

对每个α ∈，通过在 2 \Ω 上令 0wα ≡ ，将 wα 扩展为定义在全空间 2
 上的函数。定义测度 αµ 为 

( ) 2 d .
A

A w xα αµ = ∫  
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则 αµ 是定义在 2
 上的 Radon 测度，且 ( )supp αµ ⊂ Ω且 ( ) 1αµ Ω = ，其中 ( )supp αµ 表示 αµ 的紧支集。 

由 Radon 测度的弱紧性，存在一个序列{ }k k
α

∈
与一个 Radon 测度 µ ，使得当 k →∞时 kα →∞ 且

kα
µ 在 

弱*意义下收敛到 µ ，即对任意 ( )Cζ ∈ Ω 有 

( ) ( ) ( )2lim d d ,
kk

w x x x xα ζ ζ µ
Ω Ω→∞

=∫ ∫  

并满足 ( )supp µ ⊂ Ω且 ( ) 1µ Ω = 。 
接下来我们将证明 

( ) ( )
1,

lim , min .
D

D V x
α α

λ α Σ→∞ →∞
≥  

自然地， 

( ) 1supp µ ⊂ Σ  

于是 

( )

( ) ( )
1

22 2 2

1 2 2, ,

2 2

2 2,

2

2,

e d e d
lim inf lim inf

e d

e d
lim inf

e d

d d
inf mii nl

d
m

m m

mD D

m

mD

D

x V x

x

V x

x

Vw x V
V x

w x

α α
α α

αα α α α
α

α
α

αα α
α

α

α α
α

ϕ ϕ
λ α

ϕ

ϕ

ϕ

µ

µ

Ω Ω

→∞ →∞ →∞ →∞
Ω

Ω

→∞ →∞
Ω

Ω Ω
Σ→∞ →∞

Ω

∇ +
=

≥

= = ≥
Ω

∫ ∫
∫

∫
∫

∫ ∫
∫

 

从而得到所需的下界结论。 
在大对流极限下，主特征值的渐近行为由定理 2.1 叙述给出。这表明，强烈的对流驱动特征函数沿流

线方向局域化，其集中位置由沿切向的势能梯度的极小值决定。在此过程中，尽管几何曲率出现在局部

坐标的表达式中，但其影响在对切向变量的变化进行平均后被完全抵消。可以看出在大对流主导的系统

中，其主特征值在主导阶上仅依赖于势能函数沿曲线的切向梯度，而与曲线自身的几何曲率无关。 

3. 当 0D +→ 且α 固定时的情形 

现考虑 ( ),m tθ 的二阶导数，设 

( )2 , .t

t tt

m m
A D m t

m m
θθ θ

θ

θ
 

= =  
 

 

考虑 ( ),m x y 的二阶导数，设 ( )2 ,B D m x y= ，有如下形式； 

( )

( )

2
22 1 2 2 1 1 2
2 1 22

2
21 2 2 1 1 2 1

1 2 12

1 11

1 11

tt tt t

tt t tt

m m m m m
kt ktkt

m m m m m
kt ktkt

θθ θθ θ

θθ θ θθ

ν ν ν γ ν γ νγ γ γ

ν ν γ ν γ ν νγ γ γ

′ ′
′ ′ ′

′ ′
′ ′ ′

 − +  + − +  + +  + 
 

− +   − + +  + + + 

 

当 0t = 时，存在过渡矩阵 

2 1

2 1

C
ν ν
γ γ′ ′

− 
=  
 
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使得 TB C AC= ，且 1 2 2 1 1C γ ν γ ν′ ′= − = 。 
我们注意到当 0D → 且α 固定时， D 的变化与 ( )k θ 的变化相互独立，因此在闭曲线Γ上得到如下

结论。 
定理 3.1. 假设在Γ上有 0m∇ = ，令α 为一固定的正数。则 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0 1

lim , min
N

x i iD i
D V x x xλ α α κ κ∈Γ→ =

= + + 
 
 

∑  

其中 ( ) ( ) ( )( )*

1
| min

N

i i
i

x V x x xα κ κ
=

 = ∈Γ + + = 
 

∑ 。 

证明. 证明分为两部分，我们先来处理上界。 
通过在等式(5)中作代换 e m Dwαϕ −= 可得到相应方程。注意到 e m Dw α ϕ= 满足 

2
2

2

0 in ,

on ,

0 on , d 1.
n n

D w m m V w
D

D w w m

w w x

α α λ

α

Ω

  
− ∆ + ∇ + ∆ + − = Ω  

 
 ∂ = ∂ ∂Ω
 > Ω = ∫

 

注意主特征值 ( ), Dλ α 亦可由变分表征给出： 

( ) 2

2
2

d 1
, min d .

w x
D D w w m Vw x

D
αλ α

Ω = Ω∫

  = ∇ − ∇ + 
  

∫                     (11) 

令 0x ∈Γ，并记为 ( )2
0D m x 的特征值， 1,2i = 。经过适当旋转，可假设 ( ) ( )2

0 1 2diag ,D m x k k= ，这里

( )0i ik xκ= ，且 

( ) ( ) ( )2
0 0ix i i

m x k x x O x x= − + −  

选择一固定且足够小的正数δ ，令 

( ) ( )( )2
02 2

1

1 1, exp ,
2

N

iN i
i

D x k x xε ζ δ
α ε ε =

 = = − + − 
 

∑  

并设 ( ) ( ) ( )2
,

,

d , .
x

c x x w x
cε δ
ε δ

ζ
ζ

Ω
= =∫  

由于 0x 为内点，有 

( ) ( )2
,0 1 1

lim exp d : .N

NN

i i
i i i

c k y y c
kε δε

δ δ
δ→ = =

  π
= −

+ 
 

+ = =∑ ∏∫


 

由(6)，有 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2

2 2 3 2
0 02

1

, ln d

d
N

i i i
i

D D w m V w x
D

k k x x O x x V x w x

αλ α

α δ
ε

Ω

Ω
=

  ≤ ∇ − ∇ + 
  
 = + + − + − + 
 

∫

∑∫
 

设 ( )0y x x ε= − ，并定义 ( ){ }0 :x x xε εΩ = − ∈Ω ，则 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 30 2

00 0 1,

22 2
0

1 1

2

0
1

lim , lim d

1 exp d

.
2

N

N
N

i i iD i

N N

i i i i i
i i

N
i i

i i

x y
D V x y k k y O y y

c

k y V x k k y y
c

k k
V x

k

εε
ε δ

ζ ε
λ α ε α δ ε ε

δ α δ
δ

δα
δ

Ω→ → =

= =

=

+  ≤ + + + + + 
 

  = − + + + +  
  

+ +
= +

+

∑∫

∑ ∑∫

∑



 

最后令 0δ → ，并在求和时分别考虑 0ik > 与 0ik ≤ 的情形，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 00 1
lim , .

N

i iD i
D V x x xλ α α κ κ

→ =

≤ + +∑  

下面来证明下界，为方便起见，记 

( ) ( ) ( )( )
2

1
: , .i i

i
x x x xκ κ

=

Θ = + ∀ ∈Σ∑  

这里 ( ){ }1 : 0x m xΣ = ∈Ω ∇ = ，若 1x∈Σ ，则 1 2,κ κ 为 ( )2D m x 的特征值。 
定义 3.1. {离散临界集} 
假设集合 

( ) ( )* *

1
:

N

i i
i

x V x α κ κ λ
=

 = ∈Γ + + = 
 

∑  

仅含单一点 0x ，且 0x 是我们所取上界的最小值点。 

令ω 为归一化的特征函数，满足 2 d 1xω
Ω

=∫ ，并取一个小常数 0R > 。用开球 0 ,
3
RB x 

 
 

覆盖 0x ，并取

与该开覆盖相适应的分区单位{ } 0,1k k
ζ

=
，满足 

在 ( )2
0 ,\ B x R 中

1
2

1
0

1, 0k
k
ζ ζ

=

= ≡∑ ，这里 1 C Rζ∇ ≤ 。 

在 ( )2
0 ,\ 2B x R 中 0 0ζ ≡ 。 

注意对任意 2x∈ 至少存在一个 0kζ ≠ 。因此对任意 2x∈ ， 

( ) ( )1 2
2

0
k

k

C N
R

ζ
=

∇ ≤∑  

我们定义 k kW ζ ω= ， 0,1k = 。 
定理 3.2. 假设 ( )0 ,B x R ⊂ Ω，且记 ( )0\ ,W B x R= Ω 。设 ( ) ( )1 0 0, , Nx xκ κ 为 ( )2

0D m x 的特征值。令 
常数

( )
32

L
C N D m ∞ Ω
= ，则有 

( ) ( ) ( )( ) 2
0 0

1
d .

N

i i
i

E W x x CR W xα κ κ
Ω

=

 
 
 

≥ + −∑ ∫                        (12) 

证明. 设 ( ) ( ){ }1 0 0, , Ne x e x 为 ( )2
0D m x 的一组正交归一特征基，对应的特征值为 ( ) ( )1 0 0, , Nx xκ κ 。

引入符号函数 

( )
1, 0,

sgn
1, 0.

s
s

s
>

= − ≤
 

由定义有 
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[ ]

( )

2

1

2

1

d

sgn d

N

i
i

N

i i i
i

WE W D e W m x
D

WD e W e m x J J
D

α

ακ

Ω
=

Ω
=

  = ⋅ ∇ − ∇  
  

 = ⋅∇ + ⋅∇ + ≥ 
 

∑∫

∑∫
 

其中 
2

0
: 2 d .

i
iJ e m W x

κ
α

Ω
>

= − ⋅ ∇ ∇∑ ∫  

记 i ie W W⋅∇ = ，类似地定义 im ，并处理 iim ： 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )2 32 T 2
0 0 0 0 0 0

1
2ii ii i im m x m x x x D m x x x O x x e D me= ∂ +∇ ⋅ − + − + − = 

 
 

由矩阵理论可知 

( ) ( )T 2
0 0 .i i ix e D m x eκ =  

利用散度定理，并结合 m∇ 在边界上的性质，可导出 
2 2 2d d d .i i i iiW m x W m s W m x

Ω ∂Ω Ω
∇ ⋅∇ = ∇ ⋅ −∫ ∫ ∫n  

因此 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )

2 T 2

0

T 2 T 2 2 2
0 0

0

T 3 2
0

0

3 2
0

1

2 d

2 2 d

2 2 d

2 d

i

i

i

i i

i i i i

i i i

N

Li

J W e D me x

e D m x e e D m x D m x e W x

e D m x O R e W x

x N D m R W x

κ

κ

κ

α

α

α κ

α ∞

Ω
>

Ω
>

Ω
>

ΩΩ
=

=

 = + − 

 = + + 

 ≥ Θ − 
 

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫

 

其中 ( )0xΘ 是与 ( )0i xκ 相关的代量。由此得出所述不等式。 
我们据此完成 λ 的分离估计，先做如下计算： 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2 2 2 2

22
2 2 2 2 2 2

2

2 2

22
2 2 2

d div d d

d d d

d 2 d

d 2 d

d d d

x m x D x

m
V x m x x

D
mW x W m x

D x D W x

m
VW x mW x W x

D

λω ζ α ω ζ ω ωζ

α
ω ζ α ω ζ ω ζ

α α ω ζ ζ ω

ω ζ ω ζ

α
α

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω Ω

= − ∇ + ∇ ⋅∇

∇
+ + ∇ ⋅ +

= − ∆ − ∇ ⋅ ∇ + ∇

+ ∇ + ∇ ⋅∇

∇
+ + ∆ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫ ∫

             (13) 

整理上述公式可得 

( )
2

22 2 2d d dWD W m VW x W x D x
D
α λ ω ζ

Ω Ω Ω

  ∇ − ∇ + = + ∇     
∫ ∫ ∫                (14) 

应用上述结论，我们得到 
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( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ){ }( )0

21 122 2 2

0 0

1 1
2 2 2

0 0
0 0

1
2

0 0,
0

, d d d

d d d

min d

k
k k k k

k k

k k k
k k

kx B x R
k

WD W x D x D W m VW x
D

x CR W x VW x x CR V W x

x V x CR W x

αλ α ω ζ
Ω Ω Ω

= =

Ω Ω Ω
= =

∈ Ω
=

  + ∇ = ∇ − ∇ +     

≥ Θ − + = Θ − +

≥ Θ + −

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑∫

          (15) 

由上式估计可得 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( ) ( )
0

1
2 2

0 0, 2
0

, min d .kx B x R
k

C N D
D x V x x CR

R
λ α ω ζ∈ Ω

=

− Θ + ≥ − −∑∫  

因此 

( )
( ) ( )

0

2 2 2
0 2\ ,

1
d d .

B x R

DC R
x x

α
ω ζ ω

αΩ Ω

+
≤ ≤∫ ∫  

于是 

( )( )1
2 2 2 2

0 2
0

1
d 1 d 1 .k

k

DC R
x x

α
ω ζ ω ζ

αΩ Ω
=

+
= − ≥ −∑∫ ∫  

令 0D → 且 0R → ，得到 

( )
( )

( ) ( ){ }
0

0 0 0,
lim , minD x B x R

D x V xλ α→ ∈
≥ Θ +  

在小扩散极限下，主特征值的渐近行为由定理 3.1 给出。分析得到，极弱的扩散导致了一个“吸附”

过程：特征函数被紧紧束缚在势能最高点附近的极小邻域内。其沿法向的分布由扩散与势能的局域平衡

所主导，而曲率在此局域化过程中的贡献在积分后被吸收为一个全局常数。因此，在弱扩散主导的系统

中，主特征值在主导阶上由势函数在局部极大值点处的函数值及其 Hessian 矩阵在法向上的形式共同决

定，而几何曲率仅贡献一个整体的尺度因子。 

4. 总结与展望 

本文旨在探究二维线性二阶椭圆算子的主特征值在奇异极限下如何受区域几何影响。研究表明，尽

管在大对流与小扩散两种极限下，主特征值的渐近主项均不明显依赖于曲线的几何曲率，但本文采用的

基于曲率的移动坐标法却是得出这一结论所不可或缺的理论工具。为提供直观阐释，考虑这样一个例子：

在椭圆区域 Ω中，其内奇异曲线 Γ为一同心圆，势函数在 Γ上非均匀分布。在大对流情况下，主特征函

数并不集中于势能最高处，而是在势能沿流向下降最快的位置变得尖锐，系统行为由势能梯度主导，与

曲线几何形状无关。在小扩散的情况下，主特征函数表现为环绕 Γ的完整窄带，最大值位于势能最高点。

系统行为由势能极值点控制，几何曲率的影响被吸收到常数中。在这样的系统里，扩散导致基于势能极

值的全局集中，而对流引发基于势能梯度的局部集中。 

本工作构建的统一理论框架，不仅严格推导了渐近公式，更阐明了几何曲率在移动坐标系中的基础

性作用及其在极限下的特殊表现，统一了对两类极限行为的理解，揭示了曲率贡献如何在不同物理机制

下被吸收或压制的规律。 

未来值得进一步研究的方向包括：弱扩散与强对流同时变化时的耦合极限；时间周期性或随机对流

场下的主特征值行为；多曲线结构或更高维流形上的局域化机制；以及将本文方法拓展到非线性模型，

以分析由主特征值主导的稳定性与分岔行为。上述问题的深入研究将有助于推动参数依赖型椭圆算子谱
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理论的发展，并加深对复杂扩散–对流系统长期动力学特征的理解。 
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