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摘  要 

本文介绍了Lambert W函数和它的性质，特别是函数的定义域在(−1/e, 0)范围时，函数是双值函数。在

黑体辐射的求解中，需要应用到Lambert W函数，但在物理计算中，没有考虑该函数的双值问题，只求

解出一个解，而实际有两个解。在黑体辐射求解中应用了4次Lambert W函数，均有一个函数值小于−1
的情况，分别是−2，−3，−4，−5。Lambert W函数的性质在黑体辐射的计算中被忽视了。 
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Abstract 
This paper introduces the Lambert W function and its properties, particularly its bivalued nature 
when the domain is (−1/e, 0). The Lambert W function is required for solving blackbody radiation, 
but in physical calculations, its bivalued nature is often overlooked, resulting in only one solution 
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when two solutions are actually found. In the blackbody radiation calculation, the Lambert W func-
tion was applied four times, and in each case, one function value was less than −1: −2, −3, −4, and 
−5. The properties of the Lambert W function have been neglected in blackbody radiation calcula-
tions. 

 
Keywords 
Lambert W Function, Blackbody Radiation, Planck’s Law, Two-Valued Function 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. Lambert W 函数 

1758 年，Lambert 兰伯特通过对 x 的 q 次幂进行级数展开，解出了三项式方程 mx q x= + 。后来，他

将该方程数扩展至 x 的给定次幂[1] [2]。在文献[3]中，欧拉将兰伯特方程变换成更对称的形式 

 ( )x x vxα β α βα β −− = −   (1.1) 

用 x β− 代替 x，设m α β= 且 ( )q vα β= − 。欧拉版本的兰伯特级数解如下： 

 
( ) ( )( )

( )( )( )

2 3

4

1 11 2 2
2 6

1 3 2 2 3
24

nx nv n n v n n n v

n n n n v

α β α β α β

α β α β α β

= + + + + + + + + +

+ + + + + + + +
  (1.2) 

推导完成级数后，欧拉开始研究特殊情况，首先是α β= 。为了理解在原始三项式方程中的含义，我

们将(1.1)除以 ( )α β− ，然后令 β α→ ，得到 

 .log x vxα=  (1.3) 

欧拉注意到，如果我们能解方程(1.3)中 1α = 的解，那么我们就能解任意 0α ≠ 的解。为了证明这一点，

将方程(1.3)乘以α ，将 log xα 化为 log xα ，令 z xα= ，且 u vα= 。我们得到 log z uz= ，它就是 1α = 的方

程(13)。 
为了利用式(1.2)求解该方程，欧拉首先令 1α β= = ，然后将(1.2)式重写为 ( )1nx n− 的级数。接下来，

他令 n = 0，得到左边为 log x ，右边为一个级数形式： 

 
1 2 3 4

2 3 4 52 3 4 5log
2! 3! 4! 5!

x v v v v v= + + + + + .   (1.4) 

该级数在 1 ev < 时收敛，定义一个函数 ( )T v ，称为树函数[4]。它等于 ( )W v− − ，其中 ( )W z 定义为满足 

 
( ) ( )

( )
e ,

e .

W z

z

W z z

W z z

=

=
   (1.5) 

这两个函数有许多应用：例如，树木的枚举[4]-[8]；水波高度的计算[9]；以及 Pόlya 和 Szegö 考虑的

问题[10，问题 III.209，第 146 页]。Wright 使用 W 的复数分支和更一般的指数多项式的根来求解线性常

系数延迟方程[11]。在[12]中，Fritsch、Shafer 和 Crowley 提出了一种算法，用于对 x > 0 时 ( )W x 的一个

分支进行固定精度计算。计算机代数系统 Maple 多年来一直对 W 的这个实数值分支提供任意精度实现，
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并且从 Release 2 开始对所有分支都提供任意精度实现[13]。 
将式(1.5)用标准函数形式写下来，如式(1.6)所示。 

 
( )
( ) ( )

e ,

e .

x

W x

W x x

W x x

=

=
  (1.6) 

如果 x 为实数，则当 1 e x− ≤ 时， ( )W x 有两个可能的实数值(见图 1)。当满足 ( )1 W x− ≤ 时，我们将

分支记为 ( )0W x ，或者直接记为 ( )W x ，当这样就不会造成混淆时，满足 ( ) 1W x ≤ − 的分支记为 ( )1W x− 。

( )0W x 称为 W 函数的主分支。 
 

 
Figure 1. The two real branches of W(x). ——, W0(x); – – –, W−1(x) 
图 1. W(x)的两个实数分支。——，W0(x)；– – –，W−1(x) 

2. 黑体辐射和普朗克定律 

从历史上看，普朗克对白炽热源和光源光谱的解析对量子力学的发展起到了关键作用，因为它首次

提出了能量量子的概念，并暗示线状光谱是原子和分子中能量量子化的一种表现形式。普朗克辐射定律

在天体物理学以及热源和光源技术中也具有极其重要的意义。 
一般来说，白炽灯的热辐射会受到光源反射辐射的污染。因此，纯热辐射只能在无反射的物体(即完

全黑体)中观测到。因此，纯热辐射被称为黑体辐射。19 世纪末，物理学家认识到，黑体的最佳实验实现

方法是在腔壁上开一个孔。如果将腔体保持在温度 T，该孔将发出完美的热辐射，而不会受到任何反射辐

射的污染。 
假设我们有一个温度为 T 的热辐射源(或热发射器)。温度为 T 时，热发射器单位面积辐射的功率表示

为其出射率(或发射率) ( )e T 。在黑体实验中， ( )e T A⋅ 是通过腔壁上面积为 A 的孔泄漏的单位时间能量。 
要计算 ( )e T 与温度 T 的关系，首先我们需要找出它与热辐射中储存的能量密度 ( )u T 之间的关系。

一半的辐射会有一个朝向开孔的速度分量，因为所有相对于穿过开孔的轴线以 2ϑ ≤ π 角运动的辐射，都

会有一个朝向开孔方向的速度分量 ( ) ( )cosv cϑ ϑ= 。要计算黑洞方向辐射的平均速度 v，我们需要在正向

立体角 2 srΩ = π  ( 0 2ϕ≤ ≤ π , 0 2ϑ≤ ≤ π )上对 cosc ϑ 取平均值： 

 
2 2

0 0
d d sin cos

2 2
c cν ϕ ϑ ϑ ϑ

π π
= =

π ∫ ∫   (2.1) 

朝向开孔的有效能流密度为向前运动的能量密度，向前运动的平均速度为： 
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 ( ) ( ) ,
2 2 4

u T c cu T=   (2.2) 

在时间 t 期间，一定量的能量 

 ( )
4
cE u T tA=   (2.3) 

会从孔中逃逸。因此单位面积发射功率 ( ) ( )E tA e T= 为 

 ( ) ( )
4
ce T u T= .  (2.4) 

然而，普朗克辐射定律与光谱出射率 ( ),e f T 有关，其定义如下： 

 [ ] ( ) ( )2

1 2 1
, d ,

f

f f f
e T f e f T= ∫   (2.5) 

是频率 1 2f f f≤ ≤ 的辐射中单位面积发射的功率。具体而言，总发射率为 

 ( ) [ ] ( ) ( )0, 0
d , .e T e T f e f T

∞

∞= = ∫   (2.6) 

从操作上讲，光谱发射是频率 0f ≤  f f f′ ≤ + ∆ 发射的单位面积功率，并由频率间隔的宽度 f∆ 进行

归一化， 

 ( ) [ ] [ ] ( )
[ ] ( )0, 0,
0,0

, lim .f f f
ff

e e T
e f T e T

f f
+∆

∆ →

− ∂
= =

∆ ∂
  (2.7) 

光谱出射率 ( ),e f T 也可以表示为每单位面积和每单位频率的发射功率，或频率尺度上的光谱出射率。 
谱能量密度 ( ),u f T 的定义方式相同。如果我们测量频率在 f 和 f f+ ∆ 之间的辐射的能量密度

[ ] ( ),f f fu T+∆ ，则单位体积和单位频率的能量(即频率尺度上的谱能量密度)为 

 ( ) [ ] ( )
[ ] ( ),
0,0

, lim f f f
ff

u T
u f T u T

f f
+∆

∆ →

∂
= =

∆ ∂
  (2.8) 

辐射的总能量密度为 

 ( ) ( )
0

d , .u T f u f T
∞

= ∫   (2.9) 

方程 ( ) ( ) 4e T u T= 也分别适用于每个频率间隔 [ ],f f f+ ∆ ，因此也必须适用于相应的谱密度， 

 ( ) ( ), , .
4
ce f T u f T=   (2.10) 

在普朗克 1900 年的研究之前，人们就已经知道以下事实。 
• 经典热力学对光谱出射度 ( ),e f T  (瑞利–金斯定律)的预测是错误的，实际上是不合理的！ 
• 出射率 ( )e T 满足斯特藩定律(Stefan, 1879; Boltzmann, 1884) 

 ( ) 4 ,e T Tσ=   (2.11) 

其中斯特藩–玻尔兹曼常数 

 8
2 4
W5.6704 10 .

m K
σ −×

⋅
=   (2.12) 

• 每单位波长的光谱出射率 ( ) ( ) 2, ,
f c

e T e f T c
λ

λ λ
=

= ⋅  (即波长尺度上的光谱出射率)在波长处达到最大

值 
 3

max 2.898 10 m K 2898 m KTλ −⋅ = × ⋅ = µ ⋅   (2.13) 
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这就是维恩位移定律。 
难题在于解释观测到的曲线 ( ),e f T ，以及经典热力学为何失效。我们将通过计算谱能量密度 ( ),u f T

来探讨这些问题。公式(1.5)也得出 ( ),e f T 。 
计算 ( ),u f T 的关键在于认识到 ( ),u f T 可以分解为两个因子。如果我们想要知道 [ ], df f f+ 这个小

频率区间内的辐射能量密度 [ ] ( ), d , df f fu u f T f+ = ，那么我们可以首先问自己，在这个频率区间内，单位体

积内有多少个不同的电磁振荡模式 ( ) df f 。每个振荡模式都会为辐射能量密度贡献一个能量 ( ),E f T ，

其中 ( ),E f T 是温度 T 下频率为 f 的电磁振荡模式的能量期望值， 

 ( ) ( ) ( ), d d , .u f T f f f E f T=    (2.14) 

因此，光谱能量密度 ( ),u f T 可以分两步计算： 
1. 计算单位体积和单位频率的振荡模式数 ( )f  (“振荡模式计数”)。 
2. 计算温度为 T 时频率为 f 的振荡的平均能量 ( ),E f T 。 
然后可以组合结果来得出谱能量密度 ( ) ( ) ( ), ,u f T f E f T=  。 
单位体积和单位频率的电磁振荡模式数是量子力学中的一个重要量，结果为 

 ( )
2

3
8 .ff

c
π

=   (2.15) 

波长尺度上振荡模式的相应密度为 

 ( ) ( ) 2 4
8 .

f c

cf f
λ λ λ=

π
= ⋅ =    (2.16) 

统计物理学预测，在温度为 T 的系统中，能量 E 发生振荡的概率 ( )TP E 应该呈指数级抑制， 

 ( ) 1 expT
B B

EP E
k T k T

 
=  

 
.  (2.17) 

在经典物理学中，E 的可能值不受限制，可以在 0 E≤ < ∞之间连续变化。例如，对于任何频率固定为 f 的
经典振荡，振幅的不断增加会导致能量的不断增加。因此，根据经典热力学，温度为 T 时振荡的平均能

量为 

 ( )
0 0

d d exp .T Bclassical
B B

E EE E EP E E k T
k T k T

∞ ∞  
= = − = 

 
∫ ∫   (2.18) 

因此，根据经典热力学，黑体辐射中的光谱能量密度和相应的光谱出射率应为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3 2
8 2, , , , ,

4B b B
f c fu f T f k T k T e f T u f T k T

c c
π π

= = = =   (2.19) 

但这显然是无稽之谈：它预测每个热源都应该在高频/短波长下发射出不同数量的能量！这就是瑞利–金

斯定律的紫外灾变。 
马克斯·普朗克在 1900 年观察到，如果他假设频率为 f 的电磁波中的能量以频率的倍数量化，他就

能得出一个与热源光谱完美匹配的方程， 

 , .hcE nhf n n
λ

= = ∈   (2.20) 

高能振荡的指数抑制为 

 ( ) ( ) exp ,T T
B

nhfP E P n
k T

 
= ∝ − 

 
  (2.21) 
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但由于能量子 hf 的离散性，归一化概率现在是 

 ( ) ( ) ( )1 exp exp exp exp 1T T
B B B B

hf nhf hf hfP E P n n n
k T k T k T k T

        
= = − − − = − − − +        

        
,   (2.22) 

因此 ( )
0

1T
n

P n
∞

=

=∑ 。 

由此得出的每个振荡模式平均能量为 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0

exp exp 1

exp 1 exp 1 exp 1

T
n n nB B

n n nB B B

hf hfE nhfP n nhf n nhf n
k T k T

hf hf hfnhf n n hf n hf n
k T k T k T

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞ ∞

= = =

   
= = − − − +   

   
     

= − − + − + + − +     
     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  (2.23) 

前两个和相消，最后一项得出温度 T 时频率为 f 的电磁波的平均能量，即 

 ( )
exp

, .
1 exp exp 1

B

B B

hf
k T hfE f T hf

hf hf
k T k T

 
− 
 = =
   

− − − −   
   

  (2.24) 

与方程(2.15)中的 ( )f 结合，得到热辐射中光谱能量密度和光谱出射率的普朗克公式， 

 ( ) ( )
3 3

3 2
8 1 2 1, , ,

exp 1 exp 1
B B

hf hfu f T e f T
c chf hf

k T k T

π π
= =

   
− − −   
   

  (2.25) 

这些函数与观测到的光谱完美契合！图 2 和图 3 给出了 T = 5780 K 时的光谱 ( ),e f T 和最大频率为 f 的发

射功率 [ ] ( )0, fe T 。 
 

 
Figure 2. The spectral emissivity ( ),e f T  of a heat source 
at temperature T = 5780 K 
图 2. 温度为 T = 5780 K 的热源的光谱发射率 ( ),e f T   
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Figure 3. The emissivity [ ] ( ) ( )0, 0
df

f
e T f e f T′ ′= ∫  of a heat source at 

temperature T = 5780 K (i.e., the radiant power per unit area with a 
maximum frequency of f). As f approaches infinity f →∞ , the as-
ymptotic value is [ ] ( ) ( ) 4 7 2

0, 6.33 10 W me T e T Tσ∞ ≡ = = × , at tem-

perature T = 5780 K 

图 3. 温度 T = 5780 K 的热源的发射率 [ ] ( ) ( )0, 0
df

f
e T f e f T′ ′= ∫  (即

频率最大为 f 的辐射中单位面积的发射功率)。当 f →∞时，渐近

值为 [ ] ( ) ( ) 4 7 2
0, 6.33 10 W me T e T Tσ∞ ≡ = = × ，温度 T = 5780 K 

3. 黑体光谱与光子通量 

它们在白炽光源定量分析中的技术相关性使得深入探讨黑体光谱变得十分必要。黑体光谱也有助于更

深入地阐释光谱的概念，并解释光谱中的最大值在很大程度上取决于自变量(如波长或频率)和因变量(如
能量通量或光子通量)的选择。特别是，有时声称我们的太阳在波长 max 500 nmλ ≈ 处具有最大辐射输出。 

如果“辐射输出”的概念没有明确界定，且没有解释不同的完全合适的辐射输出概念会产生截然不

同的最大发射波长或频率，那么这种说法实际上是非常具有误导性的。我们将在下文中看到，上述陈述

仅适用于每单位波长的最大功率输出，即如果我们使用一个单色仪，将波长轴划分为等长度的区间
2d dc f fλ = ，那么我们会在 max 500 nmλ ≈ 附近的区间内发现最大功率输出。然而，我们还会发现，如果

我们使用单色仪，将频率轴分割成等长度的区间 2d dc f fλ = ，那么我们会在 max 340 THzf ≈ 附近的区间

内找到最大功率输出，该频率对应的波长为 max 880 nmc f ≈ 。如果我们追求的是最大光子计数而非最大

功率输出，那么光谱中的峰值会有其他值。 
既然普朗克辐射定律(2.25)与观测到的黑体光谱完美匹配，那么它也必然蕴含了斯特凡定律和维恩定

律。斯特凡定律可以按以下方式直接推导得出。单位面积的发射功率为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 3

3 20 0 0
d , d , 2 d .

exp 1
Bk T xe T f e f T e T x

xh c
λ λ

∞ ∞ ∞
= = = π

−∫ ∫ ∫    (3.1) 

积分求值 
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( ) ( ) ( )

( )

3 3
3

30 0 0
1 1

3 4

3 4
1 1

dd d exp 1 d exp
exp 1 d

d 1 6 6 4
15d

n n

n n

xx xx n x x nx
x n

nn n
ζ

∞ ∞ ∞∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

= − + = −  −

π
= = = =

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑
  (3.2) 

暗示 

 ( )
5 4

4
3 2

2
1

,
5

Bke T T
h c
π

=   (3.3) 

即，普朗克定律预示了斯蒂芬–玻尔兹曼常数与普朗克常数 h 的关系，而 h 可以通过之前对光谱的拟合

来确定， 

 
5 4

3 2
2 .
15

Bk
h c

σ π
=   (3.4) 

来自太阳的能量通量 ( ) 7 2, 6.33 10 W me f T = × ，在地球轨道处产生的剩余能量通量为 

( ) ( )2 21.37 kW me T R r⊕× =


。其中， 86.955 10 mR = ×


是太阳的半径， 111.496 10 mr⊕ = × 是地球轨道的

半径。 
为了推导维恩定律，我们设定 

 .
B B

hc hfx
k T k Tλ

= =   (3.5) 

然后我们有 ( ) ( ) 2, ,
f c

e T e f T c
λ

λ λ
=

= , 

 
( )

( )
( )

( )

2

5 2

2

6

exp
2 1 5,

exp 1 exp 1

exp2 1 5 ,
exp 1 exp 1

B

B

B B

hc
k Thc he T

k Thc hc
k T k T

xhc x
x x

λ
λ

λ λλ λ
λ λ

λ

  
  

∂ π   = − ∂    
− −         

 π
= −  − − 

  (3.6) 

这意味着当且仅当下式成立时，才能满足
( ),

0
e Tλ

λ
∂

=
∂

： 

 ( ) 5exp .
5

x
x

=
−

 

5e
5

x

x
=

−
方程的求解： 

( )5 e 5xx− =  

( )5 e 5xx − = −  

( ) 5 55 e e 5exx − −− = −  

( ) 5 55 e 5exx − −− = −  

两边同时取 ( )W x 函数 

( ) ( )5 55 e 5exW x W− − − = −   

( )55 5ex W −− = −  
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( )55 5ex W −= + −  

5 15e 0.03369 0.36788 e− −− ≈ − > − = −  

说明 ( )55eW −− 有两个值，一个为−5，一个为 0.0349。那么 x 对应也有两个值，一个为 0，一个约为 4.965。
x = 0 代入式 3.6，出现分母为 0 的情况，不能满足公式要求。从物理意义上说，如果 x = 0，在式 3.6 中

代表 Bk Tλ 为∞。 
此条件得出 x ≈ 4.965。因此，最大光谱发射率 ( ),e Tλ 的波长满足 

 max 2898 m K.
4.965 B

hcT
k

λ ⋅ = µ ⋅   (3.7) 

对于温度为 T = 5780 K 的热源，如太阳表面，这会产生 

 max
max

501 nm, 598 THz,cλ
λ

= =   (3.8) 

如图 4 所示。 
 

 
Figure 4. Spectral emissivity ( ),e Tλ  of a heat source with a 
temperature of T = 5780 K 
图 4. 温度为 T = 5780 K 的热源的光谱发射率 ( ),e Tλ   

 
人们还可以推导出维恩定律关于最大光谱发射率 ( ),e f T 的频率 maxf 的类比。我们有 

 
( )

( )
( )

( )

2

2

2

2

exp
2 1, 3

exp 1 exp 1

exp2 1 3 ,
exp 1 exp 1

B

B

B B

hc
k Thf hfe f T

f k Tc hf hc
k T k T

xhf x
x xc

λ

λ

  
  

∂ π   = − ∂    
− −         
 π

= −  − − 

  (3.9) 
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这意味着当且仅当满足下面的方程时，才能使方程
( ),

0
e f T

f
∂

=
∂

得到满足： 

( ) 3exp ,
3

x
x

=
−

 

3e
3

x

x
=

−
方程的求解 

( )3 e 3xx− =  

( )3 e 3xx − = −  

( ) 3 33 e e 3exx − −− = −  

( ) 3 33 e 3exx − −− = −  

两边同时取 ( )W x 函数 

( ) ( )3 33 e 3exW x W− − − = −   

( )33 3ex W −− = −  

( )33 3ex W −= + −  

3 13e 0.14936 0.36788 e− −− ≈ − > − = −  

说明 ( )33eW −− 有两个值，一个为−3，一个为−0.19，那么 x 也有两个值，一个为 0，一个为 2.819。物理

意义上说，如果 x = 0，在式 3.9 中代表 Bk Tλ 为∞。 
当解 x ≈ 2.81 时，最大光谱发射率 ( ),e f T 的频率因此满足 

 max GHz2.821 58.79 .
K

Bf k
T h

=    (3.10) 

如图 2 所示，这适用于温度为 T = 5780 K 的热源 

 max
max

340 THz, 882 nm
 

cf
f

= =    (3.11) 

波长尺度上的光子通量和频率尺度上的光子通量，分别记为 ( ),j Tλ 和 ( ),j f T ，定义如下。单位频率的光

谱发射度 ( ),e Tλ 与每分数波长或频率间隔的光子通量 d ln d d ln df f f λ λ λ= = − = − 直接相关。我们采用

(1.4)中用于光谱密度和积分通量的符号表示，有如下关系 

 
( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )

( )( ) ( ) ( )( )

0, 0,
0

0 0

, ,
ln

ln , , ln , .

f ff f T hfj f T hf j T h j T
f f f

hj f f T h j T hj Tλ λ λ λ

∂ ∂
= = =

∂ ∂

= = =
   (3.12) 

因此，对于给定的频率带宽 df ，优化光源的能量通量等同于在固定相对带宽 d df f λ λ= 的条件下优化

光子通量。 
从温度为 T 的热源每秒每单位面积和每单位波长发射的光子数量为 

 ( ) ( ) 4
2 1, , .

exp 1
B

cj T e T
hc hc

k T

λλ λ
λ

λ

π
= =

 
− 

 

  (3.13) 
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下式成立 

 ( ) ( ) ( )
( )

, exp
, 4 0

exp 1
T x

j T x
x

λ
λ

λ λ
 ∂

= − =  ∂ − 
  (3.14) 

如果 

( ) 4exp .
4

x
x

=
−

 

4e
4

x

x
=

−
方程的求解 

( )4 e 4xx− =  

( )4 e 4xx − = −  

( ) 4 44 e e 4exx − −− = −  

( ) 4 44 e 4exx − −− = −  

两边同时取 ( )W x 函数 

( ) ( )4 44 e 4exW x W− − − = −   

( )4 44x W− = −  

( )44 4ex W −= + −  

4 14e 0.07326 0.36788 e− −− ≈ − > − = −  

说明 ( )44eW −− 有两个值，一个为−4，一个为−0.079。那么 x 也有两个值，一个为 0，一个为 3.921。物理

意义上说，如果 x = 0，在式 3.13 中代表 Bk Tλ 为∞。 
这里解应该为 x ≈ 3.921。因此，最大光谱光子通量 ( ),j Tλ 的波长满足。 

 max 3670 μm K.
3.921 B

hcT
k

λ ⋅ = ⋅   (3.15) 

对于温度为 T = 5780 K 的热源，这会产生相应的结果 

 max
max

635 nm, 472 THzcλ
λ

= =   (3.16) 

如图 5 所示。 
波长尺度上的光子通量 ( ),j Tλ 也与每分数波长或频率间隔的能量通量有关，即 

d ln d d ln df f fλ λ λ= = − = − ， 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0
1 1, , ln , , ln ,fj T e T e T e f T e f f T

hc hc hc hc
λλ λ λ λ= = = =   (3.17) 

因此，对于固定波长带宽 dλ 的光子通量优化，等同于对于固定相对带宽 d df fλ λ = 的能通量优化。 
最后，温度为 T 的热源每秒、每单位面积和每单位频率发射的光子数量为 

 ( ) ( ) 2

2

, 2 1, .
exp 1

B

e f T fj f T
hf c hf

k T

π
= =

 
− 

 

  (3.18) 
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Figure 5. Spectral photon flux ( ),j Tλ  of a heat source 
with a temperature of T = 5780 K 
图 5. 温度为 T = 5780 K 的热源的光谱光子通量 ( ),j Tλ   

 
下式成立 

 ( ) ( ) ( )
( )

, exp
, 2 0

exp 1
J f T x

j f T x
f f x

 ∂
= − =  ∂ − 

  (3.19) 

如果 

( ) 2exp .
2

x
x

=
−

 

2e
2

x

x
=

−
方程的求解： 

( )2 e 2xx− =  

( )2 e 2xx − = −  

( ) 2 22 e e 2exx − −− = −  

( ) 2 22 e 2exx − −− = −  

两边同时取 ( )W x 函数 

( ) ( )2 22 e 2exW x W− − − = −   

( )22 2ex W −− = −  

( )22 2ex W −= + −  

2 12e 0.27067 0.36788 e− −− ≈ − > − = −  

说明 ( )22eW −− 有两个值，一个为−2，一个为−0.496。那么 x 也有两个值，一个为 0，一个为 1.594。物理
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意义上说，如果 x = 0，在式 3.18 中代表 Bk T 为∞。 
此条件解 x = 1.594 得到满足。因此，在频率尺度上，最大光谱光子通量 ( ),j f T 的频率满足 

max GHz1.594 33.21
K

Bf k
T h

=  

对于温度为 T = 5780 K 的热源，这会产生相应的结果 

 max
max

192 THz, 1.56 μm,cf
f

= =   (3.20) 

如图 6 所示。 
 

 
Figure 6. Spectral photon flux ( ),j f T  of a heat source 
with a temperature of T = 5780 K 
图 6. 温度为 T = 5780 K 的热源的光谱光子通量 ( ),j f T   

 
发射光子的通量是 

 ( ) ( ) ( )
3 3 2

3 20 0
d , 2 d

exp 1
Bk T xj T f j f T x

xh c
∞ ∞

= = π
−∫ ∫   (3.21) 

积分的计算 

 
( ) ( ) ( )

( )

2 2
2

20 0 0
0 1

2

2 3
1 1

dd d exp 1 d exp
exp 1 d

d 1 2 2 3
d

n n

n n

xx xx n x x nx
x n

nn n
ζ

∞ ∞

= =

∞ ∞

∞

=

∞ ∞

=

= − + = −  −

= = =

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑
  (3.22) 

结果是 

 ( ) ( ) 3 3
3 15

3 2 2 3

4 3
1.5205 10

m s K
Bk Tj T T

h c
ζπ

=
⋅ ⋅

= ×   (3.23) 
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假设太阳表面温度 T = 5780 K，则太阳表面的光子通量为 2.94 × 1026 m−2∙s−1，地球轨道的光子通量为 6.35 
× 1021 m−2∙s−1。平均光子能量 ( ) ( ) 1.35 eVe T j T = ，位于红外波段。 

4. 结论 

结合 Labert W 函数的计算，发现在黑体辐射的计算分析中，方程的求值都有一个 ( )exW x x= 形式的

解，在本文中，x 分别取了−2，−3，−4，−5。根据函数的性质， ( )exW x x= ，会得到整体方程的一个 0 解，

这个解对应与 Bk T 为∞，在含有 f 的公式中，还代表着 f = 0。而在以前关于黑体辐射的分析中，都是完全

忽略这个 0 解的存在。 
Labert W 函数在自变量定义域为(−1/e, 0)的范围时，函数是双值函数，不同于单值函数，此函数性质

在黑体辐射的计算中不应该被忽略。 
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