
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(2), 210-218 
Published Online February 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.152062 

文章引用: 刘海芸. 单调关联冗余系统寿命的随机比较[J]. 应用数学进展, 2026, 15(2): 210-218.  
DOI: 10.12677/aam.2026.152062 

 
 

单调关联冗余系统寿命的随机比较 
刘海芸 

西北师范大学数学与统计学院，甘肃 兰州 
 
收稿日期：2026年1月3日；录用日期：2026年1月28日；发布日期：2026年2月4日 

 
 

 
摘  要 

本文在元件独立和相依条件下讨论了单调关联冗余系统寿命的随机比较，给出了元件层面冗余和系统层

面冗余的系统寿命随机比较结果保持一致的条件，得到了可规避元件相依性对系统可靠性分析干扰的理

论结论，并通过数字算例证实了理论结果。 
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Abstract 
This paper discusses the stochastic comparison of the lifetimes of coherent systems with redun-
dancy under scenarios of component independence or dependence. It presents the conditions un-
der which the conclusions of stochastic comparison for system lifetimes between component-level 
redundancy and system-level redundancy remain consistent, derives theoretical results that can 
eliminate the interference of component dependence in system reliability analysis, and verifies the 
theoretical results through numerical examples. 
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1. 引言 

在系统设计中，添加冗余是一种提升系统可靠性的高效策略。适用于对系统可靠性要求极高的领域，

如卫星控制系统、飞机及机场控制系统、铁路控制系统等关键控制系统中。在数据中心领域，冗余设计

也已成为基本配置，通常会采用 N + 1 或 2N 的供电架构，空调也支持双路供电，以确保在任何组件出现

故障时，系统都能持续工作。特别是在热冗余的应用上，它通过在系统运行期间并联冗余元件，以确保

在初始元件发生故障时能够无缝切换，从而保障系统的连续运行。这种方法在实际操作中尤其重要，尤

其是在那些更换故障元件不仅不可行，而且耗时且成本高昂的场景中，通过采用热冗余，系统能够在不

中断服务的情况下，有效应对元件的故障，显著提高整体的可靠性。 
在研究可靠性时，对于系统来说我们会考虑系统元件是否独立，是否同质。冗余分配会考虑匹配和

非匹配的情况。在匹配中，冗余与原始组件具有相同的分布，而在非匹配中，冗余和原始组件是非同分

布的。许多研究者研究热冗余分配还会关注如何在元件层面或者系统层面分配到系统中。图 1 展现出了

系统冗余与元件冗余。 
 

 
Figure 1. Component-level redundancy and system-level redundancy 
图 1. 元件冗余与系统冗余示意图 

 
早期关于冗余分配问题的研究，大多均以系统各元件相互独立为前提假设。在普通随机序(ST 序)下，

具有元件层面冗余的系统，其可靠性普遍优于具有系统层面冗余的系统，这一经典结论被称为 BP 原则。

针对元件寿命满足独立同分布且冗余为匹配冗余 k-out-of-n 系统，Boland & El-Neweihi (1995) [1]将上述

结论推广到了失效率序。随后，Gupta & Nanda (2001) [2]分别探讨了匹配冗余与非匹配冗余两种情形下，

具有元件层面冗余与系统层面冗余的系统的反失效率序(HR 序)结果；Nanda & Hazra，(2013) [3]在串联系

统进一步将该结论推广至似然比序准则(LR 序)；Hazra & Nanda (2014) [4]又将研究结论拓展到反失效率

序(RH 序)。Singh & Singh (1997) [5]证明了对于 k-out-of-n 系统，在似然比序的判定标准下，具有元件层

面的热冗余系统优于具有系统层面的热冗余系统。Romera (2004) [6]则在非匹配冗余的条件下，基于各类

随机序，探究了串联系统中不同元件的工作冗余分配结论。Zhao (2015) [7]针对匹配冗余场景且元件寿命

服从指数分布的串联系统，完成了元件层面与系统层面冗余的 LR 序随机比较。Li (2024) [8]借助控制函

数，研究了元件层级与系统层级冗余之间的随机序关系。 
在实际情况中，元件相互独立这一假设往往并不成立。一方面，环境因素(应力、载荷、电压等)会导

致元件的寿命呈现统计相依性；另一方面，系统自身的结构特征也会使元件间产生相依关系。Navarro et 
al. (2007) [9]借助扭曲函数这一工具，深入分析了具有相依元件的单调关联系统可靠性，而该函数的构建
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则依托于系统的结构函数与相依结构(如 Copula 函数)。针对冗余分配这一核心问题，Navarro et al. (2013) 
[10]揭示了结构相同，元件寿命同分布且具有相依性的两类单调关联系统之间的寿命随机比较规律。

Belzunce (2011) [11]聚焦于含两个相依元件的串联与并联系统，给出了热冗余元件的优化分配结论；随后

Gupta & Kumar (2014) [12]在匹配冗余的框架下，分别基于普通随机序，失效率序，反失效率序与似然比

序这四类经典随机序，系统开展了相依元件的元件层面与系统层面冗余对比研究。Da & Ding (2015) [13]
进一步将相关结论从并联系统拓展至更具普适性的 k-out-of-n 系统。此后，Zhang et al. (2017) [14]突破匹

配冗余的局限，在冗余元件非匹配的场景下，推导了元件层级与系统层级冗余在随机序与反失效率序下

的结果。Yan & Wang (2022) [15]则针对非匹配冗余，元件异质且具有相依性的一致系统，完成了元件层

面与系统层面冗余的系统性研究。You & Li (2025) [16]将不同结构系统相依性进行了进一步研究。 
系统的可靠性不仅取决于单个元件的质量与特性，更关键地依赖于元件之间的相互作用关系—即元

件的相依性与独立性。准确刻画和区分元件的相依与独立状态，是开展系统可靠性分析、寿命预测及维

护策略优化的前提。当元件之间呈现独立关系时，系统分析可借助概率统计中的独立事件性质简化计算；

而当元件存在相依性时，忽略这一关系将导致模型与实际情况严重偏离，进而引发决策失误。因此，深

入剖析元件相依性与独立性，对提升系统可靠性分析的科学性与准确性具有重要理论与实践价值。基于

此，本文将从元件相依性与独立性出发，寻找元件是相依或元件是独立情况时，单调关联系统在满足什

么条件下，具有元件层面冗余与系统层面冗余的两种系统寿命的随机比较结果一致，即随机比较结果不

用考虑元件是否相依带来的误差。 

2. 基本概念 

在可靠性分析中，通过随机序可直接判断两个元件寿命分布的优劣，为系统设计选型提供理论指导；

在金融学中，借助随机序可精准比较不同资产的风险水平，为投资组合构建提供核心决策准则。因此，

清晰界定随机序的基本概念，对其深入探讨有利于我们更好地得出理论性质。下文将首先给出随机序的

核心定义。 
定义 1 [9]设 X 和 Y 是两个连续非负随机变量，其生存函数分别为 ( ) ( )XS t P X t= > ， ( ) ( )YS t P Y t= > 。

若对任意 0t ≥ ，有 ( ) ( )X YS t S t≥ ，则称 X 关于 Y 满足 ST 序，记为 stX Y≥ 。 

定义 2 [9]设 X 和 Y 的失效率率函数分别为 ( ) ( )
( )

X
X

X

f t
h t

S t
= ， ( ) ( )

( )
Y

Y
Y

f t
h t

S t
=  (其中 ,  X Yf f 为概率密度函

数)。若对任意 0t ≥ ，有 ( ) ( )X Yh t h t≤ ，则称 X 关于 Y 满足 HR 序，记为 hrX Y≥ 。 

在可靠性工程、随机比较分析及概率统计领域，扭曲函数(Distortion Function)是一类定义在区间上的

单调函数，常用于构建系统的可靠性指标(如系统生存函数、失效率函数)，是连接元件可靠性与系统可靠

性的重要工具。 
定义 3 [10]设函数 [ ] [ ]: 0,1 0,1T → 满足以下三个条件，则称 ( )T x 为扭曲函数： 
1) 边界条件： ( )0 0T = 且 ( ) 11T = ； 
2) 单调性： ( )T x 是单调非降函数，即对任意 1 20 1x x≤ ≤ ≤ ，有 ( ) ( )1 2T x T x≤ ； 
3) 可测性： ( )T x 是勒贝格可测函数(在工程与统计应用中，通常默认 ( )T x 为连续函数)。 

3. 主要结果 

本节主要研究 2 个分别拥有元件层面冗余与系统层面冗余的单调关联系统在满足什么条件下，系统

元件相依与系统元件独立时系统寿命的随机比较情况一致。简而言之，这一问题的等价说法是在研究单

调关联系统的 BP 原理时，在什么情况下可以不考虑元件的相依情况，将元件相依视为元件独立。下文将
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依次给出系统寿命在 ST 序与 HR 序下的随机比较结果。 
本文考虑由 n 个初始元件 1, , nC C 构成的单调关联系统，各元件寿命为 1, , nX X 且元件寿命分布函

数相同为 F0。该单调关联系统的寿命记为 ( )Xτ ，其中 ( )1, , nX X X=  。 
当系统元件独立时，具有元件层面冗余的单调关联系统 1cτ 的可靠性函数可表示为： 

( )( )
1 0

1 1
c

nm

i
i

F F tτ
=

 = − − 
 

∏ ， 

具有系统层面冗余的单调关联系统 1sτ 的可靠性函数可表示为： 

( )( )
1 0

1 1
s

m
n

i
i

F F tτ
=

= − −∏ ， 

当系统元件相依时，具有元件层面冗余的单调关联系统 2cτ 的可靠性函数可表示为： 

( )( )
2 0

1 1
c

m

i
i

F h F tτ
=

 = − − 
 

∏ ， 

具有系统层面冗余的单调关联系统 2sτ 的可靠性函数可表示为： 

( )( )( )
2 0

1 1
s

m

i
i

F h F tτ
=

= − −∏ 。 

接下来讨论 2 个单调关联系统在元件独立与相依情况时系统寿命的 ST 序结果。 
定理 3.1 当系统满足以下条件 

( )( ) ( )( )( )
0 0

1 1 1 1
m m

i i
i i

h F t h F t
= =

 − − ≥ − − 
 

∏ ∏ ， 

系统将不用考虑元件的相依性， stc sτ τ≥ 恒成立。 
证明：首先研究系统元件独立时，具有元件层面冗余的系统与具有系统层面冗余的系统寿命的比较

结果， 

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 1 0 0

2
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2
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2
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n i n i
i i

nm m
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n
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i i i

m

i
i

F F F t F t

C F t C F t

C F t F t

n n
n F t F t F t

n n
n F t

τ τ
= =

= =

= =

= = =

=

 = − − + − 
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 = + − − + − − 
 

 + + − − + − 
 

−  = − − + − + − 
 

− −

−

−

−
= − + −

∏ ∏
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∏ ∏
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∏


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当 2n  时，
1 1

0
sc

F Fτ τ− ≥ 。 

接下来考虑系统元件相依时，两个系统寿命的比较结果。 
要想使系统元件独立与相依时系统寿命比较结果一致，先前我们已经得到了系统寿命表达式，直接

进行比较， 

( )( ) ( )( )( )
0 0

1 1 1 1
m m

i
i i

ih F t h F t
= =

 − − ≥ − − 
 

∏ ∏ 。 

对于已经得到的 ST 序结果，接下来，本文聚焦两个同类型单调关联系统，分别在元件相互独立与元

件存在相依关系的两类典型场景下，系统地推导并分析系统寿命的随机序(HR 序)判定条件，对比不同元

件相关性假设下 HR 序结论的异同。 
定理 3.2 当系统满足以下条件，当 

( ) ( )
( )

1 u h u
h u

′−  

关于 ( )0,1u∈ 是单调递减时，系统将不用考虑元件的相依性，
1 1hrc sτ τ≤ 恒成立。 

证明：先分别计算具有元件层面冗余的系统与具有系统层面冗余的系统这两个系统的失效率函数 

( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

1 0

1

0 0

1

00 0

d 1 1 1
d
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d

1 1 1 ,
1
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f t
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τ
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−
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  = − − −     

   = − − − −   
   

   = − − −    −   

∏

∏ ∏
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接下来计算两个系统的失效率函数的关系，先研究系统元件独立时，具有元件层面冗余的系统与具

有系统层面冗余的失效率函数的比较结果， 
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可得到
1 1hrc sτ τ≤ ，另一方面系统元件相依时，当系统满足， 
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关于 ( )iF t 是单调递减的，
2 2hrc sτ τ≤ 成立。令 ( )i iF t u= ， ( )0,1iu ∈  
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这里， 
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( )
0

1 1
m

i i
i

u u
=

− − ≥∏  

故，当
( ) ( )

( )
1 u h u

h u
′−

关于 u 是单调递减时， 2

2c

s
F

F
τ

τ

关于 t 单调递增，
2 2hrc sτ τ≤ 成立。 

定理中关于 h(u)的条件等价于 h 满足 New Better Than Used (NBU)类的老化性质，也等价于 h 是一个

对数凹(log-concave)函数。根据 ( )0 0h = ， ( )1 1h = ，h 单调非减的基本假设，当 ( ) ( )
( )

1 u h u
h u

′−
单调递减时，

可以得到 

( ) ( )( )h uv h u v≥ ， ( ), 0,1u v∀ ∈ ， 

即元件是正相依。它的物理意义是一个元件的生存会促进另一个元件的生存，系统的联合生存概率

高于独立情形。 
例 3.3 考虑由两个元件组成的串联系统，其结构为 ( )1 1 2min ,X Xφ = ，分别添加元件层面热冗余与系

统层面热冗余，两个新系统记为 1τ 和 2τ ，这两个系统结构的表达式为 

( ) ( )( )1 1 2 2min max , ,max ,c X Y X Yφ =  

生存函数满足 ( ) ( )expF t t= − 。系统的相依结构由 Clayton Copula 刻画(参数 0θ > )： 

( ) ( ) 1

1 2 3 1 2 3, , ; 2C u u u u u u
θθ θ θθ

−− − −= + + −  

当系统元件独立时，设具有元件层面冗余的单调关联系统
1s

τ 的可靠性函数为
1c

Fτ ，具有系统层面冗

余的单调关联系统
1s

τ 的可靠性函数可表示为
1S

Fτ 。当系统元件相依时，设具有元件层面冗余的单调关联

系统
2cτ 的可靠性函数为

2c
Fτ ，具有系统层面冗余的单调关联系统

2sτ 的可靠性函数为
2S

Fτ  

( )( )
1

2
1 21 1 1CF u u= − − −  

( )( )1

2 2
1 21 1 1SF u u= − − −  

( )( )( )2 1 21 1 1CF h u u= − − −  

( )( ) ( )( )2 1 21 1 1SF h u h u= − − −  
 

 

Figure 2. System survival function 
1c

Fτ  and 
1s

Fτ , 1 1t x= − , [ ]0,1x∈  

图 2. 系统生存函数
1c

Fτ 与
1s

Fτ ， 1 1t x= − ， [ ]0,1x∈  
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Figure 3. System survival function 

2c
Fτ  and 

2s
Fτ , 1 1t x= − , [ ]0,1x∈  

图 3. 系统生存函数
2c

Fτ 与
2s

Fτ ， 1 1t x= − ， [ ]0,1x∈  

 

其中 ( ) ( ) ( )
1

, 3 2h u C u u θ θθ
−−= = − ， 1u 是 1 2,X X 的生存函数， 2u 是 1 2,Y Y 的生存函数。图 2 与图 3 可发现

1 1SCF F≥ ，
2 2SCF F≥ ，证明了在上述系统中，在元件相依与元件独立时系统寿命随机比较结果一致。 
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