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摘  要 

为了推动网络编码实用化，2006年Médard等人提出随机网络编码概念，2008年Kschischang等人针对

错误纠正与数据恢复需求，提出子空间码模型，而定秩集秩度量码是用来构造子空间码的一类辅助码。

我们的研究围绕网络编码范畴展开，主要针对常维码与定秩集秩度量码这两类核心研究对象。在网络编

码基本原理的基础上，本文系统地研究了定秩集秩度量码的代数性质，给出了定秩集秩度量码的Singleton
界，证明了定秩集秩度量码的渐近最优性。 
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Abstract 
To promote the practical application of network coding, Médard et al. proposed the concept of ran-
dom network coding in 2006. In 2008, to address the requirements of error correction and data 
recovery, Kschischang et al. put forward the subspace code model, where rank metric codes with 
given ranks serve as a class of auxiliary codes for constructing subspace codes. Our research focuses 
on the field of network coding, with its primary focus on two core research objects: constant dimen-
sion codes and rank metric codes with given ranks. Based on the fundamental principles of network 
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coding, this paper systematically investigates the algebraic properties of rank metric codes with 
given ranks, derives the Singleton upper bound for such codes, and proves their asymptotic opti-
mality. 
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1. 引言 

网络编码[1]是在网络中进行信息传播时在中间节点进行编码的技术。为了提高通信性能，中间节点

应该转发它们接收到的数据包的随机线性组合。因此，当没有错误发生时，其数据包所张成的向量空间

是全局不变的。因为线性组合下的线性空间是不变的，所以它们正好是解码所需的码字[2]。本文考虑所

有子空间的维数都是一致的，也就是常维码(CDCs)。 
设 Grassmann 空间 ( ),qG n k 表示 n

qF 中所有维度为 k 的子空间的集合。众所周知，Grassmann 空间

( ),qG n k 的基数由 q 元高斯系数给出： 

( )
1

0

1,
1

n ik

q k i
iq

n qG n k
k q

−−

−
=

  −
=   − 

∏ 。 

一个参数为 ( ), , ,n M d k 的常维码C 是 ( ),qG n k 的一个子集，满足对于任意两个子空间 U, V C∈ ，子空

间距离为： 

( ) { } ( )U,V max dim U,dim V dim U VId d= − ∩ ≥ 。 

其中 , k n
qF ×∈U V 是矩阵，满足 ( )U rowspace= U 且 ( )V rowspace= V 。 

令 ( ), ,qA n d k 表示 ( ), , ,n M d k 常维码C 的最大可能个数。由于 ( ) ( ), , , ,q qA n d k A n d n k= −  (见文献[3])，
在不损失一般性的情况下，我们总是假设 2n k≥ 。 n

qF 的一个 k 维子空间 U 可以由一个 k n× 的生成矩阵表

示，该矩阵的行构成 U 的一个基。如果 ( )U, V ,qG n k∈ ，那 ( ),qG n k 上的子空间距离也可以表示为： 

( )U,V 2rank 2sd k 
= − 

 

U
V

。 

这两个矩阵通常不是唯一的。实际上，人们可以注意到，对于任何 ( )k qGL F∈A ， ( )U rowspace= AU 。

然而，Grassmann 流形元素存在唯一的矩阵表示，即行简化阶梯形。一个秩为 k 的 k n× 矩阵是行简化阶梯

形，如果： 
1) 一行的前导系数在该行中位于前一行前导系数的右侧； 
2) 所有前导系数都是 1； 
3) 每个前导系数都是其所在列中唯一的非零元素。 
为了获得最优的常维码，Silva、Kschischang 和 Kötter 在文献[4]中指出，最大秩距离码(MRDs)可以

导致渐近最优的 CDCs [2] [3]，并且在随机线性网络编码的背景下可以高效解码。许丽卿等学者[5]和刘双

庆等学者[6]选择定秩集秩度量码这种新的辅助码，将其运用于子空间码的构造实践中。对于子空间码的
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更多构造和界的相关信息，感兴趣的读者可以参考文献[2] [3] [6]-[18]。 
本文系统研究了文献[6]中引入的定秩集秩度量码，并给出了定秩集秩度量码的 Singleton 界，证明了

定秩集秩度量码的渐近最优性。我们还建立了定秩集秩度量码和子空间码之间的联系。 

2. 预备知识 

令 q 是一个素数幂， qF 表示 q 阶有限域， m n
qF × 表示 qF 上所有尺寸为 m n× 的矩阵的集合。对于矩阵

m n
qF ×∈A ，用 ( )rank A 表示 A的秩。 
定义 2.1： 

[ ],m n ：表示大于等于 m 并且小于等于 n 的连续整数。 
定义 2.2： 
对于矩阵 , m n

qF ×∈A B ，它们的秩距离定义如下： 

( ) ( ), rankRd = −A B A B ， 

并且秩分布已经确定。 
定义 2.3 [19]： 

[ ], , qm n k δ× －秩度量码C 是 m n
qF × 上的 k 维线性子空间，且满足最小秩距离 δ≥ 。 

对于 [ ], , qm n k δ× －秩度量码，它的 Singlenton 型上界为： 

( )1k m n δ≤ − + ， 

当等号成立时，称为最大秩度量(MRD)码，记为 [ ]MRD , qm n δ× 码。Delsarte [20] (1978)和 Gabidulin [21] 
(1985)分别证明了任何参数的最大秩度量码都是存在的。 

定理 2.4：(最大秩度量码的秩分布[20] [21]) 
对于任意的 [ ]MRD , qm n δ× 码，其秩分布由以下式子给出： 0 1A = ，当1 1i δ≤ ≤ − 时， 0iA = ，并且有 

( ) ( )( )12
0 1 1

i j
j ii m j

i j
q q

n i
A q q

i i jδ

δ
δ

− 
 − + 

+ =

+   
= − −   + −   

∑ ， 

其中 0 i n δ≤ ≤ − 。 
进一步，对码字的秩进行限制，则得到了定秩集秩度量码。 
定义 2.5： 
对于 { }0,1, , 1K n⊆ − ， m n

qC F ×⊆ 是一个参数为 ( ), , qm n Kδ× -定秩集秩度量码，如果C 满足 
1) 对于任意的 C∈C ， ( )rank C K∈ ； 
2) 对于任意的 1 2, C∈C C ，且 1 2≠C C ，有 ( )1 2,Rd δ≥C C 。 
如果 C M= ，则一个参数为 ( ), , qm n Kδ× -定秩集秩度量码可以表示为 ( ), , , qm n M Kδ× -定秩集秩度

量码。给定 , ,m n K 和δ ，其中 m n≥ ，记号 ( ), ,R
qA m n Kδ× 表示所有参数为 ( ), , qm n Kδ× -定秩集秩度量码

中码字个数的最大值。最近，季利均等人给出了定秩集秩度量码的球填充上界。 

3. 定秩集秩度量码(GRMCs)的 Singleton 界 

本章主要研究定秩集秩度量码的 Singleton 型上界，并且证明出当参数满足 1Rm n r d≥ ≥ ≥ ≥ > 时，

[ ]( ), , , , ,
q

m n M d r n×  定秩集秩度量码的渐进性是最优的。进一步，对一类特殊的定秩集秩度量码进行研

究，即 { }( ), , 2, 1,
q

n n M n n n× − − -定秩集秩度量码，并展示了其上、下界的比。已有文献中定秩集秩度量

码的球填充界需依赖于对集合 ( ) ( ){ }: rank rankm n
q jB B i B E l×∈ = − ≤且 的估计，目前学界尚未形成对该
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集合的有效估计方法，导致球填充界难以给出显式表达，而本文提出的 Singleton 界是显式的表达式，且

对于部分类别的定秩集秩度量码而言，该界能够达到渐近最优。 
引理 3.1 (定理 8 [12])： 
当 1Rm n r d≥ ≥ ≥ > 时， 

( ) ( ), , , 1R R R
q

n
A m n d r m r d

r
α

 
× ≤ ⋅ − + 

 
。 

其中 ( ) ( )1
0, i m j

jm i q qα −

=
= −∏ 。 

定理 3.2 (定秩集秩度量码的 Singleton 界)： 
当 1Rm n r d≥ ≥ ≥ > 时， 

[ ]( ) ( )1
1

1
, , , ,R

R

n d RR
q R i r d

q

n d
A m n d r n m i

i
α− +

= − +

− + 
× ≤  

 
∑ 。 

证明 设C 是任意一个 [ ]( ), , , ,R q
m n M d r n× -定秩集秩度量码。考虑通过对C 中的所有码字任意删除

1Rd − 列得到的码C′。此时C′是一个 ( ) [ ]( )1 , ,1, 1, 1R R R q
m n d M r d n d× − + − + − + -定秩集秩度量码。 

将C′分解为不同秩的码字集合
1

1
R

R

n d
ii r dC C− +

= − +
′ ′= ∑ ， iC′表示C′中秩为 i 的所有码字。由上述引理， 

( )
1

,R
i

q

n d
C m i

i
α

− + 
≤  
 

。 

因此， 

( )1
1

1
,R

R

n d R
i r d

q

n d
C C m i

i
α− +

= − +

− + 
≤  


′=


∑ 。 

证毕。 
推论 3.3： 
当 1Rm n r d≥ ≥ ≥ > 时，存在 [ ]( ), , , ,R q

m n M d r n× -定秩集秩度量码，使 

( )1

1

lim 1
1

,R

R

q n d R
i r d

q

M
n d

m i
i

α
→∞ − +

= − +

=
− + 

⋅ 
 

∑
。 

证明  设 ii r
nC C
=

=


， iC 表示一个 [ ]MRD , R qm n d× 码中秩为 i 的所有码字。根据定理 2.3，有

1 ii
nC A
=

= ∑ 。考虑 ( ) ( )( )1
0 1 1

2
RR i n dn d m jR

n j
R q

n n d j
A q q

n d j
− +− +

=

− −   
= − −  − −   
∑ 。 

设 ( ) ( )( )1 1
2

m jR
j

R q

n n d j
f q q q

n d j
+− −   

= −  − −   
，则 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2

1
deg 1

2
1 21 1

2 2 2

R R
j R R

R R
R

n d j n d j
f q n d j d j m j

n d n d m
j m d j

− − − − −
= − − + + + +

− + − + = − + − + + 
 

 

对于
10
2Rj m d≤ ≤ − + ， ( )( )deg jf q 是 j 的增函数，并且 
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( )( ) ( )1deg 1
Rn d Rf q m n d− − = − + 。 

令 ( ) ( )1
1

Rm n dC q h q− += − ，其中 ( )( ) ( )1deg 1Rh q m n d< − + 且 ( )1 0h q > 。根据定理 3.2，有 

[ ]( ) ( )1
1

1
, , , ,R

R

n d RR
q R i r d

q

n d
A m n d r n m i

i
α− +

= − +

− + 
× ≤ ⋅ 

 
∑ 。 

设 ( ) ( )
1

,R
i

q

n d
g q m j

j
α

− + 
=  
 

，则 

( )( ) ( ) ( )2deg 1 1j R Rg q n d j j mj j m n d j= − + − ⋅ + = − + + − + 。 

由于当 j 为主元时， ( )( )deg jf q 在
1

2
Rm n dj + − +

≤ 时是增函数，所以对于 1 1R Rr d j n d− + ≤ ≤ − + ， 

( )( ) ( )1deg 1
Rn d Rg q m n d− + = − + 。 

可得 

( ) ( ) ( )1
21

1
,R R

R

n d j m n dR
i r d

q

n d
m j q h q

j
α− + − +

= − +

− + 
= − 

 
∑ ， 

其中 ( )( ) ( )2deg 1Rh q m n d< − + 且 ( )2 0h q > 。 

因此， 

( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1

1
1 2

1

lim lim 1
1

,

R

R
R

R

m n d

m n dq qn d R
i r d

q

q h qM
n d q h qm i

i
α

− +

− +→∞ →∞− +

= − +

−
= =

− +  −⋅ 
 

∑
。 

证毕。 
推论 3.4： 
对于任意 { }( )1, , 2, 1,n n q

n n A A n n n−× + − − -定秩集秩度量码，其中 iA 表示在 [ ]MRD , 2 qn n n× − 码中秩为

i 的码字个数，有 

( )3

2

0.83
3

,
i

q

C

n i
i

α
=

>
 

⋅ 
 

∑
。 

证明 根据定理 2.3，可知 

( )( )
( )( )

( ) ( )
1

2 3
2

1 1 11 1 1
11 1

n n n
n n n

n

q q qA q q q q
qq q

−− − −
= ⋅ ⋅ − − − + −

−− −
， 

( )( )1
2

1

1 11 1
1 1

n nn
n

n

q qqA q
q q

−

−

 − −−  = ⋅ − + −
 − − 

。 

根据定理 3.2 中 GRMCs 中的 Singleton 界，有 

( )3 3 2 1 2
2

3
2 , n n n n

i
q

n i q q q q q q
i

+ +
=

 
⋅ ⋅ = − − − + + 

 
∑ 。 

由于 1n nC A A−= + ，所以 
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( ) ( )
1

3 3

2 2

3 3 3 2 3 1 3 3 1 2 1 1 3 2
1 1

3 3 3 2 3 1 3 5 3 2 5 3

3 1 2 2 1 5 3 2 1 5 3

3

3 3
, ,

2
2

21

n n

i i
q q

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

C A A

n i n i
i i

q q q q q q q q q q q
q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q
q

α α

−

= =

+ + + − − −

+ + + + + +

− − + + + −

+
=

   
⋅ ⋅   

   

− − + − − + − + + +
=

− − + − + + − + − +

− − − + + + + + − −
= −

∑ ∑

5
133 3 2 3 1 3 2 5 3

3 1

3 3 3 2 3 1 3 4 3 2

2
11 1

nn qn n n n n n

n

n n n n

q q q q q q q q q
q

q q q q q q q q

+−+ + + + +

−

+ + +

− − + + + − + − +

≥ − = −
− − + − − +

 

设函数 ( ) 4 3 2
11f q

q q q q
= −

− − +
，根据链式法则，对 ( )f q 求导，得到 

( )
( )

3 2

24 3 2

4 3 2 1q q qf q
q q q q

− − +
=

− +
′

−
。 

令 

( ) ( )3 2 24 3 2 1, 12 6 2D q q q q D q q q′= − − + = − − ， 

对于 [ )2,q∈ +∞ ， ( ) 0D q ′ ≥ ，则 ( )D q 单调递增，即 ( ) ( )2 17D q D≥ = 。可知 ( ) 0f q′ > ，即 ( )f c 在

[ )2,+∞ 上单调递增。 
所以当 2q = 时，可知 

4 3 2
11 0.83

q q q q
− >

− − +
。 

因此， 

( )3

2

0.83
3

,
i

q

C

n i
i

α
=

>
 

⋅ 
 

∑
。 

证毕。 

4. 结语 

尽管定秩集秩度量码在常维码的构造中扮演着不可或缺的角色，但其渐近最优性问题还未完全解决。

在现有的研究成果中，仅经典 MRD 码与部分特殊常秩码的最优性得到了验证，其余定秩集秩度量码的

最优性则仍有待进一步探究。 
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