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摘  要 

本文从WENO-Z格式的模版重组出发，提出了一种全局光滑因子，并对其进行加权处理，进而得到了一

种改进的五阶WENO-Z格式。该格式保证了在一阶极值点处的计算精度不降低，并在理论推导上满足收

敛精度的充分条件。选取了波动方程、一、二维欧拉方程组等经典算例进行数值测试。研究结果表明，

新格式在满足相同五阶精度的情况下，不仅拥有更好的激波捕捉能力，而且提高了对复杂流场结构的分

辨率。 
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Abstract 
Starting from the template reconstruction of the WENO-Z scheme, we introduce a global smoothness 
indicator and apply a weighted treatment to obtain an improved fifth-order WENO-Z scheme. This 
formulation guarantees that the computational accuracy at first-order extreme points does not de-
grade, and its theoretical derivation satisfies the sufficient conditions for convergence order. Clas-
sical test problems, including the linear equation and the two-dimensional Euler equations, are em-
ployed to assess the method. The results demonstrate that, at the same nominal fifth-order accuracy, 
the proposed scheme not only exhibits enhanced shock-capturing capability but also provides im-
proved resolution of complex flow-field structures. 
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1. 引言 

双曲守恒律方程是流体力学的基本控制方程之一，应用于描述流体运动和行为。由于该方程存在间

断解，即使初值条件足够光滑，依然会产生激波和间断现象。因此，为了有效地捕捉这些间断现象，并

减少其带来的数值不稳定性，学者们展开了众多数值格式研究。其中，加权本质无震荡(Weighted Essen-
tially Non-Oscillatory, WENO)格式的提出，推动了对包含激波等复杂流动结构的流场进行精确数值模拟的

进程。 
自 1987 年 Harden 和 Osher 在文献[1]中首次提出了 ENO 格式以来，1994 年 Liu 等在此基础上通过

非线性加权改进了模板，在文献[2]中提出 WENO 格式。1996 年，Jiang 和 Shu 对 WENO 格式进行了理

论分析，推广至任意阶有限差分形式，并在文献[3]中提出了光滑因子和非线性权重的计算方法，从而得

到了 WENO-JS 格式，该格式一经提出，便成为了经典 WENO 格式之一，许多学者在此基础上提出了新

的 WENO 格式。2005 年 Henrick 等对光滑因子进行映射，在文献[4]中提出了 WENO-M 格式，该格式确

保了在临界点附近精度不降低。然而权重计算公式复杂，计算量较大。为此，学者们在文献[5]-[7]中通过

映射函数来提高收敛精度，提出了多种新格式。2008 年 Borges 等对子模板的低阶光滑因子进行线性组

合，在文献[8]中提出了全局光滑因子概念，得到了 WENO-Z 格式，该格式在不增加计算量的前提下，能

够达到与 WENO-M 格式相同的精度，随后，在文献[9]-[12]中学者们提出了一系列光滑因子的改进方法，

但仍存在较大的数值耗散。为了减少耗散，Fan 等在文献[13]中基于拉格朗日插值多项式，提出了 WENO-
η格式，而 Arker 等在文献[14]中通过增加相对不光滑的子模板权重，提出 WENO-Z + 格式。Luo 等在文

献[15]中进一步提出 WENO-Z + I 格式，该格式不仅保证获得高于 WENO-Z 格式的分辨率，在临界点处

也能达到最佳收敛精度。 
尽管上述研究者们的格式改进提升了 WENO 格式的性能，然而如文献[16]-[19]中对非线性权重计算

方法的改进与模板优化之间关系的研究仍然较为有限。本文在五阶 WENO-Z 格式的子模板基础上，通过

改进其三点子模板，得到四个低阶的两点子模板，并对子模板进行重新线性组合，得到新的全局光滑因

子。理论分析中，新因子在一阶临界点保持了五阶精度。数值实验结果表明，改进的格式相较于其他经

典格式具有更低的耗散和更高的对流场结构分辨率。 

2. 基本的 WENO 格式 

2.1. 模型方程 

文献[1]中，一维标量守恒定律可以写成： 

 
( )

0,
f uu

t x
∂∂

+ =
∂ ∂

 (1.1) 

其中 ( ),u x t 是守恒变量， ( )f u 是通量函数。考虑一维的均匀网格 [ ],a b ，等分成 N 个网格，网格单元
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1 2 1 2,j j jI x x+ − =   ， jx j x= ∆ ， 0, ,j N=  。其中定义 1 2j jx x+ = 2x+∆ ， 1 2 1 2j jx x x+ −∆ = − ，且 1 2a x= ，

1 2Nb x += ，将其半离散化为： 

 ( )d
0,

d
j

j

x

'u f u
t x

∂ 
= − = 

∂ 
 (1.2) 

其中 ju 为 ( ),ju x t 的数值近似，存在通量函数 ( )h x ，通过隐式定义： 

 ( ) ( )2

2

1 d ,j x

j x

x

x
f x h

x
ξ ξ+∆

−∆
=
∆ ∫   (1.3) 

由上得到(1.2)式的守恒性质： 

 ( )1 2 1 2

d 1 ,
d

j
j j

u
h h

t x + −= − −
∆

  (1.4) 

( )1 2 1 2 ,j jh h x± ±=  

可以得到关于 ( )f x 的四次多项式逼近函数 ( )f̂ x ， 

 ( ) ( ) ( )5ˆ ,f x h x O x= + ∆  (1.5) 

2.2. WENO-Z 格式 

在文献[8]中，给定五点模版 { }5 2 1 1 2, , ,j j j jS I I I I− − + += ，五阶 WENO-Z 格式三个数值通量模板分别为

{ }0 2 1, ,j j jS I I I− −= ， { }1 1 1, ,j j jS I I I− += 和 { }2 1 2, ,j j jS I I I+ += ， 1 2jf + 的数值通量为 

 
2

1 2 , 1 2
0

ˆ ˆ ,j k k j
k

f fω+ +
=

= ∑   (1.6) 

对应子模板上各数值通量具体形式如下 

 

( )

( )

( )

0, 1 2 2 1

1, 1 2 1 1

2, 1 2 1 2

1ˆ 2 7 11 ,
6
1ˆ 5 2 ,
6
1ˆ 2 5 ,
6

j j j j

j j j j

j j j j

f f f f

f f f f

f f f f

+ − −

+ − +

+ + +

= − +

= − + +

= +







−





 (1.7) 

式(1.6)中，非线性权重计算公式为 

 
( )2

0

, ,k k
k k p

kl
l

dα
ω α

β εα
=

= =
+∑

  (1.8) 

其中 kd 为理想权重， 0
1

10
d = ， 1

6
10

d = ， 2
3

10
d = ， 1p ≥ 为光滑因子对非线性权重影响的指数，本文中选

取 1p = ， ε 为防止分母为零的正数，一般取 610ε −= ，局部光滑因子 kβ 通用计算公式为 

 ( )1 2

1 2

21
2 1

1

d ˆ d ,
d

j

j

lk xl
k klx

l
x f x x

x
β +

−

−
−

=

 
= ∆  

 
∑ ∫  (1.9) 

对于五阶 WENO-JS 格式， kβ 表示为 
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  (1.10) 

Borges 给出的五阶 WENO-Z 格式的非线性权为 

 5
2

0

, 1 ,
pZ

Z Zk
k k k

Z k
l

l

d
α τ

ω α
β εα

=

   = = +   +  ∑
 (1.11) 

其中 5 0 2τ β β= − 为全局光滑因子。 

3. 改进的 WENO 格式 

3.1. 模板重组 

如图 1 所示， 5S 上部分为 WENO-Z 格式的重构模版，下部分为改进 WENO-Z 格式的重构模版，记

作 WENO-NEW 格式。 
 

 
Figure 1. Reconstruction stencils of fifth-order WENO-NEW 
图 1. 五阶 WENO-NEW 格式重构模板 

 
新格式子模板四个光滑因子计算公式为 

( ) ( )2 2
00 2 1 01 1, ,j j j jf f f fβ β− − −= − = −  

 ( ) ( )2 2
02 1 03 1 2, ,j j j jf f f fβ β+ + += − = −  (2.1) 

通过线性组合得到新的全局光滑因子如下： 

 00 01 02 033 3
,

6NEW

β β β β
τ

− + −
=  (2.2) 

更新后的非线性权重为 

2

0

NEW
NEW k
k

NEW
l

l

α
ω

α
=

=

∑
 

 1 ,
p

NEW NEW
k k

k

d
τ

α
β ε

   = +   +  
 (2.3) 

相较于 WENO-Z 格式，新格式通过计算相邻点之间的差异性，提供了对流场局部光滑性更准确的评
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估，更敏感的反映流动特征的变化，既降低了激波或间断处数值耗散，也提高了光滑区域解的稳定性。 

3.2. 精度分析 

Henrick 等人在文献[5]中给出了由光滑因子判断 WENO 格式五阶收敛的充分条件，即每个模板上的

数值通量，根据泰勒展开式可表示为 

 ( )3 4
, 1 2 1 2

ˆ ,k j j kf h A x O x+ += + ∆ + ∆  (2.4) 

其中 kA 为与 x∆ 无关的常数。Borges 等人在文献[8]中给出了关于全局光滑因子 5τ 收敛性的详细证明过程

与分析，其将(1.10)式在 jx 处泰勒展开至五阶，由 5τ 的定义计算光滑因子，得到 

 ( )4 5
5

13 ,
3 j j j jf f f f xτ ′′ ′′′ ′= + ∆  (2.5) 

将新定义模板下的四个光滑因子在 jx 处泰勒展开至五阶，由 NEWτ 定义进行计算，可以得到： 

 ( )4 51 ,
3NEW j j j jf f f f xτ ′′ ′′′ ′= + ∆  (2.6) 

5τ 中项的权重组合表明，光滑因子计算更依赖于二阶与三阶导数的乘积，而新格式不仅在一阶临界

点保持了五阶精度，并且提供了更平衡的权重分配，处理高阶导数时，在光滑区域的计算更加简化，计

算更为稳定，在非光滑区域，能够更好地控制数值震荡。 

3.3. 频谱特性分析 

利用 Pirozzoli 在文献[20]中提出的近似色散关系(ADR)。可以对非线性格式进行频谱特性分析。ADR
分析通过求解模型方程。对给定网格上的全部 Fourier 模式进行求解。对于波数为ϕ 的正弦波，从数值结果

换算得到的修正波数为 ( )ϕΦ ，其是一个复数。其实部反映格式的色散性质，虚部则反映格式的耗散性质。 
从图 2 可知 WENO-NEW 格式频谱特性明显优于 WENO-Z 格式，证实了改进格式数值性能优越性，

同时实验结果也证实了 WENO-NEW 格式有更小的耗散性，则格式为非光滑模板分配了更大的权重其频

谱特性更好。另一个可以注意到 WENO-NEW 格式的耗散性总体上几乎等同于线性迎风格式，甚至在极

小的波数范围内小于线性迎风格式。 
 

 
(a) 
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(b) 

Figure 2. Comparison of the spectral properties of different WENO schemes 
图 2. 不同 WENO 格式的频谱特性曲线比较  

4. 数值实验 

4.1. 线性对流方程问题 

 [ ]0, 0, 2 ,u u x
t x

∂ ∂
+ = ∈

∂ ∂
  (3.1) 

初始条件为 ( )0 1 0.2sinu x= + π ，表示一个平滑的正弦波，采用周期边界条件，计算终止时间为 2.0 st = ，

时间离散方法使用三阶 TVD-RK 方法。表 1 与表 2 分别表示五阶 WENO-JS 格式、WENO-M 格式、WENO-
Z 格式与 WENO-NEW 格式的 1L 和 L∞ 误差与相应收敛阶的比较。 

由表 1 与表 2 数据可知，WENO-NEW 格式能实现最优收敛精度阶，计算误差在相同网格数下与

WENO-Z 格式、WENO-M 格式保持同一量级，都较 WENO-JS 格式小一个量级，且新格式的截断误差数

值更小。 
 
Table 1. Difference WENO scheme L1 error and convergence order of the linear transport equation at t = 2 s 
表 1. t = 2 s 时线性对流方程不同 WENO 格式的 L1 误差与收敛阶 

网格数 
WENO-JS WENO-M WENO-Z WENO-NEW 

Error Order Error Order Error Order Error Order 

20 49.68 10−×   41.01 10−×   41.04 10−×   41.00 10−×   

40 53.70 10−×  4.97 63.10 10−×  5.03 63.10 10−×  5.07 63.00 10−×  5.01 

80 61.20 10−×  5.00 89.71 10−×  5.00 89.65 10−×  5.05 89.61 10−×  5.00 

160 83.75 10−×  5.01 93.04 10−×  5.00 93.01 10−×  5.00 92.94 10−×  5.00 

320 91.06 10−×  5.04 119.52 10−×  5.00 119.36 10−×  5.00 119.22 10−×  5.00 
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Table 2. Difference WENO scheme L∞  error and convergence order of the linear transport equation at t = 2 s 
表 2. t = 2 s 时线性对流方程不同 WENO 格式的 L∞ 误差与收敛阶 

网格数 
WENO-JS WENO-M WENO-Z WENO-NEW 

Error Order Error Order Error Order Error Order 

20 49.68 10−×   41.62 10−×   41.70 10−×   41.64 10−×   

40 53.70 10−×  4.71 65.12 10−×  4.98 65.20 10−×  5.03 65.15 10−×  4.99 

80 61.20 10−×  4.94 71.61 10−×  4.99 71.62 10−×  5.01 71.50 10−×  5.00 

160 83.75 10−×  5.01 95.04 10−×  5.00 94.93 10−×  5.00 94.51 10−×  5.00 

320 91.06 10−×  5.15 101.57 10−×  5.00 101.46 10−×  5.00 101.27 10−×  5.00 

4.2. 一维波动方程 

 
( ) ( ) ,

f uu S u
t x

∂∂
+ =

∂ ∂
 (3.2) 

u 表示波动的状态量， f 是通量函数， ( )S u 是源项，表示外部作用力或影响，此处为 0。 

4.2.1. 线性问题 ( ) ⋅f u c u=  

其中 1.0c = ，表示波的传播速度，采用周期边界条件，初始条件为高斯波， 0.5CFL = 。 

 ( ) [ ]
220

0 e , 1,1 ,midx xu x− −= ∈ −   (3.3) 

midx 表示波的中心位置，此处设为 0，网格数 200n = ，计算终止时间为 0.4 st = 。 
 

 
Figure 3. Numerical solutions of the linear problem 
图 3. 线性问题的数值解 

4.2.2. Buckley-Leverett 问题 ( )
( )
uf u

u u
=

+ −

2

22

4
4 1

 

采用周期边界条件，初始条件为高斯波 
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 ( ) [ ]
2 4

0 e , 1,1 ,midx xu xµ− −= ∈ −   (3.3) 

其中 0.01µ = 是扩散系数，计算终止时间为 0.4 st = ，网格数 200n = ， 0.5CFL = 。 
 

 
Figure 4. Numerical solutions of the Buckley-Leverett problem 
图 4. Buckley-Leverett 问题的数值解 

 
图 3 和图 4 是上述两种问题下各类型格式的数值计算结果，上述问题用于研究波动的传播与扩散现

象，如图 3、图 4 所示，WENO-NEW 格式在间断处更好的逼近精确解，在间断处能够更加有效地保持解

的稳定性和准确性。 

4.3. 一维欧拉方程组问题 

 
( )

0,
F UU

t x
∂∂

+ =
∂ ∂

 (3.4) 

其中守恒变量 ( ), ,U u Eρ ρ= ，通量函数 ( ) ( )( )2, ,F U u u p u E pρ ρ= + + ，一维欧拉方程组问题可以研究冲

击波、激波与稀疏波等基本流动现象，适合用来验证和测试数值方法的准确性与稳定性。通量分裂使用

Lax-Friedrichs 通量分裂方法，网格单元变量的计算使用 Roe 平均方法，边界条件为 Neumann 周期边界

条件。 

4.3.1. Sod 激波管问题 
初始条件为 

 ( ) ( )
( )
1,0,1 , 0.5,

, ,
0.125,0,0.1 , 0.5,

x
u p

x
ρ

 <=  ≥
 (3.5) 

式(3.5)可表示为 Sod 激波管问题。图 5 为各类格式的密度计算结果及激波与接触间断附近的分布放

大图，其中计算终止时间为 0.1 st = ， 0.5CFL = ，网格数 200n = ，可以观察出，WENO-NEW 格式数值

耗散较小，计算效果更好。 
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Figure 5. Numerical density solutions of Sod shock tube problem 
图 5. Sod 激波管问题的数值密度结果 

4.3.2. Lax 激波管问题 
初始条件为 

 ( ) ( )
( )
0.445,0.698,3.528 , 0,

, ,
0.5,0,0.571 , 0,

x
u p

x
ρ

 <=  ≥
 (3.6) 

此时式(3.6)可表示为 Lax 激波管问题。图 6 为各类数值格式密度计算结果及激波与接触间断附近的

分布放大图，其中计算终止时间为 0.15t s= ， 0.5CFL = ， max 1x = ，网格数 200n = ，图中可以看出，各

类数值格式虽都在接触间断附近产生数值震荡，但 WENO-NEW 格式计算结果更靠近精确解。 
 

 
Figure 6. Numerical density solutions of Lax shock tube problem 
图 6. Lax 激波管问题的数值密度结果 
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4.4. 二维欧拉方程组问题 

 
( ) ( )

0,
F U G UU

t x y
∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

  (3.7) 

其中守恒变量 ( ), , ,U u v Eρ ρ ρ= ， ( ) ( )( )2, , ,F U u u p uv u E pρ ρ ρ= + + ， ( ) ( )( )2, , ,G U v uv v p v E pρ ρ ρ= + +

是关于 x 和 y 的通量函数。二维欧拉方程组问题能够验证处理复杂流动特征时的能力，用于比较格式的

分辨率与解的稳定性。 

4.4.1. 二维 Riemann 问题 
计算区域为 [ ] [ ]0,1 0,1× ，该区域被 0.5x = 与 0.5y = 划分成四个区域。 
初值条件如下 

 ( )

( )
( )
( )
( )

1.5,0.0,0.0,1.5 0 0.5,0.5 1,
0.5323,1.206,0.0,0.3 0.5 1,0.5 1,

, , ,
0.138,1.206,1.206,0.029 0 0.5,0 0.5,
0.5323,0.0,1.206,0.3 0.5 1,0 0.5,

x y
x y

u v p
x y

x y

ρ

 ≤ < ≤ ≤
 ≤ ≤ ≤ ≤=  ≤ < ≤ <
 ≤ ≤ ≤ <

 (3.8) 

此时，式(3.8)可表示为 Riemann 问题。各类 WENO 格式计算 Riemann 问题的密度等值线分布图如图

7 所示，计算网格选用 400 400× 的均匀网格，边界使用 Neumann 边界条件， 0.5CFL = ，计算终止时间为

0.3 st = ，共绘制 30 条等值线。  
如图 7 中(a)~(c)显示，相较于其他 WENO 格式的数值结果，WENO-NEW 格式对滑移线附近的流场

微小变化结构捕捉最为精确，有效解析流场中的细微结构，局部适应性更强，具有更高的分辨率和精确

度。 
 

 
(a) 
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(b) 

 
(c) 

WENO 的数值结果：(a) WENO-JS；(b) WENO-Z；(c) WENO-NEW。 

Figure 7. Density contours of the 2D Riemann problem computed with the WENO-JS, WENO-Z and WENO-NEW schemes 
图 7. 二维 Riemann 问题不同格式(WENO-JS、WENO-Z、WENO-NEW)密度曲线图 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.153085


于春泷，张玲玲 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.153085 45 应用数学进展 
 

4.4.2. Double Mach Reflection (DMR)问题 
初始条件如下 

 ( )
( )

( )

11.4,0.0,0.0,1.0 tan ,
6 6, , ,
18.4,8.66, 5.0,20.0 tan ,
6 6

x y
u v p

x y
ρ

 < + ⋅= 
 −

π
≥ + ⋅



π



 (3.9) 

上述问题描述为马赫数为 10 的激波从以倾角为 30˚向右移动 0 1 6x = 处以倾角为 30˚向右移动， ,x y

的区间为 [ ] [ ]0,4 0,1× ，计算网格为 960 240× 的均匀网格，计算终止时间为 0.2 st = ， 0
1
6

x = 右侧使用反射

边界条件，绘制 30 条密度等值线，数值模拟结果如图 8 所示。 
 

 
(a) 

 
(b) 
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(c) 

WENO 格式的数值结果：(a) WENO-JS，CPU time：6576.9221 s；(b) WENO-Z，CPU time：6659.405 
s；(c) WENO-NEW，CPU time：6711.5042 s。 

Figure 8. Density contours of the DMR problem computed with the WENO-JS, WENO-Z and WENO-
NEW schemes 
图 8. DMR 问题不同格式(WENO-JS、WENO-Z、WENO-NEW)密度曲线图 

 
图中可以观察出，WENO-NEW 格式在马赫杆区域描绘的漩涡结构更加丰富，滑移线卷起的涡流特

征也更明显，耗散更低。这表明新格式具有更低的数值耗散和更高的空间分辨率，并且 WENO-NEW 格

式计算时间仅比 WENO-Z 格式增加 0.7%。 

5. 结论 

本文在五阶 WENO-Z 格式的基础上提出一种新的模板重组方法，得到改进全局光滑因子，理论分析

表明，WENO-NEW 格式在一阶临界点处能够达到最佳计算精度，且对导数的权重分配更加平衡，充分

利用了局部光滑性信息，提高了数值解的准确性。通过线性对流方程的算例研究，新格式展现出更小的

数值误差以及更优的精度稳定性。此外，基于一维和二维欧拉方程组的算例比较，数值实验结果表明，

WENO-NEW 格式不仅降低了间断处的数值耗散、分辨率更高，还在相同精度下，提高了对复杂流场细

微变化结构的捕捉能力。 
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