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摘  要 

非线性阻尼薛定谔方程刻画光脉冲在吸收型非线性光纤中的传输等有着广泛应用。本文基于阻尼方程空

间六阶紧致差分离散，结合阻尼项的分裂方程和Strang分裂法，构造了一种高阶紧致差分格式。利用能

量估计法分析了所提格式的能量和质量的衰减性质。进而，证明了所提格式的时间二阶、空间六阶误差

估计结果。最后，通过数值算例验证了该格式的有效性与可靠性。 
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Abstract 
The nonlinear damped Schrödinger equation has been widely applied in modeling the propagation 
of optical pulses in absorptive nonlinear optical fibers. In this paper, a high-order compact finite dif-
ference scheme is constructed by employing a sixth-order compact finite difference discretization in 
space for the damped equation, combined with a splitting formulation of the damping term and the 
Strang splitting method. The energy and mass decay properties of the proposed scheme are ana-
lyzed using the energy estimate method. Furthermore, second-order accuracy in time and sixth-or-
der accuracy in space are rigorously established. Finally, numerical experiments are presented to 
verify the effectiveness and reliability of the proposed scheme. 
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1. 引言 

非线性薛定谔(NLS)方程是物理学中极具影响力的经典方程，在光孤子传输、Bose-Einstein 凝聚体动

力学、等离子体 Langmuir 波包演化以及深水域小波陡重力波调制不稳定性等研究领域已有广泛应用。目

前求解 NLS 方程的数值方法[1]-[11]，主要包括物理信息神经网络(PINN)方法、Fourier 方法、多辛方法及

(紧致)有限差分法。然而，在实际应用中能量耗散及阻尼效应不可避免。为此，本文研究非线性阻尼项薛

定谔方程(DNLS)的初边值问题[12]-[14] 
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其中，i 1= − ，α 为色散项系数，β 为非线性项系数，η为阻尼项系数。 0η = 时，方程(1)退化为经典的

NLS 方程。 
[12]基于耗散的非线性薛定谔方程的一些共形守恒律，利用 Strang 分裂方法，构造了一种高阶紧致

共形多辛方法、一种保局部共形动量方法和一种分裂共形多辛 Fourier 拟谱方法。文献[13]提出并分析一

个求解耗散薛定谔方程的线性化紧致差分格式。通过引入一个新的变量来消除耗散项，原方程可化为一

个保持总质量和总能量的守恒系统，继而对这个守恒系统提出了一个高效的紧致差分格式。文献[14]将非

线性项的系数函数光滑截断为一个全局 Lipschitz 连续函数，并结合标准的能量方法，在对网格比没有任

何要求的前提下建立了格式在最大模意义下的最优误差估计。但是，文献[12]、[13]和[14]的空间误差阶

没有超过四阶，没有达到更高的误差阶。为此，本文将空间收敛阶提升到六阶，结合阻尼项的分裂方程

和 Strang 分裂法，构造了一种高阶紧致差分格式，采用 MATLAB 中的 fsolve 优化工具箱进行数值求解

迭代，使得该方程的差分格式有了更好的精度。Strang 分裂法在每个时间步内进行了两次评估，增加了
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瞬时计算负担，但得益于算法的对称结构，相邻步间的半步算子可以合并为全步，从而在长时仿真中使

计算开销与一阶分裂法相当。更重要的是，该方法允许在保持相同数值误差的前提下选取更大的时间步

长，显著提升了整体的计算效率。 
本文的结构安排如下：第 1 节引言。第 2 节构造有限差分格式，时间方向采用中心差分格式离散，

空间方向各阶导数则通过六阶逆紧致算子进行离散。第 3 节先验估计与收敛性分析。第 4 节通过数值实

例，验证该格式的有效性。 

2. 差分格式的构造 

针对求解区域 [ ] [ ], , 0,x a b t T∈ ∈ 进行网格剖分，取时间步长 T Nτ = ，空间步长 ( )h b a J= − ，其中

,J N 为正整数。记网格点 ( ), 0jx a jh j J= + ≤ ≤ ， ( ), 0nt n n Nτ= ≤ ≤ 。 ( ),u x t 为 ( ),u x t 的共轭，用 n
jU 表

示网格点 ( ),j nx t 处的精确值。 n
ju 表示其近似值， { }0 1, , ,h JI x x x=  表示区间 [ ],a b 上的节点集合。 hZ 表

示在离散网格点上定义的函数集合。 1
EH 表示定义在 hI 上的一组网格函数 u ，满足 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1, , , ,n n J n J nu x t u x t u x t u x t−= = = 。 

为使后续表述清晰，根据文献[11]的约定，本文所采用六阶紧致差分格式涉及的算子进行定义如下。 
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当 0η = 时，这些算子退化为标准算子。 
算子 1 2, , ,x x x xP Qδ δ 如下 
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六阶紧致差分格式中，满足 
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(4) 

由式(3)可知 ,x xP Q 是对角占优的，所以可逆，从而有
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其中 1 *
1 x xD P δ−= ， 1 2

2 xxD Q δ−= 。 

进一步，对于任意的网格函数 ,n n
hf g Z∈ ，定义如下离散内积和范数 

( ) ( )
1

1 11
, ,    , ,  max .

J
n n n n n n n n n

j j jj Jj
f g h f g f f f f f

−

∞ ≤ ≤ −=

= = =∑  

基于上述引进算子，在空间使用六阶紧致差分方法对 DNLS 方程进行处理，得到半离散系统 

 ( ) 2
2

di + i 0.
d j j jj ju D u u u u
t

α β η =+ +  (6) 

将方程(6)进行分裂为 
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 ( ) 2
2

d
d

0,i +j j jju D u u u
t

α β+ =  (7) 

和方程 

 
di i 0.
d jju u

t
η =+  (8) 

对于方程(7)，时间方向 Crank-Nicolson 格式进行离散可得 

 ( ) ( ) 22
11

1
2 2

2
1i 0

2
nn n
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j j j
j
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τ
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+−

+ + + = ， (9) 

而方程(8)容易求得解析解  

 ( ) ( )e 0 .t
j ju t uη−=  (10) 

进一步，采用 Strang 分裂法得到 DNLS 方程的全离散格式 

 2 2 2 2 2
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3. 先验估计与收敛性分析 

首先分析离散格式(11)的能量衰减律和质量衰减律。 
定理 1 对于任意的 0n ≥ ，格式(11)满足离散的能量和质量衰减律，即 

 ( ) ( )+1 2 6 +1 2 6e ,  e ,n n n nE E o h Q Q o hητ ητ− −= + = +  (12) 

其中 
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证明 式(11)与
1

2 2
n

t uD
η

+
− 作内积，并分别分析第一项、第二项和第三项如下 
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整理式(14)，(15)，(16)，取实部得 
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因而 
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式(11)与
1

2 2
n

t uA
η

+
作内积，并分别分析第一项、第二项和第三项如下 
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整理式(17)，(18)，(19)，取虚部得 
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因而 

( )22 61 2
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所以 

( )1 2 6e .n nQ Q o hητ+ −= +  

进一步，结合定理 1 的结论和文献[15]中先验误差估计技巧，可得如下先验误差估计结果。 
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定理 2 存在正常数C ，使得格式(11)的数值解 nu 满足 

2e .nu C
ητ

∞

≤  

由[16]中的解析解分析，可知存在正常数C ，使得方程(1)的解 ( ),u x t ，有
Lu C
∞
≤ 。 

定理 3 设初始条件 [ ]0 1 ,Eu H a b∈ ， nu 和 nU 分别是格式(11)的数值解和初边值问题(1)的精确解，则

存在与时间步长和空间步长无关的正常数C ，使得 

( )2 6 .n nu U C hτ− ≤ +  

证明  因为 nU 是初边值问题(1)的精确解，故令 2 2 2n n n
t j t j t jA A u A U
η η η

θ = − ， 
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由式(11)减式(20)得 
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即 
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在式(22)同乘 2 n
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θ ，同时对 j 从 1 到 1J − 求和 
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在式(23)两端取虚部 
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所以，有 
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根据 Grownwall 不等式，有 

( ) ( )2 20 4 12e ,1 n nt hc oητ θ θ τ≤ + +−  

当τ 充分小，整理得 

( )4 122 2 20e ,nn nt o hηθ θ θ τ≤ ≤ + +  

注意到 0 0θ = 时 

( )2 6 .n c hθ τ≤ +  

从而定理得证。 

4. 数值实例 

记能量和质量分别为 
1 2 1 2e ,  e .n n n nE E Q Qητ ητ+ − + −= =  

时间方向上与空间方向上的收敛阶如下 
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,

logt h h
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Order Order

err e hh rr
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τ τ
ττ

= = ， 

其中 ( )
0

, max n n

n N
err h u Uτ

≤ ≤
= − 。 

算例 4.1 为分析所提格式的收敛性，本算例考虑方程(1)取 1, 2, 0α β η= = = 时，退化为具有精确解
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( ) ( ) ( )2i 3i, sech 4 e x tu x t M x t −= − 的 NLS 方程初边值问题。此时，我们取边界条件为 ( ) ( )20, 20,u t u t− = 。 

当 1M = 时，计算误差阶，时间方向上的收敛阶如表 1 所示，空间方向上的收敛阶如表 2 所示。 
 
Table 1. When 1, 40 600T h= = , maximum norm error and convergence order in the time direction 
表 1. 1, 40 600T h= = 时，时间方向最大模误差与收敛阶 

τ  ( ),err hτ  tOrder  

0.1 0.1370 —— 

0.05 0.0331 2.0493 

0.025 0.0083 1.9956 

0.0125 0.0021 1.9827 
 
Table 2. When 1, 0.001T h= = , maximum norm error and convergence order in the spatial direction 
表 2. 1, 0.001T h= = 时，空间方向最大模误差与收敛阶 

h  ( ),err hτ  hOrder  

40/160 4.8656 × 10−4 —— 

40/200 1.2449 × 10−4 6.1088 

40/250 3.2213 × 10−5 6.0582 

40/300 1.0772 × 10−5 6.0082 
 

固定某一方向剖分步长充分小时，表 1 和表 2 分别展示了时间方向和空间方向最大模计算误差及其

收敛阶。如表 1 与表 2 所示，数值格式的收敛阶与理论预期高度吻合：时间方向呈现二阶精度，空间方

向达到六阶精度，这一结果与理论分析结论一致。 
算例 4.2 考虑 1, 2α β= = ，且η取不同值时，DNLS 方程初边值问题。 
首先，讨论初始条件 ( ) 2i,0 e sechxu x x= 且边界条件为 ( ) ( )20, 20,u t u t− = 时，阻尼系数对单孤立波的

影响。图 1 和图 2 分别展示了 [ ]0,3.2t∈ 内， 0.01η = 和 0.1η = 时孤立波的演化过程。从图 1 和图 2 可知，

随着阻尼项的变大，波的振幅下降显著。图 3 和图 4 分别描述了 [ ]0,3.2t∈ 内， 0.01η = 时质量和能量耗

散图形。图 5 和图 6 分别描述了 [ ]0,3.2t∈ 内， 0.1η = 时质量和能量耗散图形。图 3~6 表明，数值质量和

能量的耗散与理论分析结果高度吻合。 
 

  
Figure 1. The evolution process of a single wave ( 0.01η = ) 
图 1. 单孤立波演化( 0.01η = ) 
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Figure 2. The evolution process of a single wave ( 0.1η = ) 
图 2. 单孤立波演化( 0.1η = ) 

 

 
Figure 3. The numerical quality from T = 3.2 ( 0.01η = ) 
图 3. T = 3.2 时质量( 0.01η = ) 

 

 
Figure 4. The numerical energy from T = 3.2 ( 0.01η = ) 
图 4. T = 3.2 时能量( 0.01η = ) 
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Figure 5. The numerical quality from T = 3.2 ( 0.1η = ) 
图 5. T = 3.2 时质量( 0.1η = ) 

 

 
Figure 6. The numerical energy from T = 3.2 ( 0.1η = ) 
图 6. T = 3.2 时能量( 0.1η = ) 

 

当时间长度 60T = ，初始条件取 ( ) ( ) ( ) ( )0.05i 100.5i,0 sech 20 e sech 45 e xxu x x x −= − + − 时阻尼项系数对双

孤立波的振幅、质量和能量影响，模拟结果如图 7~12 所示。 
 

 
Figure 7. Double-wave collision ( 0.01η = ) 
图 7. 双波碰撞( 0.01η = ) 
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Figure 8. Double-wave collision ( 0.1η = ) 
图 8. 双波碰撞( 0.1η = ) 

 

 
Figure 9. Double-wave collision energy ( 0.01η = ) 
图 9. 双波碰撞能量( 0.01η = ) 

 

 
Figure 10. Double-wave collision mass ( 0.01η = ) 
图 10. 双波碰撞质量( 0.01η = ) 
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Figure 11. Double-wave collision energy ( 0.1η = ) 
图 11. 双波碰撞能量( 0.1η = ) 

 

 
Figure 12. Double-wave collision mass. ( 0.1η = ) 
图 12. 双波碰撞质量( 0.1η = ) 

 
从图 7~12 可知，阻尼系数对双孤立演化过程的影响与单孤立波的影响相似。随着阻尼系数η的增大，

孤立波的振幅、能量和质量均呈现衰减现象与理论分析相吻合。 

5. 小结 

对非线性阻尼薛定谔方程初边值问题，引入阻尼项的分裂方程和Strang分裂技术，提出了一种高阶紧

致差分格式，并分析了格式的质量和能量耗散性质，进而证明了格式的时间二阶、空间六阶收敛精度。

利用所提格式通过模拟非线性阻尼薛定谔方程数值解发现，经过长时间传播演化，随着阻尼项的增强，

波的振幅下降显著，与理论分析结果相符合。 
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