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摘  要 

本文研究了受水平热梯度效应与热传导影响的二维可压缩流体模型的柯西问题。与现有文献中忽略热传

导的简化模型不同，热传导项的引入在真空远场条件下引发了新的困难：如何控制温度梯度项的增长。

为此，本文通过构造合适的权重函数并建立关于温度及其时间导数的新先验估计，有效克服了方程间的

耦合效应。在适当的初值和相容性条件下，我们证明了该模型强解的局部存在性和正则性。这一工作将

现有理论推广至更一般的物理框架，也为该模型在相关物理过程中的数值模拟与理论分析提供了坚实的

数学基础。 
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Abstract 
This paper investigates the Cauchy problem for a two-dimensional compressible fluid model sub-
ject to horizontal thermal gradient effects and heat conduction. In contrast to simplified models in 
the existing literature that neglect heat conduction, the inclusion of the heat conduction term intro-
duces new challenges under vacuum far-field conditions—specifically, controlling the growth of 
temperature gradient terms. To address this, we construct suitable weight functions and establish 
novel a priori estimates for both the temperature and its time derivative, thereby effectively over-
coming the strong coupling among the equations. Under appropriate initial conditions and compat-
ibility assumptions, we prove the local existence and regularity of strong solutions to the model. 
This work extends the current theory to a more general physical framework and provides a rigor-
ous mathematical foundation for numerical simulations and further theoretical analysis of related 
physical processes. 
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1. 引言 

在众多动态流体现象中，垂直与水平温度梯度均可能诱发流体流动的不稳定性。本文聚焦于水平温

度梯度的影响机制，这类梯度能够激发出多种复杂的流体动力学现象。例如，Yang [1]利用水平热梯度效

应研究了龙卷风、飓风等极端气象事件的形成机制。为探究由水平热梯度驱动的可压缩流体运动，传统

的可压缩流体模型无法直接适用。为此，Yang 与 Liu [2]构建了一个新的二维可压缩流体模型。 
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其中 ( )( )1 2, ,u u x t=u 是速度场，θ 为温度函数， 0vc > 为定容比热容， β 和δ 为物理常数， ( ),e x tϕµ µ −= ，

( ),e x tϕν ν −= ， lnϕ ρ= 为密度函数( ρ 为密度)， ( ),e x tk k ϕ−= ，F 为外力， 1
vh c H−= 为热源项， µ 、ν 和 k

为非负的粘性系数。函数 ( )Q u 定义为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2, 1Q e div .

2
x t

v
trcϕ µ ν− −  = ∇ + ∇ +  

u u u u  (2) 

注意到由热梯度动力驱动的模型(如飓风、热对流气体)其强烈的动力学变化往往集中在有限区域内，

而在远离该区域的介质中流体状态将趋于稀疏、平静。因此本文考虑的柯西问题设定在无穷远处趋于真

空条件。这一条件刻画了流体扰动在远场衰减至零的渐近行为，与物理观测中的特征一致。 
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现如今，可压缩流体模型在不同边界条件下解的性质已得到广泛研究。在多维空间中，Serrin [3]首次

证明了非真空条件下热传导可压缩流体方程解的唯一性，而同一问题的局部存在性结果则由 Nash [4]和
Itaya [5]分别独立建立。随后，Chen [6]在初始数据存在大幅振荡且考虑自由边界奇点的情况下，证明了

解的整体存在性。当初始数据允许真空时，Kim 和 Cho 等人[7]-[9]通过引入适当的初始相容性条件，建

立了初边值问题强解与经典解的局部存在唯一性理论。在具有真空远场条件的二维全空间中，Li [10]通
过引入权函数建立了强解的存在唯一性。在此框架下，Liang [11]建立了完全可压缩 Navier-Stokes 方程二

维柯西问题强解的局部存在性。Chen 与 Zhong [12]进一步推导了二维可压缩液晶流模型柯西问题局部强

解的存在唯一性。 
近期，Liu [13]在忽略热传导效应(即 0k = )这一简化条件下，研究了模型(1)的柯西问题。然而在实际

的流体动力学过程中，热传导是能量守恒与耗散的关键机制。因此，在模型中恢复热传导项是将其应用

于真实物理场景(如涉及显著热交换的流动)的必要步骤。尽管热传导项会促使温度分布趋于均匀，从而削

弱热梯度的驱动效应。然而在短时间内热传导的影响尚未充分展开，其耗散作用相对于热梯度的驱动作

用仍处于次要地位。此外，热传导项的加入导致能量方程与动量方程耦合更加复杂，同时也带来新的分

析挑战，其核心难点在于：如何在远场真空条件下，对由此产生的温度梯度项进行有效估计。而这一估

计问题在 Liu [13]的简化模型中并不存在，因此其分析框架无法直接适用。为克服这一困难，我们借鉴

Liang [11]的加权能量方法(引理 2.6)，针对温度场及其时间导数建立新的先验估计(引理 3.5~3.7)。基于此，

我们成功在全空间中建立起该模型强解的局部存在性与正则性理论，从而将 Liu [13]的结果推广至一个物

理上更一般、更真实的模型框架。 
在接下来的分析中，我们考虑 2Ω = R 的情形，并且令 0h= =F ，从而得到如下简化系统： 
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设定以下初始数据以及无穷远行为： 

 ( )( ) ( )( ) 2
0 0 0, , ,0 , , .,x x xϕ θ ϕ θ= ∈u u R  (4) 

 ( )( ) ( ), , , , ,0 ,  , 0 .x t x tϕ θ → −∞ → +∞ >u 当 时0  (5) 

定理 1.1 令常数 0 0, 2, 1q aη > > > 并定义 

 ( ) ( )0

1
2 212e ln e ,x x xη+= + +  (6) 

假设初值 ( )0 0 0, ,ϕ θu 满足 
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且满足以下相容性条件：存在 ( )2 2
1 2,g g L∈ R ，使得 
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则存在 0 0T ≥ ，使得模型(3)~(5)在 ( ]2
00,T×R 上存在强解 ( ), ,ϕ θu 满足 
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并且存在常数 0N >  (其中 { }: |n
NB x x N= ∈ <R )，使得 

 ( ) ( )0

0 2

, ,

0

1inf e d e d .
4

N

x t x t

t T
B

x xϕ ϕ

≤ ≤
≥∫ ∫

R

 (10) 

2. 预备知识 
本节汇集了一些已知结果和基本不等式，它们将在后续的分析中起到关键作用。标准的 Lebesgue 空

间和 Sobolev 空间定义如下： ( )r r
RL L B= ， ( ), ,k r k r

RW W B= ， ( ),2k k
RH W B= 。 

其中1 r< < ∞， 0R > ， { }: |n
RB x x R= ∈ <R 以及 0k ≥ 。 

引理 2.1 [2]假设初始数据满足 
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0 0 0 0, , inf .,
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∈
∈ >u  (11) 

其中δ ∈R ，则存在一个 0RT > ，使得方程(3)在边界条件 
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下存在唯一古典解 ( ), ,ϕ θu 满足 
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引理 2.2 [14]设 ( )1
Rf H B∈ ，且 ( ) ( )1,r q

R Rg L B W B∈ ∩ ，其中 ( )1,r∈ ∞ ， ( )2,q∈ ∞ 。则存在一个与 R
无关的正常数C 使得 
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 中的元素有下述加权 pL 估计。 
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引理 2.4 [10]设 x 和 0η 同(6)式中定义，Ω同引理 2.3。若 ( ) ( )1e L Lϕ ∞∈ Ω ∩ Ω 满足 
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1e d ,
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其中 1M 与 1 1N ≥ 为正常数且
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引理 2.5 [7]设 ( )( )1,
0, 1p

Rv w W B p∈ > 分别满足如下两个问题： 
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若 ( ), p
RF G L B∈ ，则存在一个与 R 无关的正常数C ，使得 
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引理 2.6 [11]设 ( ), ,ϕ θu 是问题(3)的解则有 

 
( ) ( )

( ) ( )

1

1

2tr 2div d
2

e e e div d .
R

R

b

B

b
v t

B

x x

c x xϕ ϕ ϕ

µ ν

θ θ βθ δ

 ∇ + ∇ +  

≤ + ⋅∇ + +

∫

∫

u u u

u u
 (22) 

其中 1 0b > 。 

3. 先验估计 

在本章节中，定义： 

 ( ) ( ), , ,2d , , .d ,
R

r r k r k r k k
R RB

x x L L B W W B H W⋅ = ⋅ = = =∫ ∫  (23) 

并设定 ( )0 0 0, ,ϕ θu 满足当 04 4R N≥ ≥ 且 0 1N ≥ 为固定常数时，有 
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B B
x xϕ ϕ≤ ≤ ≤∫ ∫  (24) 

令 0, , ,x a qη 如同定理 1.1 所设，定义： 
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本章的核心目标是建立与截断半径 R 无关的一致先验估计，以支持后续在 2R 上构造强解。为此，我

们引入辅助能量泛函 ( )tψ ，并对其各组成部分进行逐项控制。引理 3.1~3.2 控制速度及其时间导数；引

理 3.3~3.4 处理密度有界性；引理 3.5~3.7 则控制温度及其时间导数。所有估计最终被统一，得到 ( )tψ 在

某固定时间区间上的上界，且该界不依赖于 R 。于是证明了命题 3.1。 
命题3.1假设初始数据 ( )0 0 0, ,ϕ θu 满足条件(11)和(24)，并令 ( ), ,ϕ θu 成为由引理2.1在区域 ( ]0,R RB T×
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上所得到的(3)、(11)和(12)的解，则存在仅依赖于 0 0, , , , ,q a Nµ ν η 和 0E 的正常数 0T 和 0M ，使得下述不等

式成立 
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命题 3.1 将在本节的最后得证。接下来做一些估计，这将会在之后的引理证明中用到： 
首先，由基本的能量估计(参考[12]的 3.5 式)得出 
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0 0
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令 ( )0N NC Bφ ∞∈ 满足 
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其中 1N > 。根据(3)和(28)可以得出 
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对(30)式积分并结合质量守恒定律可得 
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其中 { }min 1,η η= 。于是参考[13]的(3.15)式可以推导出 
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结合(14)，(15)和(33)式以及 Young 不等式有 
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≤ + ∇  

 

≤ + ∇ + ∇ ∇


 
 

 
 


≤


u u u u

u u u u

 (35) 

类似地操作可以得到 
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 2 .
a

L

x C αθ ψ
∞

−
≤  (36) 

在以上和下文的证明中，出现的C 表示一个仅依赖于 0 0, , , , ,q a Nµ ν η 和 0E 的通用正常数，但与 R 无

关。此外，下文中出现的 1α > 是一个通用常数，其具体取值在不同行中可能有所变化。 
引理 3.1 设 ( ), ,ϕ θu 是问题(3)，(11)和(12)的光滑解，则存在 ( )1 1 0 0, 0T T N E= > 和常数 1α > 使得对任

意 ( ]10,t T∈ 有 

 ( )2
2

22

0 00
sup e d d .

t t
sL Ls t

s C C s sϕ αψ
≤ ≤

 ∇ + ≤ + 
 ∫ ∫u u  (37) 

证明：1、对方程(3)的 1 式两边乘以 e t
ϕu 并使用分布积分可得 

 
( ) 22 2

3

1

1 d div d e d
2 d

e d e div d e div d .

t

t t t i
i

x x
t

x x x R

ϕ

ϕ ϕ ϕ

µ ν

β θ δ
=

 ∇ + + 

= − ⋅∇ ⋅ + +

∫ ∫

∑∫ ∫ ∫

u u u

u u u u u 

 (38) 

利用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Holder 不等式结合(14)和(33)可得 

 2 16

4 222 23 3
1

1 1e d e e d
2 2

.t tL HL
x C x CR ϕ ϕ ϕ αψ≤ + ∇ ∇ ≤ +∫ ∫u u u u u  (39) 

根据(3)，(25)，(28)，(33)和(34)并分布积分有 

 ( )2
d de div d e div d e div ,d
d dt

x x x C
t t

R ϕ ϕ ϕ αβ θ β θ β θ ψ≤ − ≤ +∫ ∫ ∫u u u  (40) 

 
2 22

2
3

d e div d e e
d
d e iv d
d

.d

a a
L LL L L

x C x xR C
t

x C
t

ϕ ϕ ϕ

ϕ α

δ

δ ψ

∞ ∞
−≤ + ∇ ∇ + ∇

≤ +

∫

∫

u u u u

u
 (41) 

将 1 2 3, ,R R R 代入(38)得到 

 ( ) ( )2 2
2

22 21 d div e
2

.
d tL L L

B t C
t

ϕ αµ ν ψ′∇ + + ≤ +u u u  (42) 

其中 ( ) e div d e div dB t x xϕ ϕβ θ δ= +∫ ∫u u 满足 

 ( ) 2 2 2

2 22 e e .
4 L L L

B t C Cϕ ϕµ ν θ+
≤ ∇ + +u  (43) 

接下来由(15)和(35)，(44)和(37)分别可推出 

 ( )2 2

2
2 2 2 2e e .e e

q

q q
a a a aq q

L L L L
x C x C x x Cϕ ϕ ϕ ϕ αψ∞

−
− −≤ + ∇ ≤  (44) 

 
1

22e e .
a

a
LL

L

x x Cϕ ϕ αψ∞∞
∞

−
≤ ≤u u  (45) 

 e .
L

Cϕ αθ ψ
∞
≤  (46) 

2、对方程(3)的 2 式两边同时乘以 2e ϕθ 并分布积分，运用 Holder 不等式结合(46)得 
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2

2 2

2 2 2

d e e d e d
d

e div d e div

,

d

L
C x C x

t
C x C x

C

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

α

θ θ θ θ

θ θ

ψ

≤ ∇ + ∆

+ +

≤

∫ ∫

∫ ∫

u

u u  (47) 

 2

2

00
sup e d .

t

Ls t
C C sϕ αθ ψ

≤ ≤
≤ + ∫  (48) 

同理可以得到 

 2

2

00
sup e d .

t

Ls t
C C sϕ αψ

≤ ≤
≤ + ∫  (49) 

最后将(48) (49)代入(43)，所得结果结合对(42)求时间积分后可得到(37)得证。 
引理 3.2. 设 ( ), ,ϕ θu 和 1T 同引理 3.1，则存在常数 1α > 使得对任意的 ( ]10,t T∈ 有 

 ( )2
2

2 2

0 00
sup e d d .

t t
s s LLs t

s C C s sϕ αψ
≤ ≤

 + ∇ ≤ + 
 ∫ ∫u u  (50) 

证明：对方程(3)的 1 式两边乘以 eϕ 得 

 e e .div e et
ϕ ϕ ϕ ϕµ ν β θ δ+ ⋅∇ = ∆ + ∇ − ∇ − ∇u u u u u  (51) 

对(51)求时间导数再两边乘以 tu 所得结果在 RB 上积分可得 

 

( )

( )
( )

22 2

2 22

2

5

1

1 d e d d div d
2 d

e d e d e d

e d e e d

.

t t t

t t tt

t tt

i
i

x x x
t

C x C x C x

C x C x

I

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

µ ν

θ

=

+ ∇ +

≤ + ∇ ∇ + ∇

+ ∇ + ∇ +

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
∫ ∫

∑

u u u

u u u u uu u

u u u
 (52) 

根据(14)，(32)，(33)和(45)结合 Cauchy-Schwarz 不等式，Young 不等式，Holder 不等式得  

 2 2
2

2
1 e d e ,e

8t t t t tL LL L
C x C CI ϕ ϕ ϕ αµ ν ψ

∞

+
= ∇ ≤ ∇ ≤ ∇ +∫ uu u u u u u  (53) 

 
2 44 8 2

2 2

2

2
23 3

2 3

2

e e e

8

q q q
q q

a a
a

t tL LL L L
L L

t L

I I C x x x

C

ϕ ϕ ϕ

αµ ν ψ

∞
− −

− − 
 +
 
 

≤ ∇ ∇ + ∇

+
≤ ∇ +

u u u u u u

u

 (54) 

 ( )( ) 22 2
2 2

31
222

4 e e 1 e
8

,t t t tLL LLL L
CI Cϕ ϕ ϕ αµ ν ψ∞

+
≤ + + ∇ ∇ ≤ ∇ +u u u u u  (55) 

 ( )( ) 2
2

5 e 1 di d
8

.v t t Lt
C x CI ϕ αµ νθ ψ+

≤ − + ≤ ∇ +∫ u u  (56) 

将 1 5-I I 代入(52)得到 

 2
2

2 2d e .
d t t LL

C
t

ϕ αψ+ ∇ ≤u u  (57) 

结合(3)和(8)有 
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 ( ) ( )

( ) ( )2 2

22

0
2 22

1

e ,0 d limsup e div e e d

e 0 0 .

t t

L LL

x x x

g C

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

µ ν βθ δ

∞

−

→
≤ ∆ + ∇ −∇ + − ⋅∇

≤ + ∇ ≤

∫ ∫u u u u u

u u

 (58) 

最后对(57)在时间上积分结合(58)得到(50)，得证。 
引理 3.3 设 ( ), ,ϕ θu 和 1T 同引理 3.1，则存在常数 1α > 使得对任意的 ( ]10,t T∈ 有 

 { }{ }1 1 1, 00
sup e exp exp d .q

ta
L H Ws t

x C C C sϕ αψ
∩ ∩≤ ≤

≤ ∫  (59) 

证明：1、对(3)的 3 式两边同时乘以 e axϕ 得 

 ( ) ( )e e e ln e div 0.a a a a
t x x a x x xϕ ϕ ϕ ϕ∂ + ⋅∇ − ⋅∇ + =u u u  (60) 

对上式分布积分并结合(33)有 

( )

( )

0

16
65

211

6 31
6 6

d e d e ln d
d

.

e

e 1 e
a

aa

a a

a aa a
L

L L

x x C x x x
t

C x x C x

ηϕ ϕ

ϕ ϕ αψ
+

++

+−

− + −
+ +

≤ +

≤ ≤ +

∫ ∫ u

u
 

上式结合 Gronwall 不等式得到 

 { }1 00
sup e exp d .

ta
Ls t

x C C sϕ αψ
≤ ≤

≤ ∫  (61) 

2、对(60)两边同时作用∇，再同时乘以 ( ) ( )2
e e

ra ax xϕ ϕ−
∇ ∇ 得到 

 ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )2 2

d e ln e

.
d

e ln ln

r r

r r r

a a
L LL L

a
LL L L

x C x x
t

C x x x

ϕ ϕ

ϕ

∞ ∞

∞

∇ ≤ ∇ + ⋅∇ ∇

+ ∇ ∇ + ⋅∇ + ∇

u u

u u u

 (62) 

利用(15)推出 

 ( ) ( )
2 2

2
22 1 2 12 2 .q q

q q
q q

L L L L L
C C C C αψ∞

−
− −∇ ≤ ∇ + ∇ ∇ ≤ ∇ +u u u u u  (63) 

根据(35)，对任意的 0ε > 有 

 ( ) 2 1

2 2
1ln .rr

r
r r

L L HL L
x C x C Cε αψ∞

−
−∇ ∇ ≤ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤u u u u  (64) 

 ( )2 n .l rL
x C αψ⋅∇ ≤u  (65) 

将以上估计代入(62)结合(44)可得 

 ( )( )2 2

22d e 1 e e
d

.q q q
a a a

L L L L L
x C x x

t
ϕ α ϕ ϕψ

∩
∇ ≤ + ∇ + ∇ + ∇u  (66) 

根据引理 2.5 从(3)推断出 

 ( )2 e .e e er r r r rtL L L L L
C ϕ ϕ ϕ ϕθ∇ ≤ + ∇ + ∇ + ∇u u u u  (67) 

当 2r = 时，由(33)，(34)可推出 

 ( )2 2 2 2 2 2
2 21e e e .e

2tL L L L L L
C Cϕ ϕ ϕ ϕ αθ ψ∇ ≤ + ∇ + ∇ + ∇ ≤ + ∇u u u u u  (68) 
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当 r q= 时利用(14)，(32)，(33)得 

 ( )2 2 1 2 12

2

1 1 2 2
2 e e

.

q q

q q
q q q q

t t L L H L HL LL

t L

C C C C C

C C

α ϕ α α α ϕ

α α

ψ ψ ψ ψ θ θ

ψ ψ

− −

∇ ≤ + ∇ + ∇ ∇ + + ∇ ∇ + ∇

≤ ∇ +

u u u u u

u
 (69) 

上式结合(68)，利用 Gronwall 不等式得 

 { }2
2

0
exp d ,

t

L
C C sαψ∇ ≤ ∫u  (70) 

 ( ) { }2

2 22
0 0 0 0

d d d exp d .q

t t t t
s LL

s C s C s C C sα α αψ ψ ψ∇ ≤ ∇ + ≤∫ ∫ ∫ ∫u u  (71) 

对(66)运用 Gronwall 不等式结合(70)和(71)可得 

 ( ) { }{ }2 00
sup e exp exp d .

q

ta

L Ls t
x C C C sϕ αψ

∩≤ ≤
∇ ≤ ∫  (72) 

类似地，对(60)两边同时乘以 ( ) 1
e

raxϕ −
并在 RB 上积分可得 

 { }{ }2 00
sup e exp exp d .q

ta
L Ls t

x C C C sϕ αψ
∩≤ ≤

≤ ∫  (73) 

最后，(61)，(72)和(73)推导出(59)，得证。 
引理 3.4 设 ( ), ,ϕ θu 和 1T 同引理 3.1，则存在常数 1α > 使得对任意的 ( ]10,t T∈ 有 

 { }{ }1 1, 00
sup e exp exp d .q

t

H Ws t
C C C sϕ αψ

∩≤ ≤
≤ ∫  (74) 

证明：对 ( ) ( )e e 0t
ϕ ϕ∂ +∇ ⋅ =u 两边同时作用∇，再同时乘以

2
e e

rϕ ϕ−
∇ ∇ 得到 

 ( )( )2 2d e e e 1 e .
d r r r r rLL L L L L L

C C C
t

ϕ ϕ ϕ α ϕψ∞ ∞∇ ≤ ∇ ∇ + ∇ ≤ + ∇ + ∇u u u  (75) 

利用 Sobolev 嵌入得到 

 ( )( )2 2 2 2 2
2 2d e e e 1 e

d
.q q q q qLL L L L L L L L L L L

C C C
t

ϕ ϕ ϕ α ϕψ∞ ∞∩ ∩ ∩ ∩ ∩
∇ ≤ ∇ ∇ + ∇ ≤ + ∇ + ∇u u u  (76) 

上式结合(70)和(71)，运用 Gronwall 不等式得到(74)，得证。 
引理 3.5 设 ( , , )ϕ θu 和 1T 同引理 3.1，则存在常数 1α > 使得对任意的 ( ]10,t T∈ 有 

 ( )2
2

2 2

0 00
sup e d d .

t t

LLs t
s C C sϕ αθ θ ψ

≤ ≤
+ ∇ ≤ +∫ ∫  (77) 

证明：取(22)中的 1 2
ab ≤ ，则当 { }10 min ,1b b< < 时， ( )1 21

a
bbx C x C x≤ + < 。再由(3)和(22)可得 

 ( ) ( ) ( ) 1
2

2e Q d e e e i .1 d v dbb
tLx x C C x x Cϕ ϕ ϕ ϕ αθ θ θ ψ≤ ∇ + + ⋅∇ + + ≤∫ ∫u u u u  (78) 

对(3)中 2 式两边同时乘以 eϕθ 并分部积分得 

 ( )2
22 2d e d e div d e div d e Q d .

2 d
v

vL

c
x k x x c x

t
ϕ ϕ ϕ ϕθ θ β θ δ θ θ+ ∇ ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫u u u  (79) 

利用(2)，(34)和(78)可推出以下估计 
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( ) ( )

2 24 2
8

3 2 1
6 2

2
2 2

2 1
3 32 2

e div d e div d e e e

e Q d e Q

,

.

a
a

L LL L L
L

b b

L L H
L L

x x x x C

x x x C C

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ α

ϕ ϕ α α

θ θ θ θ ψ

θ θ ψ ψ

∞

−

−

+ ≤ ∇ + ∇ ≤

≤ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤

∫ ∫

∫

u u u u

u u u u u

 

以上两式代入到(79)中并对时间求积分得(77)，得证。 
引理 3.6 设 ( ), ,ϕ θu 和 1T 同引理 3.1，则存在常数 1α > 使得对任意的 ( ]10,t T∈ 有 

 { }{ }2 2
2 2

2 2 22

0 00
sup e e d exp exp d .

t t
s s sL LL Ls t

s C C C sϕ ϕ αθ θ θ θ ψ
≤ ≤

 ∇ + + + 
  ∇ ≤ 

   ∫ ∫  (80) 

证明：1、在(3)的 2 式两边乘以 e t
ϕθ 得 

 ( )2
2

22d e e d e div d e div d e Q d .
2 d v t v t t t v tL L

k c c x x x c x
t

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕθ θ θθ β θθ δ θ θ∇ + = − ⋅∇ − − +∫ ∫ ∫ ∫u u u u  (81) 

上式中各项可利用 Holder 不等式，(32)，(34)和(78)推导出 

 2 24 4
2 2

2 2e d e
8q q q

q q

a a
a

v t t tL LL
L L

kc x x x x CCϕ ϕ αθθ θ θ ψ θ
− −

− −
− ⋅∇ ≤ ∇ ≤ + ∇∫ u u  (82) 

 ( ) ( ) 2
2

e div d e e e ,t t LL L L
x C Cϕ ϕ ϕ ϕ αβθ δ θ θ θ ψ

∞ ∞
− + ≤ + ∇ ≤∫ u u  (83) 

 ( ) ( ) 3 2

2 6

22 2e Q d e Q
8

.
b b

v t t tL L
L L

kc x C x x Cϕ ϕ αθ θ ψ θ
−

≤ ∇ ≤ + ∇∫ u u u  (84) 

将以上三式代入(81)得 

 2 2
2

22d e
2 d 4

.v t tL LL

k kc C
t

ϕ αθ θ ψ θ∇ + ≤ + ∇  (85) 

2、在(3)的 2 式两边乘以 eϕ 并求时间导数，之后再同时乘以 tθ 得到 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2
2 2 2

6

1

d e d e d e d e div d
2 d

e div d e div d e Q d

.

v
t t v t v t tL t t t

t t t v tt t

i
i

c
x k c x c x x

t
x x c x

J

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

θ θ θ θθ β θ θ

δ θ βθ δ θ θ

=

+ ∇ = − − ∇ −

− − + +

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∑

u u

u u u  (86) 

由(3)和(45)，结合 Young 不等式可得 

 2 2
2

2
1 2 e d e e

1
.

0v t t t t tL LL L

kJ c x C Cϕ ϕ ϕ αθ θ θ θ ψ θ
∞

= − ⋅∇ ≤ ∇ ≤ + ∇∫ u u  (87) 

利用(32)和(33)，结合 Holder 不等式可得以下估计 

 

4 4 28 42
2 2

4
2

4

2

2

3 3
2

11
2 24

2

e e e

e e e

0
,

1

q q q
q q

a a
a

t tL L LLL L
L L

a
a

t t LL L L
L

t L

J C C x x x

C x x

kC

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

α

θ θ θ θ

θ θ

ψ θ

∞
− −

∞ ∞

− −

−

≤ ∇ ∇ + ∇ ∇

+ ∇

≤ + ∇

u u u

u  (88) 
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 ( ) 2
2 2

3 e e div div d e div d
10

,t t t L

kJ x x Cϕ ϕ ϕ αβ θθ β θ ψ θ= ⋅∇ + − ≤ + ∇∫ ∫u u u u  (89) 

 ( ) 2
2

4 e e div div
1

.d
0t t L

kJ x Cϕ ϕ αδ θ ψ θ≤ ⋅∇ + ≤ + ∇∫ u u u  (90) 

利用 Cauchy 不等式和(46)可以得到 

 ( ) ( ) 2 2
2

2
5 e div d e e e .t t t t tL LL L L

J x C Cϕ ϕ ϕ ϕ αβθ δ θ θ θ ψ
∞ ∞

= − + ≤ + ∇ ≤ + ∇∫ u u u  (91) 

下面估计 6J ，利用 ( )( ) ( )e Q e Qv tt
c Cϕ ϕ≤ ∇u u u 结合(59)和(78)推出 

 

( ) ( )

{ }{ }( )

2 2 2
2 2 2 2

2 2

2

2
2

2

2 2

2

0

e Q e e e e e

exp exp d 1 e ,

b a

t L L LL L L L
L L L

L

t
t LL

x C x

C

C C C s

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

α ϕ

θ θ θ

ψ θ θ

∞∩

≤ + ∇ ∇ + ∇

≤ +

+

+ ∇

+ ∇∫

u u u u

u  (92) 

上式结合(32)，利用 Holder 不等式，Young 不等式可以得到 

 
( ) ( )

{ }{ }

2 168
2 3

2 222

1
12
22 4

6

1 1
2 22 2

0

e Q e Q

exp exp d 1 e
10

.

b b

t tLL
L L

t
t t tL LLL

J C x x

kC C C s C

ϕ ϕ

α ϕ α

θ

ψ θ θ ψ θ

−
≤ ∇

 
 ≤ + + ∇ ∇ + + ∇
 
 

∫

u u u

u

 (93) 

将 1J 到 6J 的估计代入(86)，并结合上一步的结果(85)得到 

 

{ }{ }
2 2

2 2

222

2 222

1 1
22 2

0

d e e
d

exp e p d 1 e .x

v t t v tL LL L

t
t t LLL

c k k c
t

C C C s C

ϕ ϕ

α ϕ α

θ θ θ θ

ψ θ θ ψ

 + ∇ + ∇ + 
 

 
 ≤ + + ∇ ∇ +
 
 

∫ u
 (94) 

此外，由(2)，(8)和(45)可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2

22 22 1

0

2 22
2

e ,0 d limsup e div e div e d
2

e ,0 ,0 ,

tr
t vt

L LL

x x c k x

C g C x x C

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

µθ θ ν βθ δ θ

θ
∞

− −

→

 ≤ ∆ + ∇ + ∇ + − + − ⋅∇  

≤ + ∇ ≤

∫ ∫ u u u u u

u

 (95) 

结合(94)和(95)，运用 Gronwall 不等式和 Young 不等式可得，对 ( ]10,t T∈ 有 

 { }{ }
{ }{ }

2 2
2 2

222

2 2 22

00

1 1
22 2

0 0 0

0

sup e 1 e d

exp exp d 1 e d d

exp exp d .

t
s s sL LL Ls t

t t t
t t LLL

t

s

C C C C s s C s

C C C s

ϕ ϕ

α ϕ α

α

θ θ θ θ

ψ θ θ ψ

ψ

≤ ≤

   + ∇ + + + ∇   
   

 
 ≤ + + + ∇ ∇ +
 
 

≤

∫

∫ ∫ ∫

∫

u

得证

 (96) 

引理 3.7 设 ( ), ,ϕ θu 和 1T 同引理 3.1，则存在常数 1α > 使得对任意的 ( ]10,t T∈ 有 
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 { }{ }2

2 22 2
0 00

sup d exp exp d .q

t t

L Ls t
s C C C sαθ θ ψ

≤ ≤
∇ + ∇ ≤∫ ∫  (97) 

证明：结合(3)的 2 式，引理 2.5，(14)和(33)有 

 ( )42 2 2 2 2

2

22

2

e e e div e div

1 ,
2

t LL L L L L

L

C

C

ϕ ϕ ϕ ϕ

α

θ θ θ θ

θ ψ

∇ ≤ + ⋅∇ + + + ∇

≤ ∇ +

u u u u  (98) 

上式推出 

 2

22

0
s .up

Ls t
C αθ ψ

≤ ≤
∇ ≤  (99) 

类似地，利用引理 2.5，(3)的 2 式，(14)和(33)推出 

 

( )2

2 2 2 12 2

2

22

2 2 21
2

e e e div e div

e e e e

,

e

qq q q q q

q q qq qq

t LL L L L L

q
q q

t L L L L HL L L LL

t L

C

C

C C

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

α α

θ θ θ θ

θ θ θ

ψ θ ψ

∞ ∞

−

∇ ≤ + ∇ + + + ∇

 
≤  + ∇ + ∇ + ∇ + ∇ ∇ 

 
 

≤ ∇ +

u u u u

u u u u u  (100) 

上式结合引理 3.6 可以得到 

 ( ) { }2

2 22
0 0 0

d d exp d .q

t t t
s LL

s C s C C sα αθ ψ θ ψ∇ ≤ + ∇ ≤∫ ∫ ∫  (101) 

最后，(99)和(101) 结合便可推出(97)，得证。 
证明命题 3.1 现在根据引理 3.1 至 3.7 可以推出命题 3.1。结合(28)，(37)，(50)，(59)，(74)，(77)，

(80)和(97)可以控制 ( )tψ 的各项进而得到 

( ) { }{ }0
exp exp d .

t
t C C C sαψ ψ≤ ∫  

令 eeCM C= 以及 ( ){ }1

0 1min ,T T CM α −
= 则有 

 ( )
00

sup .
t T

t Mψ
≤ ≤

≤  (102) 

上式结合(50)，(71)，(80)和(97)推出(26)，命题 3.1 得证。 

4. 证明定理 1.1 

证明： ( )0 0 0, ,ϕ θu 同为定理 1.1 所设，不妨设初始密度 0ϕ 满足 0
2 e d 1xϕ =∫R ，则存在 0 0N > 使得 

 0 0
2

0

3 3e d e d .
4 4NB

x xϕ ϕ≥ =∫ ∫R  (103) 

1、设 ( )0 2
0e

R
Cϕ ∞∈ R ，构造

2
0 0ˆ 1e e e
R R xRϕ ϕ −−= + 使得 0

0

ˆ 1e d
2

R

NB
xϕ ≥∫ ， 

且当 R →∞时 0ˆe
Rax ϕ 在 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1, 2qL H W∩ ∩R R R 上趋于 0eax ϕ 。 

考虑以下 0
Ru 的椭圆系统 

 
( )0 0 0 0

0 0 0 0 1

0

div e e e e ,

,
R

R R R R R
R

R
B

h Bϕ ϕ ϕ ϕµ ν θ

∂






− ∆ − ∇ +∇ +∇ + =

=

u u u

u

在 内

0
 (104) 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.153114


周宏辉 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.153114 406 应用数学进展 
 

其中 ( )0
1 0 11e *R

Rh g jϕ += u ，这里 jδ 是宽度为δ 的标准磨光子。将 0
Ru 在 RB 外延拓为零，从而定义其在

2R 上的延拓并记为 0
Ru 。则 0

Ru 也是(104)的解。通过和[13]类似的步骤可以推出 

 ( ) ( ) ( )
0 0

1 2 2 2
0 0 0 0lim e e 0.

RR R

R H L

ϕ ϕ

→∞

 
 
 
 
∇ − + − =u u u u 

R R
 (105) 

接下来考虑 0
Rθ 的椭圆方程 

 
( ) ( )0 0

2
2

0 0 0 0 0 2

0

e div e ,
2

0,

R R

R

trR R R R R
R

R
B

k h Bϕ ϕµθ θ ν

θ
∂


− ∆ + = ∇




+ + +

=

u u u 在 内
 (106) 

其中 ( )0
2 0 2 1e * R
Rh g jϕ θ= + ，这里 jδ 是宽度为δ 的标准磨光子。将 0

Rθ 在 RB 外延拓为零，从而定义其在

2R 上的延拓并记为 0
Rθ 。参考[11]的证明，可以得到 

 ( ) ( )
0 0

1 2
2 2

0 0 0 0lim e e 0.
RR R

HR L

ϕ ϕθ θ θ θ
→∞

 
 ∇ −∇ + − =
 
 

 

R
R

 (107) 

至此，我们已构造出原始初始数据 ( )0 0 0, ,ϕ θu 的逼近序列 ( )0 0 0, ,R R Rϕ θu 。相应地，以该逼近序列为初

值、满足条件(12)的方程(3)的解 ( ), ,R R Rϕ θu 满足第 3 节中所建立的所有先验估计。 

2、接下来设定 ( )2p pL L= R ， ( ), , 2k p k pW W= R ， ,2k kH W= 。将 ( ), ,R R Rϕ θu 延拓至 2R 得到 ( ), ,R R Rϕ θu 

   

根据(26)可以推出 

 
( )2 2 2 20 00 0 ( )

sup e e sup e e ,
R R R R

R R

R R R R

t T t TL L L B L B
Cϕ ϕ ϕ ϕθ θ

≤ ≤ ≤ ≤

  + ≤ + ≤       
u u 



  (108) 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 2

0

21 1
0

0

0

sup e

sup e ,

R

q

R

q
R RR R

R R
H H L Lt T

R R
L B L BH B H Bt T

C

ϕ

ϕ

θ

θ

∩≤ ≤

∩
≤ ≤

∇ + ∇ +

≤ ∇ + ∇ + ≤

u

u







‖ ‖

 (109) 

 
1

00
sup e .

R a

L Lt T
x Cϕ

∞∩≤ ≤
≤  (110) 

 
( )0

2 2
2 20

0

2 2

22

00

2 2 222 2
0

sup e e d

e e d .

R R

R R

q q

TR R R R
t t t tL Lt T L L

T R R R R
t t L LL L

t

t C

ϕ ϕ

ϕ ϕ

θ θ

θ θ

≤ ≤
+ 

 
 
 
  
 

+ ∇ + ∇

+ + + ∇ + ∇ ≤

∫

∫

u u

u u

 

 

 

 

 

 

 (111) 

接下来，结合(59)，(74)和(26)，对于 [2, ]p q∈ ，有 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0

1 1, 1 1,
0

0

1 1

0 0

0

sup e e

sup e e sup e e

sup e e

R R

p p

R R R R

p pp p
R RR R

R R

p p
R R R R

a

L Lt T

a a

L B L BL B L Bt T t T

a

H B W B H B W Bt T

x

C x R x C R

C x C

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

≤ ≤

− −

≤ ≤ ≤ ≤

∩ ∩≤ ≤

∇ + ∇

≤ ∇ + + ∇ +

 
 
 

   
   
   
 
 
 

≤ + ≤

 

。

 (112) 
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同样地，由(26)和(35)可推出 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

2 221
0 0

22

0

e d e d

div e d

.

R R

pp R R

R

pR R

T T a R a
t L B L BL

T R a
L B L B

x t C x x t

C x t

C

ϕ ϕ

ϕ

∞

∞

−∂ ≤ ∇

+

≤

∫ ∫

∫

u

u



 (113) 

综上所述，由(108)~(113)可知，序列 ( ), ,R R Rϕ θu 

  在适当的弱拓扑意义下存在子列收敛于 ( ), ,ϕ θu 使得

( )1
0e 0, ;ax L T Lϕ ∞∈ ， ( )

20 0

,

0

1inf e d
4N

x t

Bt T
xϕ

≤ ≤
≥∫ ，且当 R →∞时以下收敛关系成立 

 

[ ]( )
( )
( )
( )
( )

0

1 1 1, *
0

1 *
0

2 *
0

2 2 2 2 2
0

e e ,e e 0, 0 ,

e e ,e e 0, ; ,

, 0, ; ,

e e , e e 0, ; ,

, 0, ; ,

e e , e

R a a R
N

R a a R q

R R

R R R R

R R q

R R
t t

x x C B T N

x x L T L H W

L T H

L T L

L T L

ϕϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

θ θ

θ θ

θ θ

∞

∞

∞

→ → × >

∩ ∩

∇ ∇ ∇ ∇

∇ ∇ ∇ ∇

u u

u u

u u

u u

 

 

 

 

 




 




 




 




在 对任意 成立

在 上弱 收敛

在 上弱 收敛

在 上弱 收敛

在 上弱收敛

( )
( )

2 *
0

2 2
0

e 0, ; ,

e e , e e 0, ; .

R R
t t

R R R R
t t t t

L T L

L T L

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕϕ

θ θ

θ θ

∞

u u 








 

在 上弱 收敛

在 上弱收敛

 (114) 

取任意测试函数 ( ]( )2
0 00,C Tξ ∞∈ ×R 作为方程(3)在初值 ( )0 0 0, ,R R Rϕ θu 和(12)条件下的测试函数可以得

出：当 R →∞时， ( ), ,ϕ θu 满足(3)-(5)，并满足(9)和(10)。定理 1.1 得证。 

5. 进一步讨论 

在后续研究中为了刻画解的奇异性，可建立如下形式的爆破准则：若解在有限时间 T 内爆破，则有 

( )0
d

T

L L tθ∞ ∞∇ + ∇ ∞= +∫ u  

这表明解的爆破必然伴随速度或温度梯度的剧烈聚集。其证明可基于本文的加权能量估计框架，通

过对耦合项进行更精细的能量估计完成。进一步地，若初始数据足够小的同时控制密度的衰减速率，且

能证明此时非线性项的增长可被耗散项长期控制，则可通过反证法获得整体强解。这一结果将体现系统

在近平衡态下的稳定性，并为模型在物理应用中的有效性提供理论支持。 

6. 结论与展望 

本文建立了含水平热梯度与热传导的二维可压缩流体模型柯西问题局部强解的存在性理论。可以得

出，尽管热传导项的引入增强了动量方程与能量方程间的耦合性，但通过加权能量方法与对温度方程的

精细估计，系统仍具备良好的局部适定性。与 Liu [13]忽略热传导的简化模型相比，本文将热传导纳入该

水平热梯度驱动模型，使模型更符合实际物理过程中能量耗散与传递的规律，并克服了由此带来的分析

难题。未来可进一步研究整体解的存在性与爆破机制、将模型推广至三维讨论以及进行数值模拟探究该

模型在实际气象预测与工程上的应用。 
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