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摘  要 

在局部径向基函数配点法(LRBFCM)中，形状参数的选取对数值稳定性与精度具有决定性影响。传统方法

通常依赖经验进行选取，且针对每个问题分别优化形状参数，难以适应不同方程源项与边界条件的变化。

为此，本文提出一种基于数据驱动的局部径向基函数形状参数自适应优化方法，构建了一个具有算子级

泛化能力的形状参数预测框架。该方法通过离线阶段的数据驱动训练，实现针对给定微分算子的一次性

网络学习；在在线阶段，可针对任意源项与边界条件快速确定形状参数，从而避免通过试错法确定形状

参数与针对同一微分算子的重复优化过程。通过几个数值实验结果表明，本文方法能够在保持高精度的

同时显著降低优化开销，且在不同源项与边界条件下均表现出良好的稳定性与泛化性。 
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Abstract 
In the Local Radial Basis Function Collocation Method (LRBFCM), the choice of the shape parameter 
plays a decisive role in determining numerical stability and accuracy. Traditional approaches usu-
ally rely on empirical selection or case-by-case optimization for each problem, making them diffi-
cult to adapt to variations in source terms and boundary conditions. To address this issue, this pa-
per proposes a data-driven adaptive optimization method for the shape parameter in LRBFCM, es-
tablishing a shape-parameter prediction framework with operator-level generalization capability. 
Through an offline data-driven training phase, the proposed network learns the mapping between 
a given differential operator and its optimal shape parameter once and for all. In the online solving 
phase, the trained model can rapidly determine the appropriate shape parameter for arbitrary 
source terms and boundary conditions, thereby avoiding trial-and-error tuning and repeated opti-
mization for the same differential operator. Numerical experiments demonstrate that the proposed 
method achieves high accuracy while significantly reducing optimization cost, and exhibits excel-
lent stability and generalization performance across different source terms and boundary condi-
tions. 
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1. 引言 

偏微分方程(PDEs)是描述自然科学与工程领域中多种物理现象的基本数学工具。为求得其数值解，

人们发展了多种基于网格的数值方法，如有限差分法(FDM) [1]、有限元法(FEM) [2]、以及有限体积法

(FVM) [3]，在多数规则域问题中表现良好，但其精度与稳定性高度依赖于网格质量。当面对复杂几何域、

移动边界或高维问题时，网格生成与适配过程往往代价高昂且难以实现[4]。 
为克服网格依赖的限制，研究者提出了一系列无网格方法[5]，其中，Kansa 等[6] [7]提出了基于径向

基函数的求解 PDEs 方法。该方法通过在全域上构造径向基展开，可获得高精度解，但其系数矩阵为稠密

形式，严重制约了大规模应用。为了减轻 RBF 方法的计算负担，研究者提出了多种稀疏化策略，如使用

紧支撑径向基函数[8] [9]以及局部径向基函数配点方法(LRBFCM) [10] [11]。LRBFCM 通过限制每个节点

的局部邻域，从而将复杂度有效降低，同时保持较高的计算精度。 
然而，LRBFCM 在降低复杂度的同时对于参数选择更加敏感。其数值精度和稳定性直接受形状参数

sc 影响。形状参数 sc 控制径向基函数的平坦度与局部特性，不同取值会直接影响插值矩阵的条件数与逼

近误差。针对 RBF 的形状参数的优化，已有研究提出了一系列改进策略。Rippa [12]最早提出基于留一交

叉验证(LOOCV)的形状参数选择算法，在保证精度的同时减小条件数；Li 等[13]进一步针对 LRBFCM 提

出了自适应形状参数选择方法，在求解 PDEs 时显著提升了稳定性。Bai 等[14]提出的物理约束径向基网
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络(PIRBN)也验证了通过浅层网络结构学习局部参数的可行性与优势。这些研究共同表明：形状参数的自

适应调节在提高 LRBFCM 数值稳定性方面具有显著潜力。 
另一方面，随着物理信息神经网络(PINNs) [15]等物理约束学习方法的兴起，将深度学习与传统数值

方法相结合，为自动化参数优化提供了新的途径。近年来，研究者尝试通过端到端可微分的框架实现 PDEs
求解与参数学习的统一优化。例如，Wang 等[16]提出了基于 PINN 的自适应基本解法，用以自动优化源

点位置；Han 等[17]进一步利用神经网络驱动的自适应参数选择策略，在局部基本解法中实现了对半径参

数的自动调节。这些成果充分展示了机器学习在传统数值计算中引入“可学习参数优化”的潜力。 
在此背景下，本文聚焦于局部径向基函数配点法中形状参数的自适应优化问题，提出了一种基于数

据驱动的形状参数统一优化策略。该方法在离线阶段利用生成的 PDEs 样本数据训练神经网络模型，从

而建立源项、边界条件与最优形状参数之间的映射关系；在在线阶段，模型能够针对任意给定的源项与

边界条件快速预测出最优或近似最优的形状参数，避免了传统方法中繁琐的遍历搜索与重复优化过程。

通过对 Poisson 方程和稳态对流扩散方程的数值实验验证表明，该方法在不同算子与边界条件下均能保

持较高的精度与良好的稳定性，不仅显著提高了形状参数选取的自动化程度，也进一步增强了 LRBFCM
在不同类型 PDEs 问题中的适应性与鲁棒性。 

本文的结构安排如下：第 2 节介绍径向基函数配点法的基本理论及其局部化形式；第 3 节给出数据

驱动形状参数优化框架的模型构建与算法流程；第 4 节通过数值算例验证所提方法在不同问题下的性能

表现；最后一节总结本文工作并讨论未来的研究方向。 

2. 局部径向基函数配点法 

根据配置策略的不同，径向基函数方法可分为全局近似和局部近似两类。全局方法也即 Kansa 方法

采用所有中心点构建近似解，形成满矩阵系统，具有高阶精度但可能出现严重病态问题；局部方法则仅

利用径向基函数在局部域上近似，形成稀疏矩阵系统，计算效率高，适用于大规模工程问题。在实际应

用中，基函数类型与形状参数的选取需结合具体问题的物理特性与数值需求进行综合考虑。 
考虑定义在区域 dΩ ⊆  上的边值问题： 

 ( ) ( )x x ,   x ,u f= ∈Ω  (1) 

 ( ) ( )x x ,   x ,u h= ∈∂Ω  (2) 

其中为定义在区域内部的微分算子，为作用于边界 ∂Ω上的边界算子，u 为待求场变量， f 和 h 分别

表示域内源项与边界条件函数。 
对于定义域Ω 内的每个配点 ( )1,2, ,x s s N=  ，定义一个对应的局部子域 sΩ ⊂ Ω以及其关联的节点

集： 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1, , ,x x x ,s s s s
k s= ⊂ Ω  (3) 

其中 ( )
0x xs

s= 表示中心点， ( )x s
i 为其最近的 k 个邻居节点。局部节点总数为 1sN k= + ，参数 k 的选取通常

保证 sN N ，以实现较高的计算效率。 

在每个局部子域 sΩ 内，近似函数 ( )xu 被表示为径向基函数的线性组合： 

 ( ) ( ) ( )( )
0

x x ,
k

s s
j j

j
u α φ

=

= −∑x  (4) 

其中 ( )s
jα 为待求的局部展开系数， ( )φ ⋅ 为选定的径向基函数。将配点条件施加至 sΩ 内所有节点，可得局

部插值系统： 
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 ( ) ( ) ( ) ,     1, 2, , ,s s s s N= =A u α  (5) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( ) T

0 1, , ,s s s s N
kα α α = ∈  α 为局部系数向量， ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) T

0 1, , ,x x xs s s s N
ku u u = ∈ u  

为节点函

数值向量，矩阵 ( ) s ss N N×∈A  为局部插值矩阵，其元素定义为 

 ( ) ( ) ( )( ) ,     , 0,1, ,x x .s s s
ij i j i j kφ= − =A   (6) 

通过求解该系统，可得局部展开系数： 

 ( ) ( )( ) ( )1
.s s s−

= A uα  (7) 

对于内部节点 ( )
0 intx s ∈ ，在局部近似函数上施加微分算子有： 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0
0

x x ,x x
k

s s s s s
j j

j
u fα φ

=

= − =∑   (8) 

而对于边界节点 ( )
0 intx s ∈ ，施加边界算子，得到 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
0 0 0

0
x x x x .

k
s s s ss

j j
j

u hα φ
=

= − =∑   (9) 

将式(8)，(9)分别写为向量形式： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0,   ,x xs s s s s sf h= = α αΦ Φ  (10) 

其中 ( )sΦ 与 ( )sΦ 为1 sN× 的行向量，定义为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 1 0x x , x x , , x x ,s s s s s s s
kφ φ φ = − − −  

Λ Λ Λ ΛΦ  (11) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 1 0x x , x x , , x x .s s s s s s s
kφ φ φ = − − −  

Β Β Β ΒΦ  (12) 

将局部系数表达式 ( ) ( )( ) ( )1s s s−
= A uα 代入式(11)，(12)可得 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

0 0,   x x .s s s s s s s sf h
− −

= =A u A uΛ ΒΦ Φ  (13) 

为统一内部与边界节点的表达形式，定义组合算子向量： 

 ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1

0 int

1

0 bd

x

x

,     ,

,     .

s s s

s

s s s

−

−

 ∈= 
 ∈

A

A

 

 

Φ
Θ

Φ
 (14) 

于是，局部配点条件可统一表示为： 

 ( ) ( ) ( )( )0x ,s s sg=uΘ  (15) 

其中， ( )( ) ( )( )0 0x xs sg f= 对应内部节点， ( )( ) ( )( )0 0x xs sg h= 对应边界节点。通过将局部方程的贡献映射至全

局节点编号系统，可组装得到全局稀疏线性系统： 

 ,=u gΘ  (16) 

其中， N N×∈ Θ 为全局系数矩阵， ( ) ( ) ( ) T
1 2, ,x ,x xNg g g =  g  为全局右端向量， 

( ) ( ) ( ) T
1 2, ,x ,x xNu u u =  u  为全局未知向量。矩阵 Θ的第 s 行由局部算子向量 ( )sΘ 填充，其非零元仅对
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应于局部节点索引集 ( )s 。 
因此，所得全局系数矩阵呈稀疏结构，每一行仅含 sN 个非零元素。这种稀疏性不仅大幅减少了存储

开销，也显著降低了计算复杂度。该稀疏系统可通过迭代法或稀疏直接法进行高效求解，从而使 LRBFCM
在大规模数值模拟中表现出优良的计算性能和稳定性。 

3. 网络架构 

本文提出了一种结合数据驱动与局部径向基函数配点法的自适应形状参数学习框架，其整体结构如

图 1 所示。该框架由两部分组成：形状参数学习网络的训练阶段与微调与求解阶段。第一阶段通过构造

数据集并训练神经网络，实现形状参数的自动学习；第二阶段则基于训练得到的形状参数，结合 LRBFCM
算法求解目标问题，并在必要时可以进行联合优化以微调形状参数。 
 

 
Figure 1. Network structure 
图 1. 网络结构图 

3.1. 数据驱动的形状参数学习网络 

神经网络用于学习从 PDEs 输入到最优形状参数的映射关系。对任意给定微分算子的 PDEs 式(2) (3)，
构造输入向量： 

 ( ) ( )int bd
T

, ,Nf h = ∈ g   (17) 
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并定义形状参数预测网络 

 ( ): ,     ,N
scθ θ→ = g    (18) 

其中θ 为网络参数。本文该网络采用多层全连接结构，包含非线性激活函数以增强特征表达能力，实现

从 PDEs 源项与边界条件到最优形状参数的非线性映射。 
为了训练形状参数学习网络 θ ，需构造包含丰富样本的训练数据集。本文构造参数化函数族 

 ( ){ }x; | ,du∗= ∈ ⊂   ξ ξ  (19) 

其中ξ 为可控参数向量。通过随机采样ξ ，生成不同解析解 u∗。对每个样本函数，利用自动微分得到右

端项与边界条件，从而获得输入输出对 ( )*, scg 。在线性系统 ( )sc =u gΘ 中，直接求解最优 sc 计算代价高

昂。 
为避免显式求解大型稀疏系统，本文定义残差损失函数： 

 ( ) ( )
2

2
,s sc c ∗= −u g Θ  (20) 

来衡量形状参数的优劣。最优形状参数由以下优化问题确定： 

 
[ ]

( )
min max,

arg min ,
s

s sc c c
c c∗

∈
=   (21) 

该优化可通过黄金分割法无导数搜索策略实现，避免了直接求解大规模稀疏线性系统的高成本与逐

个遍历 sc 。 
最终，数据集可表示为 

 ( ) ( )( ){ }
1

, ,
M

i i
s

i
c∗

=
= g  (22) 

网络训练的目标函数为： 

 ( ) ( )( ) ( ) 2

1

1 .
M

i i
train s

i
c

M θθ ∗

=

= −∑ g   (23) 

训练完成后，网络即可实现对同一微分算子下不同右端源项与边界条件的形状参数估计。 

3.2. 求解与可微框架下的微调 

直接求解模式下，对于给定的 PDEs 实例，利用训练好的网络预测形状参数 sc ， 

 ( ) ( )( )int bdˆ , .sc f hθ  =      (24) 

并将式(37)代入 LRBFCM 算法框架中，构造稀疏线性系统： 

 ( ) ˆ ,sc =u gΘ  (25) 

并使用稀疏直接或迭代求解器获得数值解 û。 
在部分情况下，网络预测的 sc 可能偏离最优值。为解决这些问题，本文提出了一种可微 LRBFCM 微

调策略，该优化问题的形状参数 sc 可在可微分计算图中通过反向传播实现，将 sc 与 u共同视为可优化参

数，构建联合优化问题： 

 ( ) ( )tuning,
, arg min , ,

s
s sc

c c=
u

u u  (26) 

其中总损失定义为： 
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 ( )tuning 1 2, .s vc λ λ= +u     (27) 

结构残差损失为： 

 ( ) 2

2

1 .
2v sc= −u g Θ  (28) 

Dirichlet 边界条件的偏差惩罚项为： 

 ( ) ( )
2

1

1 .
N

i i
i

u u
N

∗

=

= −∑ x x





  (29) 

本文的实验部分未进行微调训练，微调策略仅作为一种可选的进一步优化手段，用于当网络预测性

能退化或 PDEs 问题发生较大变化时的自适应修正。 

4. 数值结果 

本章通过两个方程下的一系列基准测试算例，对所提出的数据驱动的局部径向基函数配点法形状参

数统一优化策略的性能进行数值验证。数值解的精度采用逐点最大误差与相对 2L 误差进行评价，定义如

下： 

 ( ) ( )*
max 1, ,

max x x ,i ii N
u uε

=
= −



 (30) 

 
( ) ( )( )

( )( )
2

2*
1

1 2

1 2rel 2*
1

x x
,

x

N
i ii

L N
ii

u u

u
ε

=

=

−
=
∑

∑
 (31) 

其中，{ } 1
x N

i i=
表示在计算区域内均匀采样的一组评估点， ( )xiu 为数值解， ( )xiu∗ 为解析解。为了对比的 

公平性，网络均采用 Adam 优化器自适应调整网络参数，且统一将学习率初始化为 10−3，迭代次数 10,000
次。此外，两个网络采用相同的宽度和深度，并对内部的超参数都进行随机正态分布初始化。为了评估

形状参数优化的效果，本文在训练过程中保存损失函数值最小的 10 个模型作为候选，并对其进行独立测

试。随后，将这些模型预测得到的形状参数结果与通过遍历法获得的最优形状参数进行对比。具体地，

遍历形状参数 [ ]0.01,10sc ∈ ，在该区间内均匀取 100 个样本点，通过计算每个 sc 下的相对 2L 误差以确定

全局最优的形状参数记为 best
sc 。本方法基于 PyTorch 库实现。 

4.1. Poisson 方程 

在不规则区域Ω中考虑 Dirichlet 边值问题 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 , , ,     , ,

, , ,            , ,

u x y f x y x y

u x y h x y x y

−∇ = ∈Ω


= ∈∂Ω
 (32) 

其中区域Ω ，见图 2，由极坐标下的参数曲线定义： 

 ( ) ( ) ( ) [ ]
1 3

22 18cos 4 sin 4 ,    0, 2 .
3 5

r θ θ θ θ
 

= + − ∈ 
 

π  (33) 

对于该方程，参考 Li 等[13]针对该 Poisson 方程的测试函数，选择 9 个基准测试函数作为 Poisson 方

程的解函数，见表 1。评估测试中，构造数据集样本个数 200M = ，配置点在内部取 40 40× 均匀网格点作

为内部配置点，取 500 个边界点，局部支撑域大小 30sN = ，采用多二次径向基函数。 
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Figure 2. Collection points in the problem domain, including 
internal points (blue) and boundary points (red) 
图 2. 问题域上的配置点：内部点(蓝色)与边界点(红色) 

 
Table 1. Benchmark problems for the Poisson equation 
表 1. Poisson 方程基准测试问题 

 函数式 

1u  ( ) ( ) ( )2cos 10 sin 10 sin 10x y xy+  

2u  
( )

( )2

1.25 cos 5.4

6 1 3 1

y

x

+
 + − 

 

3u  ( ) ( )2 21 81exp 0.5 0.5
3 16

x y  − − + −   
 

4u  ( ) ( ) ( )exp 0.8 0.6 sin 2 cosx y x yπ− π  

5u  ( ) ( )1 tanh 6 0.5x x y−  −    

6u  
2 2 2 281 2 2 81 1 10.75exp 0.75exp

4 9 9 49 9 9
x y x y

                − − + − + − + + +                             
 

7u  ( ) ( ) 2sin 2 sin 0.3x y x yπ π +  

8u  ( )tanh 0.6 1x y− + +  

9u  ( ) ( )sinh cosx y  

 
为了评估本文提出的形状参数统一优化策略的有效性，针对该方法优化得到的形状参数 opt

sc 与遍历

形状参数同精确解比较得到最好的形状参数 best
sc ，图 3 展示了 1 4~u u 四个基准测试问题的结果，每个子

图分别对应一个不同源项与边界条件设定的测试问题。从误差曲线可以看到，当 sc 过小或过大时，插值

矩阵分别趋于病态或过于平滑，导致误差显著增加，而在适中范围内可获得最优精度。 
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Figure 3. The relative 2L  error curves with respect to the shape parameter sc  

图 3. 形状参数 sc 的相对 2L 误差曲线图 
 

从结果可以看出，在这四个基准测试问题中，模型预测的 opt
sc 均与 best

sc 非常接近，且均位于误差曲线

最低点附近。这表明本文提出的方法能够有效学习拉普拉斯算子的最优形状参数分布，实现对不同源项

与边界条件下问题的快速适配，而无需进行传统的逐一参数调优。需要特别说明是是，图 3(c)中虽然模

型预测的形状参数 opt
sc 与全局最优参数 best

sc 几乎一致，但在该参数附近存在明显的数值不稳定区域：当 sc
出现极小扰动时，求解误差增大。其根本原因在于，局部径向基函数离散系统的稀疏矩阵 ( )scΘ 在该区间

呈现高度病态性，导致矩阵条件数急剧上升，从而使数值求解器在迭代过程中对舍入误差和扰动极为敏感，

造成解的精度退化。整体而言，图 3 中的结果验证了数据驱动形状参数预测框架在 Poisson 方程中的准确

性与泛化能力。本文进一步给出了四个基准问题在该方法框架下的数值解及对应的误差云图，见图 4。图

中每一行分别对应基准测试函数 1 4~u u ，其中左列为本文方法得到的数值解分布，右列为相对于解析解

的绝对误差分布。从图中可以看出，数值解能够准确反映解的主要变化特征；误差分布仅在局部边界区

域存在轻微峰值。 
为进一步评估预测参数与最优参数在数值精度上的一致性，本文提出的方法在不同基准测试函数

1 9~u u 下的形状参数优化结果及其相对 2L 误差对比，见表 2。从表中可以看出，模型预测得到的 opt
sc 与遍

历搜索的 best
sc 在数值上基本一致，且两者对应的相对 2L 误差基本在同一精度。其中，针对基准问题

1 2 4 5, , ,u u u u 等，模型预测形状参数的标准差较小，说明训练得到的网络在这些算例上具有较高的稳定性

与泛化能力；而对于如 3u 与 8u 等部分算例，虽存在轻微波动，但整体误差依然保持在较低水平。 
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Figure 4. Numerical solutions (left) and pointwise absolute error distribution (right) 
图 4. 数值解(左)与逐点绝对误差分布(右)图 
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Table 2. Optimization results of shape parameters under different benchmark test functions 1 9~u u  and their relative 2L  
error comparison 
表 2. 不同基准测试函数 1 9~u u 下的形状参数优化结果及其相对 2L 误差对比 

 best
sc  2rel L

ε  opt
sc  2rel L

ε  

1u  2.0282 41.2733 10−×  1.4042 0.0215±  ( )4 62.5752 10 2.3684 10− −× ± ×  

2u  1.4227 51.2989 10−×  1.2475 0.0142±  ( )5 61.5089 10 7.6566 10− −× ± ×  

3u  1.0191 65.3768 10−×  1.0747 0.1234±  ( )5 53.4486 10 2.0390 10− −× ± ×  

4u  1.8264 52.1655 10−×  1.7387 0.0496±  ( )5 62.4700 10 8.2397 10− −× ± ×  

5u  1.4227 51.2743 10−×  1.7333 0.0389±  ( )5 52.6331 10 1.7438 10− −× ± ×  

6u  1.3218 51.4350 10−×  1.3607 0.0103±  ( )5 46.2156 10 1.3260 10− −× ± ×  

7u  1.4227 51.1105 10−×  1.3963 0.0001±  ( )5 61.0662 10 1.4153 10− −× ± ×  

8u  1.0191 62.2033 10−×  1.3771 0.0368±  ( )6 66.2322 10 1.8540 10− −× ± ×  

9u  1.2209 61.7151 10−×  1.6149 0.0229±  ( )6 66.2224 10 1.7343 10− −× ± ×  

 
为评估本文提出方法的计算效率，需与传统优化形状参数的方法对比，目前主流的方法是基于交叉

验证的统计方法，其基本思想是从数据集中删除一个数据点，然后重新计算模型权重，以此估计模型计

算结果的质量。Rippa 等人[12]提出了一种基于留一交叉验证的快速误差估计方法，该快速交叉验证方法

需要基函数的权重以及逆矩阵的对角元素，但 LRBFCM 的局部化处理过程，使得 LOOCV 快速计算方法

难以直接实现。若直接采用交叉验证方法，则需要进行原始的循环计算，这无疑会带来巨大的计算负担。

因此本文采用Li 等[13]提出的OC-LRBF 方法进行对比，为保证实验结果的公平性，OC-LRBF方法 Pytorch
实现方式与本文所提方法保持一致。表 3 给出了不同基准测试函数 1 9~u u 下 OC-LRBF 方法的运行时间

及相对 2L 误差。其中，在线训练时间为 10,000 次迭代下的训练时间；离线求解时间包括预测得到形状参

数与求解，从在线训练到离线求解过程时间较短，表明该方法具有较高的计算效率。OC-LRBF 方法由于

采用了粒子群算法进行优化，设置粒子数为 10，表中列出了达到收敛时的整体运行时间与相对 2L 误差，

该方法需要针对每个例子均需要进行单独的优化，而本文方法一次训练多次使用，更具有计算效率优势。 
 
Table 3. Comparison of runtime (Seconds) between different benchmark test functions 1 9~u u  and the OC-LRBF method 
表 3. 不同基准测试函数 1 9~u u 下与 OC-LRBF 方法运行时间(秒)对比 

 在线训练时间 离线求解时间 运行时间(OC-LRBF) 2rel L
ε  (OC-LRBF) 

1u  

420.1250 

0.7369 181.7058 41.2583 10−×  

2u  0.6645 183.0763 53.1344 10−×  

3u  0.6281 181.8338 53.1214 10−×  

4u  0.6995 180.5895 52.7338 10−×  

5u  0.9011 182.7044 52.2533 10−×  

6u  0.6625 182.4419 52.2780 10−×  

7u  0.6726 182.6722 52.4955 10−×  

8u  0.6822 113.3856 63.5297 10−×  

9u  0.8355 190.1842 64.0960 10−×  
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4.2. 对流扩散方程 

考虑一个在二维区域 [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × 上的稳态对流扩散方程。 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 , ,
, , ,     , ,

, , ,                                                       , ,

x y

u x y u x y
u x y f x y x y

x y
u x y h x y x y

ε β β
∂ ∂

− ∇ + + = ∈Ω ∂ ∂
 = ∈∂Ω

 (34) 

其中 0ε > 为扩散系数， ,x yβ β 分别为 x 方向与 y 方向的对流系数，边界条件为 Dirichlet 边界条件。 
为验证所提出数值方法的精度与稳健性，本文选取了三个具有解析解的二维稳态对流–扩散问题作

为基准测试，给定扩散系数 0.1ε = ， ( ) ( ), 1.0,0.5x yβ β = 。评估测试中，构造数据集样本个数 200M = ，

配置点在内部取 40 40× 均匀网格点作为内部配置点，取 500 个边界点，局部支撑域大小 30sN = ，采用

高斯径向基函数。 
第一个基准问题描述了平滑界面的对流传输过程，用于测试在处理尖锐梯度和边界层问题时的能力。

其解析解为： 

 ( ) ( )0
1

sin 21, 1 tanh ,
2

x x y
u x y

α
δ

π − − 
= +  

   
 (35) 

其中， 0 0.5x = 控制界面位置， 0.2α = 调节界面曲率， 3δ ε= 表示界面厚度。 
第二个基准问题采用了一个平滑且具有振荡特征的解析解，结合了指数与三角函数形式： 

 ( ) ( ) ( )2 , e sin cos ,x yu x y x yκ κ+ π π=  (36) 

其中， 4κ = π为波数参数，用以控制空间振荡频率。 
第三个基准问题选用了一个多项式与三角函数复合形式的解析解： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 3 2 3
3 , sin 4 sin 2 ,u x y x x y y x yπ− − π=  (37) 

为了进一步验证本文提出方法的有效性，图 5 展示了针对稳态对流扩散方程的三个基准测试问题中，

形状参数 sc 与相对 2L 误差之间的关系曲线。每个子图分别对应不同的对流速度场与边界条件设定，用以

评估该方法在非对称算子条件下的自适应预测性能。从图中可以观察到，误差曲线整体形态较 Poisson 方

程更为复杂，呈现出多段振荡与局部极值。当 sc 过小，插值矩阵趋于病态，数值震荡明显；当 sc 过大时，

径向基函数过于平滑，导致扩散误差增大。尽管误差曲线存在局部波动，模型预测的 opt
sc 与通过遍历获得

的最优参数 best
sc 在三组测试中仍高度一致，均位于全局最优区间内(如图 5(a)~(c)所示)。这表明所提出的

统一优化策略在对流扩散型问题中依然保持良好的预测准确性与稳健性，能够有效适应算子非对称性带

来的插值误差传播。 
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Figure 5. The relative 2L  error curves with respect to the shape parameter sc  

图 5. 形状参数 sc 的相对 2L 误差曲线图 
 

针对三个对流扩散方程基准问题，图 6 展示了在本文方法框架下的数值解与对应的误差云图。每组

子图中，左图为预测数值解分布，右图为相对于解析解的 2L 误差分布。从图 6(a)和图 6(b)可以看到，数

值解能够准确捕捉出平滑的对流主导流型结构，在对流方向上等值线清晰、变化平稳。误差分布主要集

中在边界层与出流区域，且最大误差不超过 10−5 量级，表明模型预测得到的形状参数 opt
sc 能在非对称流

场下保持稳定精度。图 6(c)和图 6(d)对应高频源项下的对流扩散问题，解的局部振荡明显增强。模型预测

形状参数仍能在全域范围内维持误差低于 10−4，主要误差集中于局部梯度突变区。对于图 6(e)和图 6(f)的
复杂边界条件算例，数值解在边界过渡区仍能保持较好的连续性，误差分布整体平滑。这进一步验证了

本文提出的数据驱动形状参数优化策略在稳态对流扩散问题中的有效性。 
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Figure 6. Numerical solutions (left) and pointwise absolute error distribution (right) 
图 6. 数值解(左)与逐点绝对误差分布(右)图 

 
最后，在稳态对流扩散方程中，不同基准测试函数 1 3~u u 下的形状参数优化结果及其相对 2L 误差结

果在表 4 中展示。从表中结果可以看出，本文方法预测的 opt
sc 与 best

sc 在整体上比较接近，且相对 2L 误差的

差异均处于同一量级的量级，且在不同基准函数下的相对误差波动较小，说明该模型能有效学习算子级

的参数规律。尽管对流扩散方程的算子具有非对称性，模型仍能稳定预测出与最优解相匹配的形状参数，

体现出所提方法在非对称算子条件下的良好泛化能力与鲁棒性。表 5 给出了不同基准测试函数 1 9~u u 下

OC-LRBF 方法的运行时间及相对 2L 误差。 
 
Table 4. Optimization results of shape parameters under different benchmark test functions 1 3~u u  and their relative 2L  
error comparison 
表 4. 不同基准测试函数 1 3~u u 下的形状参数优化结果及其相对 2L 误差对比 

 best
sc  2rel L

ε  opt
sc  2rel L

ε  

1u  3.0373 52.5265 10−×  3.2732 0.0497±  ( )5 62.8690 10 1.5181 10− −× ± ×  

2u  3.4409 54.9717 10−×  3.8949 0.0446±  ( )5 66.3694 10 9.8987 10− −× ± ×  

3u  4.3491 42.7127 10−×  3.9687 0.0360±  ( )4 62.8329 10 3.3199 10− −× ± ×  

 
Table 5. Comparison of runtime (Seconds) between different benchmark test functions 1 3~u u  and the OC-LRBF Method 
表 5. 不同基准测试函数 1 3~u u 下与 OC-LRBF 方法运行时间(秒)对比 

 在线训练时间 离线求解时间 运行时间(OC-LRBF) 2rel L
ε  (OC-LRBF) 

1u  

2158.3883 

0.9315 314.3020 53.3924 10−×  

2u  0.9039 313.8505 55.8746 10−×  

3u  0.8941 313.7250 42.8014 10−×  

5. 结论 

本文针对局部径向基函数配点法中形状参数选取问题，提出了一种基于数据驱动的统一优化策略。

该方法通过离线阶段的神经网络训练，建立了形状参数与 PDEs 源项、边界条件之间的映射关系，实现了

针对同一算子的一次性学习与快速预测。在在线求解阶段，模型可根据不同源项与边界条件自适应生成

近似最优形状参数，从而显著降低传统方法中反复调参与搜索的计算代价。数值实验表明，该方法在
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Poisson 方程与稳态对流扩散方程中的预测结果均与最优参数基本一致，所得数值解在全域范围内具有较

高精度和良好稳定性。然而，误差曲线分析揭示了当局部矩阵病态性增强时的稳定性退化现象，提示未

来工作可在损失函数中引入条件数或稳定性惩罚项，以实现一致性与稳定性的联合优化。 
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