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摘  要 

针对一类带有线性约束的非凸非光滑优化问题，本文提出了一类惯性Moreau包络交替方向乘子法

(IMADMM)。该方法通过引入Moreau包络对非光滑项进行光滑近似，并嵌入惯性步以加速迭代；另外，

在每次迭代中采用Armijo线搜索确定步长，在保持算法稳定性的同时提升了收敛速度。在理论分析方面，

在Kurdyka-Łojasiewicz (KŁ)框架下证明了算法的全局收敛性。最后，数值实验以稀疏最小二乘问题为

例，验证了所提算法的有效性和优越性。 
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Abstract 
This paper proposes an inertial Moreau envelope alternating direction method of multipliers 
(IMADMM) for a class of nonconvex nonsmooth optimization problems with linear constraints. The 
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method introduces the Moreau envelope to smoothly approximate the nonsmooth term and embeds 
an inertial step to accelerate the iteration. Moreover, an Armijo line search is employed at each it-
eration to determine the step size, enhancing the convergence rate while maintaining algorithmic 
stability. Theoretically, the global convergence of the algorithm is established under the Kurdyka-
Łojasiewicz (KŁ) framework. Finally, numerical experiments on sparse least squares problems vali-
date the effectiveness and superiority of the proposed method. 
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1. 引言 

本文考虑如下形式的一类非凸非光滑优化问题： 

( ) ( )
,

min s.t. ,
x y

f x g y x y b+ + =A B                             (1) 

其中， 1: nf → 是一个适当下半连续函数，并且没有凸性假设， 2: ng → 是带有梯度 Lipschitz 连

续的连续可微函数， 1 2, ,m n m n mA B b× ×∈ ∈ ∈   分别是一些给定的矩阵和向量。这类问题在许多领域都有

重要应用，例如信号和图像处理，机器学习，统计学[1]-[3]等。随着现代科技的快速发展，这类问题的重

要性日益凸显。例如，在机器学习领域，深度神经网络的训练问题本质上是非凸的，而正则化技术如 L1
正则化则引入了非光滑性[4]；在信号处理中，稀疏编码和压缩感知问题中的稀疏约束同样带来了非凸非

光滑优化挑战[5]。 
求解问题(1)的一类经典方法是交替方向乘子法(Alternating Direction Method of Multipliers，简称

ADMM) [6]，可描述为， 

( )
( )

( )

1

1 1

1 1 1

arg min , , ,

arg min , , ,

.

k k k

x

k k k

y

k k k k

x x y

y x y

x y b

β

β

λ

λ

λ λ β

+

+ +

+ + +

 ∈



∈

 = + + − A B

L

L  

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) 2T, , ,
2

x y f x g y x y b x y bβ
βλ λ= + + + − + + −A B A BL                 (2) 

为增广拉格朗日函数， mλ ∈ 是拉格朗日乘子向量， 0β > 是惩罚参数。 
由于 ADMM 这类一阶算法通常会存在收敛速度慢的问题，从而有一些学者考虑对其进行改进。近年

来，由于惯性技术可以有效地提高算法的数值性能，其已经被广泛应用于一阶算法中。惯性思想最早起

源于文[7]中所提出的重球法， 

( ) ( )1 1
1 2 ,k k k k kx x P x x xη η+ −= − + −  

其中， ( )P x 为希尔伯特空间中某些光滑函数的梯度， ( )1
2

n nx xη −− 为惯性外推步。这里， 1 0η > ， [ )2 0,1η ∈ 。
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当 2 0η = 时，重球法则退化为梯度法。Alvarez 在文献[8]中首次提出了惯性邻近点算法(IPPA)，惯性步有

效地加快了邻近点算法的收敛速度。最近，一些学者研究了基于惯性的可分优化分裂方法，如求解某些

可分非凸优化问题和强凸优化问题的惯性前向后向分裂方法[9] [10]，惯性 D-R 算子分裂方法[11]，求解

非凸优化问题的惯性邻近梯度法[12]和惯性邻近交替线性化极小化方法[13]等。同时，惯性技术也被应用

到 ADMM 算法中来求解凸优化和非凸优化问题。Chen 等人[14]融合邻近 ADMM 算法与惯性邻近点算法

的核心思想，设计出一种惯性邻近 ADMM 算法，专门用于求解含线性约束的可分离凸优化问题； 该研

究同时指出，算法涉及的矩阵不必局限于正定类型，半正定矩阵同样适用，并且完成了对算法收敛性的

严格理论证明。Chao 等人[15]在经典交替方向乘子法中引入了惯性步长与邻近正则项，为线性约束的非

凸优化问题提出了一类惯性邻近算法框架。在此基础上，Xu 和 Chao [16]进一步结合了 Bregman 距离与

广义松弛形式，提出了一个更广泛的惯性 Bregman 广义交替方向乘子法，并在 Kurdyka-Łojasiewicz 性质

下建立了其全局收敛性理论。上述工作表明，惯性技术对提高算法的计算性能有很好的效果。 
在处理非光滑问题时，一类常用的方法是进行光滑近似，该方法不仅可以保留问题结构，也能兼容

一阶算法，其中，文献[17] [18]提出的 Moreau 包络(Moreau envelope)是一种经典的光滑化技术，它通过

二次项来逼近非光滑函数。该方法将复杂的优化问题转化为可高效求解的形式，并为处理非光滑优化问

题奠定了理论基础。此外，Moreau 包络的光滑性还能缓解在求解某些非凸优化问题时的振荡现象。近年

来，文献[19]针对带线性约束的弱凸优化问题，提出了 Moreau 包络增广拉格朗日方法(MEAL)。此后，文

献[20]针对一类特定的稀疏优化问题，进一步提出了 Moreau 包络交替方向乘子法(MADMM)，但该方法

缺乏系统完备的理论分析。 
本文基于上述文献，提出了一类惯性 Moreau 包络交替方向乘子法(IMADMM)用于求解问题(1)。首

先，在 x 的更新上，算法融合了 Moreau 包络光滑化技巧，通过 Moreau 包络逼近非光滑函数，将原本复

杂的子问题转化为更容易处理的形式，从而提升了计算效率。该技术不仅提供了理论保证，还有利于减

少振荡并提高数值稳定性。在 y 的更新上，加入了惯性步以提高算法的收敛速率，同时采用 Armijo 线搜

索确定步长，该技巧在保证迭代方向充分下降的同时，能够自适应地对步长进行调整，从而提高了算法

的灵活性，增强了其在实际应用中的鲁棒性与适用性。在收敛性分析上，构造了特定的辅助函数，在 KŁ
框架下完成了收敛性分析。 

本文内容结构如下：第二节介绍相关预备知识。第三节详细阐述了基本假设以及所提出的 IMADMM
算法框架。第四节分析了算法的收敛性。第五节通过数值实验，以稀疏最小二乘问题为例，验证所提算

法相较于经典 ADMM 及非惯性 MADMM 方法的有效性。最后，第六节总结全文并展望未来研究方向。 

2. 预备知识 

定义 2.1. (次微分) [21] 令 { }: dh → ∪ +∞  为适当下半连续函数。 
(1) 对于每个 ( )domx h∈ ， h 在 x 处的 Fréchet 次微分记为 ( )ˆh x∂ ，它表示如下所有向量 du∈ 所构

成的集合， 

( ) ( ) ( )
,

,
: liminfˆ 0 .d

y x y x

h y h x u y x
h x u

y x≠ →

 − − − ∂ = ∈ ≥ 
−  

：  

当 ( )domx h∉ 时，令 ( )ˆh x∂ = ∅。 
(2) h 在 ( )domx h∈ 处的极限次微分(简称次微分)，记为 ( )h x∂ ，其定义为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }ˆ: : , , .d k k k kh x u x x h x h x u h x u∂ = ∈ ∃ → → ∈∂ →  

注 2.1. 定义 2.1 表明 ( )ˆh x∂ 为闭凸集，同时 ( )h x∂ 也是闭集。如果 { }1 : dh → ∪ +∞  是适当下半连
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续的，并且 2 : dh → 是连续可微的，则对于任意的 ( )1domx h∈ 有 ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2h h x h x h x∂ + = ∂ +∇ 。 
定义 2.2. 给定函数 : dh → ∪+∞  ，其 Moreau 包络[22]定义为 

( ) ( ) 2
,

1min ,
2h z

M x h z x zγ γ
 

= + − 
 

 

其中 0γ > 为惩罚参数。对应的邻近算子定义为 

( ) ( ) 2
,

1Prox arg min .
2h

z
x h z x zγ γ

 
= + − 

 
 

若 h 是 ρ -弱凸的且 ( )10,γ ρ−∈ ，则 ,Prox hγ 是单调、单值且 Lipschitz 连续的，并且 ,hM γ 可微，其梯度

为 

( ) ( )( ) ( )( ), , ,
1 Prox Prox .h h hM x x x h xγ γ γγ

∇ = − ∈∂  

此外，还有 ( )( ) ( ), ,Proxh hM x h xγ γ ≤ ，这表明 Moreau 包络可作为 h 的一个光滑下近似。更多结果可参考

文献[22]。 
定义 2.3. [23]设 { }: dh → ∪ +∞  是一个适当下半连续函数。若存在 ( ]0,η ∈ +∞ ， ( )domx h∈ ∂ 的一

个邻域U ，以及一个连续凹函数 [ ): 0,ϕ η +→  使得 
(1) ( )0 0ϕ = ，且ϕ 在 ( )0,η 上连续可微，对任意 ( )0,s η∈ 满足 ( ) 0sϕ′ > ； 
(2) 对所有 ( ) ( ) ( ):dx U x h x h x h x η ∈ ∩ ∈ < < +  ，都有如下 Kurdyka-Łojasiewicz 不等式成立 

( ) ( )( ) ( )( )dist 0, 1,h x h x h xϕ − ∂ ≥′  

则称函数 h 在 ( )domx h∈ ∂ 处满足 Kurdyka-Łojasiewicz (KŁ)性质。 
注 2.2. (1) 在 ( )dom h∂ 的每一点均满足 KŁ性质的适当下半连续函数称为 KŁ函数。 
(2) 为方便起见，将满足定义 2.3 (1)中的函数类记为 ηΦ 。满足定义 2.3 (1)和(2)中的函数称为 h 的去

奇化函数。 
(3) 半代数函数提供了非常丰富的一类满足 KŁ性质的函数，其去奇化函数可取如下形式的函数 

( ) 1s as θϕ −= ， 

其中 0a > ， [ )0,1θ ∈ ，θ 称为 KŁ指数[23]。 
下述引理给出了重要的一致 KŁ性质。 
引理 2.1. (一致 KŁ 性质) [24]设Ω是一个紧集，且 { }: dh → ∪ +∞  是一个适当下半连续函数。假

设 h 在Ω 上为常数，且在Ω 的每一点处均满足 KŁ 性质。则存在 0ε > ， 0η > 以及 ηϕ ∈Φ ，使得对于

x∀ ∈Ω以及所有属于下述交集中的 x ： 

( ){ } ( ) ( ) ( ): dist , ,dx x h x h xx hε η∈ Ω < ∩ < < +    

都有 

( ) ( )( ) ( )( )dist 0, 1.h x h hx xϕ′ − ∂ ≥  

3. 惯性 Moreau 包络 ADMM 

在介绍算法之前，首先给出如下几条基本假设。 
假设 3.1. (1) { }1: nf → ∪ +∞  是适当下半连续弱凸函数，系数为 0ρ > 。 
(2) 2: ng → 为连续可微函数，并且具有全局 Lipschitz 光滑性，系数为 gL 。 
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(3) 矩阵 B 是列满秩的。 
回顾问题(1)的增广拉格朗日函数， 

( ) ( ) ( ) ( ) 2T, , .
2

x y f x g y x y b x y bβ
βλ λ= + + + − + + −A B A BL  

定义 ( ), ,x yβ λL 的 Moreau 包络如下， 

( ) ( )
1

21, , min , , ,
2nz

x y z y z xβ βφ λ λ
γ∈

 
= + − 

 
  

其中 0γ > 为邻近参数。下面介绍用于求解问题(1)的惯性 Moreau 包络交替方向乘子法。 
算法 1 
a) 选择参数 ( ) ( ) ( ) ( )10, , , 2 , 0,1 , 0,1 , 0γ ρ α γ γ σ δ β−∈ ∈ ∈ ∈ > 。初始化 

( ) 1 1 20 0 0 0, , , n n n mz x y λ ∈ × × ×    。 
b) 对于每个 0,1,2,k = ，通过以下迭代步骤产生 1kz + ， 1kx + ， 

( )
1

21 1arg min , , ,
2n

k k k k

z
z z y z xβ λ

γ
+

∈

 
= + − 

 

                          (3) 

( ) ( )1 1, , .k k k k k k k k
xx x x y x x zβ

αα φ λ
γ

+ += − ∇ = − −                        (4) 

c) 产生搜索方向： ˆk k k
yd y y= − ，其中， 

( ){ }
2

1arg ,ˆ min , .
n

k k k

y
y z yβ λ+

∈

=


                               (5) 

d) (Armijo 线搜索) 在序列{ }, 0,1, 2,is iσ= = 
中选择使得以下不等式成立的最小的 i ，作为迭代步

长 ( )0,1ks ∈ ， 

( ) ( )( ) 21 1, , , s , .ˆ ˆk k k k k k k k k kz y z y y y s y yβ βλ λ δ+ +− + − ≥ −                    (6) 

e) 更新 

( )1 ˆ ,k k k k
ky y s y y+ = + −                                 (7) 

( )1 1 1 .k k k kz y bλ λ β+ + += + + −A B                              (8) 

f) 令 : 1k k= + ，返回步骤 b。 
注 3.1. (1) 本文算法依赖于一个核心前提，函数 f 的邻近算子容易求解，如 SCAD、MCP、

( )0 1p p< <
等常见非凸正则项。对于闭式解不存在的情形，步骤 b 本身是一个光滑强凸子问题，可借

助内层数值优化(牛顿法、坐标下降等)高精度求解。本文的收敛性分析建立在子问题被精确求解的假设之

上，这为算法的理论合理性提供了保障。 
(2) 虽然引入 Armijo 线搜索会增加每次迭代的计算成本，但在非凸非光滑优化中，合适的步长对保

证收敛至关重要。线搜索通过确保充分下降，显著减少了算法收敛所需的总迭代次数，从而在实际中往

往带来整体计算效率的提升，在第 5 节的数值实验中也验证了该策略的有效性。 

4. 收敛性分析 

本节分析了算法的收敛性。假设 ( ){ }, , ,k k k k kz x yω λ= 为 IMADMM 算法生成的序列，记 

 ( ) ( ) 21, , , , , .
2

z x y z y z xβ βλ λ
γ

= + −L L                          (9) 
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下面的引理说明了

βL 具有下降性，以及所生成序列是平方可和的。 
引理 4.1. 设假设 3.1 成立，且参数按照算法 1 所述设置。设{ }kω 为算法 IMADMM 生成的序列。则

有以下结论成立 
(1) 对所有 k ∈ ，有 

 ( )  ( ) ( )2 2 2 2 21 1 1 1 1
1 ,ˆ ˆ ˆk k k k k k k k k k k kz z x x y y y y y yβ βω ω τ+ + + + −− ≥ − + − + − + − + −L L     (10) 

其中， 

( )
( )

( )

22 TT1

1 T T
min min

222min , , , , 0.
2 2

gL
s

ββγ ρ γ ατ δ
γα σ βσ

− +− − = > 
 
 

B BB B

B B B B
 

(2) 如果序列{ }kω 为有界序列，则有 
2 21

1 1
, ˆ .k k k k

k k
y yω ω

+∞ +∞
+

= =

− < +∞ − < +∞∑ ∑  

(3) 当 k → +∞时， 0k kz x− → 。 
因此，序列 ( ){ }, ,k k kz yβ λL 是收敛的，并且 

( )  ( )lim , , lim .k k k k

k k
x yβ βλ ω

→+∞ →+∞
=L L  

证明 (1) 由于迭代(3)中的 1kz + 通过最小化强凸函数 ( ), , ,k k kz x yβ λL 得到，其系数至少为 ( )1γ ρ− − ，

从而有 

 ( )  ( )
1 21 1, , , , , , .
2

k k k k k k k k k kz x y z x y z zβ β
γ ρλ λ
−

+ +−
− ≥ −L L                 (11) 

由(4)中 1kx + 的更新可知，有如下等式 

( )1 1 122 1 ,k k k k kz x x x xγ
α

+ + + − − = − − 
 

 

成立。则可以得到 

 ( )  ( )1 1 1

1 1 1

21

, , , , , ,

1 , 2
2

1 1 .
2

k k k k k k k k

k k k k k

k k

z x y z x y

x x z x x

x x

β βλ λ

γ

α γ

+ + +

+ + +

+

−

= − − −

 
= − − 
 

L L

                         (12) 

算法中线搜索步骤(6)可得 

 ( )  ( ) 21 1 1 1 1, , , , , , .ˆk k k k k k k k k kz x y z x y s y yβ βλ λ δ+ + + + +− ≥ −L L                  (13) 

又由算法中(5)式的一阶最优性条件以及 λ 的更新， 

( ) ( )
( ) ( )

T T 1

T 1 T 1

ˆ ˆ

ˆ ,ˆ

0 k k k k

k k k k

g y z y b

g y y y

λ β

λ β

+

+ +

= ∇ + + + −

= ∇ + − −

B B A B

B B B
                        (14) 

从而有 
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( ) ( )T 1 T 1 ˆ ˆ ,k k k ky y g yλ β+ += − −∇B B B                           (15) 

进一步可以推出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 T 1 T 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ .k k k k k k k ky y y y g y g yλ λ β β+ + − −− = − + − +∇ −∇B B B B B  

因此，可得 

( )
( )

( )
( )( )

1 T 1

T
min

T 1 T 1

T
min

ˆ

1

1 ,ˆ

k k k k

k k k k
gy y L y y

λ λ λ λ
σ

β β
σ

+ +

+ −

− ≤ −

≤ − + + −

B
B B

B B B B
B B

           (16) 

以及 

( )
( )

( )

22 T2 T
2 2 21 1 1

T T
min min

22
,ˆ ˆ

gk k k k k k
L

y y y y
ββ

λ λ
σ σ

+ + −
+

− ≤ − + −
B BB B

B B B B
             (17) 

其中 ( )T
minσ B B 为 TB B 矩阵的最小正特征值。从而根据(17)，可以得到 

 ( )  ( )

( )
( )

( )

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

21

22 TT
2 21 1

T T
min min

, , , , , ,

,

1

22
ˆ ˆ .

k k k k k k k k

k k k k

k k

gk k k k

z x y z x y

z y b

L
y y y y

β βλ λ

λ λ

λ λ
β

ββ

σ βσ

+ + + + + + +

+ + +

+

+ −

−

− + −

=

+
≥ − + −

=

− −

A B

B BB B

B B B B

L L

                  (18) 

结合(11)~(13)以及(18)，即可证得结果 

 ( )  ( )

( )
( )

( )

1 1 1 1

1 2 2 21 1

22 TT
2 21 1

T T
min min

, , , , , ,

1 1
2 2

ˆ

ˆ ˆ
22

.

k k k k k k k k

k k k k k k

gk k k k

z x y z x y

z z x x s y y

L
y y y y

β βλ λ

γ ρ δ
α γ

ββ

σ βσ

+ + + +

−
+ +

+ −

−

 −
≥ − + − − + − 

 

+
+ − + −

B BB B

B B B B

L L

 

证明完毕。 
(2) 由于序列{ }kω 有界，从而它至少存在一个极限点。令 ( )* * * * *, , ,z x yω λ= 为序列{ }kω 的一个极限

点，并令{ }jkω 为收敛到该极限点的一个子列，即 *jkω ω→ 。又由函数 f 是下半连续的且 g 是连续的，则

函数 ( )β ⋅L 也是下半连续的，因此 

( ) ( )* * *, , liminf , , .j j jk k k

j
z y z yβ βλ λ

→+∞
≤L L  

从而 ( ), ,j j jk k kz yβ λL 有下界。同时  ( ){ }jk
β ωL 也具有下界，再结合  ( ){ }k

β ωL 单调非增这一事实，意

味着  ( ){ }jk
β ωL 收敛。因此，  ( ){ }k

β ωL 收敛。设  ( )* lim k

k β ω
→+∞

=L L 。进一步，不等式(10)表明 
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 ( )  ( )  ( )

2 2 2 2 21 1 1 1
1

1 1 1 1 1

1 1 1 *

ˆ ˆ ˆ

.

n n n n n
k k k k k k k k k k

k k k k k

n

z z x x y y y y y y

β β β

τ

ω ω ω

+ + + −

= = = = =

+

 
− + − + − + − + − 

 

≤ − ≤ − ≤ +∞

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

L L L L
 

由于 1 0τ > ，则有 

2 2 21 1 1

1 1 1

2 21

1 1

ˆ

, , ,

ˆ ˆ, .

k k k k k k

k k k

k k k k

k k

z z x x y y

y y y y

+∞ +∞ +∞
+ + +

= = =

+∞ +∞
−

= =

− < +∞ − < +∞ − < +∞

− < +∞ − < +∞

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

再回顾(8)式可得 

21

1
.k k

k
λ λ

+∞
+

=

− < +∞∑  

综上，可以得到
21

1
k k

k ω ω+∞ +
=

− < +∞∑ 以及
2

1
ˆk k

k y y+∞

=
− < +∞∑ 。 

(3) 由(4)式中 1kx + 的更新可得 

( )1 1 11 .k k k kz x x xγ
α

+ + + − = − − 
 

                             (19) 

再结合引理 4.1. (2)，显然有 0k kz x− → 。事实上，序列{ }kz 和{ }kx 的极限点是相同的。根据(9)式中

βL

的定义可知， ( ){ }, ,k k kz yβ λL 是收敛的，并且 

( )  ( )lim , , lim .k k k k

k k
x yβ βλ ω

→+∞ →+∞
=L L  

证明完毕。 
下面的引理说明了辅助函数

βL 次梯度的有界性。 
引理 3.2. 设假设 3.1 成立，且参数按照算法 1 所述设置。设{ }kω 为由 IMADMM 算法生成的有界序

列。定义 ( )1 1 1 1 1: , , ,k k k k k
z x y λκ κ κ κ κ+ + + + += ，其中 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 T 1 1 T 1

1 1

1 1 T 1 T 1

1 1

1 ,

1 1

,ˆ

,

1 ,

ˆ

k k k k k k k
z

k k k
x

k k k k k k k
y

k k k

y y x x

x x

g y g y y y

λ

κ β λ λ
γ

κ
γ α

κ λ λ β

κ λ λ
β

+ + + +

+ +

+ + + +

+ +

 = − + − + −

  

= − −    
 = ∇ −∇ + − + −

 = −


A B B A

B B B
 

则有 
 ( )1 1 .k k

βκ ω+ +∈∂L  

并且，存在 2 0τ > 使得 

 ( )( ) ( )1 1 1 1 1
2 ˆ ˆdist 0 ˆ, .k k k k k k k k kx x y y y y y yβ ω τ+ + + + −∂ ≤ − + − + − + −L  

证明 由函数 ( )β ⋅L 的定义， 
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( ) ( ) ( )  ( )

( )  ( )

( ) ( )  ( )
 ( )

1 T 1 T 1 1 1 1 1

1 1 1

1 T 1 T 1 1 1

1 1 1

1 ,

1 ,

,

.

k k k k k k k
z

k k k
x

k k k k k
y

k k k

f z Az y b z x

z x

g y Az y b

z y b

β

β

β

λ β

λ β ω
γ

ω
γ

λ β ω

ω

+ + + + + + +

+ + +

+ + + + +

+ + +

∂ + + + − + − ∈∂

− − = ∂


∇ + + + − = ∂


+ − = ∂

A A B

B B B

A B

L

L

L

L

 

又由(3)式的一阶最优性条件得出 

( ) ( ) ( )1 T T 1 110 ,k k k k k kf z z y b z xλ β
γ

+ + +∈∂ + + + − + −A A A B                  (20) 

因此有  ( )1 1k k
z z βκ ω+ +∈∂ L 。对于变量 x ，结合(19)式可得  ( )1 1k k

x x βκ ω+ +∈∂ L 。回顾(14)式，整理后得 

( ) ( ) ( )T 1 1 T T 1ˆ ˆ ,k k k k k kz y b g y y yβ λ β+ + ++ − = −∇ − + −B A B B B B  

将上式代入  ( )1k
y β ω +∂ L 中，从而有  ( )1 1k k

y y βκ ω+ +∈∂ L 。再结合算法中 λ 的更新，显然有 
 ( )1 1k k

λ λ βκ ω+ +∈∂ L 。进一步，由于序列{ }kω 有界并且 g∇ 在 2n 的有界子集上 Lipschitz 连续， 

( )

1 1 1 1 1

1 1

T 1 T 1

2 1 1

.ˆ

k k k k k
z x y

k k k k

k k k k
g

x x

y y L y y

λκ κ κ κ κ

λ λ
γ α β

β β

+ + + + +

+ +

+ +

≤ + + +

   
≤ − − + + + −   
   

+ − + + −

A B

A B B B

 

将(16)式代入上式，则有 
 ( )( )

( )

1 1

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 1
2

ˆ ˆ

dist 0,

2 1 ˆ

ˆ ˆ ,ˆ

k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

x x r y y r y y r y y

x x y y y y y y

β ω κ

γ α

τ

+ +

+ + + −

+ + + −

∂ ≤

 
≤ − − + − + − + − 
 

≤ − + − + − + −

L

 

这里 2 1 2 3
2 1max , , , 0r r rτ
γ α

=
 
 
 

− > ，其中， 

( )

( )

T
T

1
T

min

T
2

2
3

T
min

1 ,

,

1 .

g

r

r L

rr

β
β

β σ

β

β σ

 
= + + + 

 

= +

 
= + + 
 

B B
A B A B

B B

B B

A B
B B

 

证明完毕。 
记 ( ), ,k k k kv x y λ= 。令 ( )* * * *, ,v x y λ= 为序列{ }kv 的一个极限点。由引理 4.1 可知， ( )* * * * *, , ,x x yω λ=

为{ }kω 极限点。分别记{ }kv ，{ }kω 的极限点集为 ( )*S v 和 ( )*S ω 。 
引理 3.3. 设假设 3.1 成立，且参数按照算法 1 所述设置。设{ }kω 为 IMADMM 算法生成的有界序

列。则有以下结论成立， 
(1) ( )*S ω 是非空紧集，并且 ( )( )*lim dist , 0k

k
Sω ω

→+∞
= 。 
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(2) ( ) ( )* critS v β⊂ L 且 ( ) ( )* critS βω ⊂ L 。 
(3) 函数

βL 在 ( )*S ω 上为常值。 
证明 (1) 由定义显然得证。详细证明见参考文献[24]。 
(2) 令 ( )* *Sω ω∈ ，则存在{ }kω 的子列{ }jkω 收敛到 ( )* * * * *, , ,x x yω λ= 。由于 1 0k kω ω+ − → ，容易

得到{ }1jkω +
也收敛到 *ω 。由迭代(3)式可得， 

( ) ( )2 21 1 * *1 1, , , , .
2 2

k k k k k k k kz y z x x y x xβ βλ λ
γ γ

+ ++ − ≤ + −L L  

因此， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

T 21 * * 1 *

2 2 21 * 1

2T* * 1 1 * 1

22 21 1 * 1 1

T* * 1 1 1

2
1 1

2 2 2

2
1 1

2 2 2

2

k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k k k

k k k k k

f z f x x z x y b

z y b x x z x

f x x z z y b x z

z y b z x x z z x

f x x z z y b y y

βλ

β
γ γ

βλ

β
γ γ

βλ

+ +

+ +

+ + +

+ + + +

+ + +

≤ + − + + −

− + − + − − −

= + − + + − + −

− + − + − + − − −

≤ + − + + − + −

A A A B

A B

A A A B A A

A B

A A B B B( )

( ) ( ) ( )

21

2 2 2* 1 1 * 1

T 2 2* * 1 * 1 1

2 2 21 * 1 1
2

1 1
2

1

1 ,
2

k

k k k k

k k k k k

k k k k k

x z z x x z

f x x z x z

y y x z x x

β
γ γ

λ β λ λ
β

γβ
γ α

+

+ + +

+ + +

+ + +

+ − + − + −

≤ + − + − + −

+ − + − + −

A A

A A A

B B

          (21) 

其中最后一个不等式是由迭代(4)式以及(8)式得到的。令不等式(21)式中 jk k= 有， 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

T 21 1 1* * *

2 2 21 1 1*

21
2

*

limsup limsup

1 1

2

.

j j j j

j j j j j

j j

k k k k

j j

k k k k k

k k

f z f x x z x z

y y x z

x x

f x

λ β

λ λ β
β γ
γ
α

+ + +

→+∞ →+∞

+ + +

+

≤ + − + −

+ − + − + −









+ −

=

A A A

B B
            (22) 

由 f 的下半连续性可得， 

( ) ( )1 *liminf .jk

j
f z f x+

→+∞
≥                                 (23) 

再结合(22)和(23)， 

( ) ( )1 *lim .jk

j
f z f x+

→+∞
=                                   (24) 

回顾(20)式，再结合 f∂ 的闭性，令 jk k= 在其子序列中取极限有 ( )* T *0 f x λ∈∂ + A 。又在引理 4.1 (2)中，

当 k → +∞时有 ˆ 0k ky y− → 。考虑(14)式，再结合 g∇ 的连续性可以得出 ( )* T *0 g y λ= ∇ + B 。最后再根据

算法中 λ 的更新，沿子序列取极限。综上分析得出结论， 
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( )
( )

* T *

* T *

* *

0 ,

0 ,

0.

f x

g y

x y b

λ

λ

 ∈∂ +

 = ∇ +


+ − =

A

B

A B

 

因此， 

( ) ( )* * *, , crit .x y βλ ∈ L  

结合(24)式和函数 g 的连续性，可得 

 ( )  ( )1 *lim .jk

j β βω ω+

→+∞
=L L                                (25) 

此外，由引理 4.1 和引理 4.2 可知，  ( )k k
βκ ω∈∂L 且当 k → +∞时 0kκ → 。类似地，基于 

β∂L 的闭性，

有  ( )*0 β ω∈∂L 。因此， *ω 是

βL 的一个临界点。 

(3) 对于任意点 ( )* *Sω ω∈ ，则存在{ }kω 的一个子序列{ }jkω 收敛到 ( )* * * * *, , ,x x yω λ= 。结合(25)式

和 { }βL 的单调非增性，有 

 ( )  ( )*lim .k

k β βω ω
→+∞

=L L  

因此， ( )β ⋅L 在 ( )*S ω 上是恒定的。证明完毕。 
基于上述引理分析，现给出本文证明的主要结果。 
定理 4.1. 设假设 3.1 成立，且参数按照算法 1 所述设置。设 ( ){ }, , ,k k k k kz x yω λ= 为 IMADMM 算法

生成的有界序列。假设函数 f 和 g 均为半代数函数，则序列{ }kω 为柯西列。并且序列 ( ){ }, ,k k kx y λ 收敛

到 βL 的临界点。 
Proof 根据引理 4.3，对于任意的 ( )* *Sω ω∈ 都有  ( )  ( )*lim k

k β βω ω
→+∞

=L L 成立。因此，我们考虑以下

两种情况。 
情况 1：如果存在整数 k使得 ( )  ( )*k

β βω ω=


L L ，则对任意 k k> ，根据(10)式可得 

( )
 ( )  ( )  ( )  ( )

2 2 2 2 21 1 1 1
1

1 * 0.

ˆ ˆ ˆk k k k k k k k k k

k k k

z z x x y y y y y y

β β β β

τ

ω ω ω ω

+ + + −

+

− + − + − + − + −

≤ − ≤ − =


L L L L
 

因此，对于任意 k k> 有， 1k kz z+ = ， 1k kx x+ = 以及 1k ky y+ = 。证明完毕。 
情况 2：对于所有的 1k ≥ ，现假设 ( )  ( )*k

β βω ω>L L 成立。由于  ( )  ( )*lim k

k β βω ω
→+∞

=L L ，从而有对

于任意的 1 0> ，存在 1K ∈使得 ( )  ( )  ( )* *
1

k
β β βω ω ω< < + L L L 对所有的 1k K> 成立。又从引理 4.3 可

得， ( )( )*lim dist , 0k

k
Sω ω

→+∞
= 。因此，对任意 2 0> ，存在 2K ∈使得 ( )( )*

2dist ,k Sω ω <  对所有的 2k K>

成立。从而，对于所有 { }1 2max ,k K K K> = ，应用引理 2.1 中所述的一致 KŁ性质得到 

 ( )  ( )( )  ( )( )* dist 0, 1.k k
β β βϕ ω ω ω− ∂′ ≥L L L                         (26) 

利用ϕ 的凹性，可得 

 ( )  ( )( )  ( )  ( )( )  ( )  ( )( )  ( )  ( )( )* 1 * * 1 .k k k k k
β β β β β β β βϕ ω ω ϕ ω ω ϕ ω ω ω ω+ +− − − ≥ ′ − −L L L L L L L L  

方便起见，定义  ( )  ( )( )  ( )  ( )( )* *
,

p q
p q β β β βϕ ω ω ϕ ω ω∆ = − − −L L L L 。又由引理 4.1，引理 4.2 以及(26)式， 
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( )
( )

2 2 2 2 21 1 1 1
1

, 1 1 1 1 1 2
2

,
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

z z x x y y y y y y

x x y y y y y y

τ

τ

+ + + −

+ − − − − −

− + − + − + − + −
∆ ≥

− + − + − + −
 

整理后得， 

( )

2 2 2 2 21 1 1 1

1 1 1 1 22
, 1

1

ˆ

.

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k
k k

z z x x y y y y y y

x x y y y y y yτ
τ

+ + + −

− − − − −
+

− + − + − + − + −

≤ − + − + − + − ∆
 

因此， 

( )
1 1 1 1

2 2 2 2 21 1 1 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ5 .

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

z z x x y y y y y y

z z x x y y y y y y

+ + + −

+ + + −

− + − + − + − + −

≤ − + − + − + − + −
 

再根据不等式 2 , , 0a b ab a b+ ≥ ≥ 有， 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1 22
, 1

1

1 1 1 1 22
, 1

1

5 12
4

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ5 1 .
4

ˆ

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k
k k

k k k k k k k k
k k

z z x x y y y y y y

x x y y y y y y

x x y y y y y y

τ
τ

τ
τ

+ + + −

− − − − −
+

− − − − −
+

− + − + − + − + −

≤ ∆ − + − + − + −

≤ ∆ + − + − + − + −

              (27) 

对(27)式从 1k K= + 到 q 求和可得 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1

1 1 1 1

1

1 2 1 1 1 1

2
1, 1

1 1

2
1, 1

1

3 1 3 3
4 2 4 4

1 1
4 4

1 1
4 4

5

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

5 1
4

q
k k k k k k k k k k

k K
q

k k k k k k k k

k K

k k k k k k k k k k

q

K q
k K

K q

z z x x y y y y y y

x x x x y y y y

y y y y y y y y y y

τ
τ

τ
τ

+ + + −

= +

− + − +

= +

− − − − + +

+ +
= +

+ +

 − + − + − + − + − 
 

≤ − − − + − − −


+ − − − + − + − − − 


+ ∆

≤ ∆ +

∑

∑

∑

1 1 11 1 1 .
2 4

ˆ ˆ ˆ
4

K K K K K K K Kx x y y y y y y+ + −− + − + − + −

             (28) 

由于显然有  ( )  ( )( )1 * 0q
β βϕ ω ω+ − >L L ，在(28)中取极限 q → +∞得到 

 ( )  ( )( )

1 1 1 1

1

1 * 1 1 12

1

3 1 3 3
4 2 4 4

5 1 1 1 1 ,
4 2 4 4

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

k k k k k k k k k k

k K

K K K K K K K K K

z z x x y y y y y y

x x y y y y y yβ β
τ
ϕ ω ω

τ

+∞
+ + + −

= +

+ + + −

 − + − + − + − + − 
 

≤ − + − + − + − + −

∑

L L

 

这一不等式意味着有以下结果成立， 

1 1 1

1 1 1
, , .k k k k k k

k k k
z z x x y y

+∞ +∞ +∞
+ + +

= = =

− < +∞ − < +∞ − < +∞∑ ∑ ∑  

又根据(16)式以及 1
1

ˆ ˆk k
k y y+∞ −
=

−∑ 这一结论可知， 
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1

1
.k k

k
λ λ

+∞
+

=

− < +∞∑  

因此， 

1

1
,k k

k
ω ω

+∞
+

=

− < +∞∑  

表明{ }kω 是一个柯西列，从而收敛。证明完毕。 

5. 数值实验 

本节中，通过求解最小二乘问题验证所提出的 IMADMM 算法的有效性。所有实验均在 Intel Core i5-
1035G1 处理器(主频 1.19 GHz)，内存 8 GB 的 64 位计算机上进行，通过 MATLAB R2024b 运行实现。 

考虑线性回归模型 T
i i ib a x= +  ，其中 1,2, ,i m=  ，令 ( )T

1 2, , , m n
ma a a ×= ∈ A ， 

( )T
1 2, , , m

mb b b b= ∈  以及误差向量 ( )T
1 2, , , mε =    。注意特征维度 n 可能超过样本量 m ，即允许欠定

模型 n m> 。本实验目标是重构真实的稀疏向量 x ，采用如下的惩罚最小二乘模型[25] [26]，  

( ) 2
2

1

1min ,
2

n

i
i

P x x bθ
=

+ −∑ A                               (29) 

其中目标函数 Pθ 是带有稀疏性的非负惩罚函数。 
问题(29)可以通过定义， 

( ) ( ) ( ) 2
2

1

1, ,
2

n

i
i

f x P x g y y bθ
=

= = −∑ A  

转化为问题(1)的形式。在本小节中，主要关注一种广泛使用的非凸惩罚，即极小极大凹罚(MCP)，定义如

下， 

( )

2

2

, ,
2MCP
, ,

2

xx x a
ax

a x a
θ

θ θ

θ θ





− ≤
=

>


 

其中 1a > ， 0θ > 。MCPθ 的邻近算子，即 firm-threshold 算子[27]，由下式给出， 

( ) ( ) ( )
,

, ,

Prox sign , ,

0, .

i i

i
t MCP i i i

i

w w a

w ta
w w ta w a

t
w ta

θ

θ

θ
θ

θ

≥

−




= < <

−
≤





 

现在给出最小二乘问题的实验设置。设计矩阵 m nA ×∈ 的元素从标准正态分布中生成，之后对 A 的

所有列进行归一化处理。生成一个稀疏度为 10%的稀疏向量ω ，响应向量 b Aω ε= + ，其中噪声向量 ε 服

从均值为 0，协方差矩阵为 310 I− 的正态分布。对于惩罚函数，根据文献[25]，为 MCP 设置参数 0.158θ = ，

2a = 。当满足以下条件时算法终止， 
1

4Error : 10 .
k k

k

x x

x

+
−

−
= ≤  

在参数的设置上，固定 0.079, 0.142γ α= = ，并设置 IMADMM 中 0.5, 0.01σ δ= = 。我们测试了两种
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问题规模，对应的 ( ),m n 分别为(10, 100)和(100, 1000)。 
本实验比较了所提出的 IMADMM，Moreau 包络交替方向乘子法(MADMM)以及经典 ADMM 算法的

性能。图 1 展示了在 MCP 正则下，不同算法的目标函数对数值随迭代次数变化的趋势。结果表明，

IMADMM 和 MADMM 在迭代次数和收敛速率相较于 ADMM 具有显著优势。并且，所提出的 IMADMM
算法在高维以及低维问题上收敛均最快。这表明 Moreau 包络显著提高了算法的稳定性和效率。此外，为

了进一步观察测试算法的收敛速度，图 2 展示了在 MCP 正则化下，不同算法的 Error 值随迭代次数的变

化趋势，它们也表明了 IMADMM 算法优于其他算法。 
 

 
Figure 1. Graphs of the logarithmic values of the objective function under different algorithms 
图 1. 不同算法下目标函数的对数值变化曲线图 

 

 
Figure 2. Error value variation curves under different algorithms 
图 2. 不同算法下 Error 值变化曲线图 

6. 结论 

本文针对线性约束下的非凸非光滑优化问题，提出了一种结合惯性技术与 Moreau 包络的交替方向

乘子法(IMADMM)。通过引入 Moreau 包络对非光滑函数进行光滑近似，并利用惯性外推步以及 Armijo
线搜索确定步长加速迭代，有效改善了经典 ADMM 在非凸非光滑问题中的收敛性能。理论分析表明，在
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适当的参数条件下，算法产生的序列具有全局收敛性。数值实验以 MCP 正则化的最小二乘问题为例，验

证了 IMADMM 在低维与高维场景下均具有更快的收敛速度和更好的数值稳定性。未来工作可进一步探

讨参数自适应选择策略，并将算法拓展至更广泛的非凸优化模型中。 
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