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摘  要 

倾斜平板液膜流动的稳定性调控是多相流与界面流体力学的核心研究方向，广泛应用于微纳涂层、工业

换热等工程场景。本研究聚焦剪切–均匀热毛细–电场–奇粘度四场耦合的倾斜平板液膜流动，通过构

建耦合数学模型、长波近似简化、线性与弱非线性稳定性分析及有限差分数值模拟，结合自由表面时空

演化观测，系统探究多场协同调控机制。研究构建含奇粘度非对称应力张量的自由表面演化方程，明确

马兰戈尼数Ma、电参数E及剪切应力τ的增大显著加剧流动失稳，奇粘度μ1通过修正应力张量实现稳定化；

确定热毛细力与电场麦克斯韦应力相互抵消的临界条件，流动达到动态平衡；发现奇粘度与剪切应力的

耦合效应具有波数依赖性，波数k < P1时剪切增强稳定性，k > P1时剪切加剧失稳，且μ1 = 1时可放大τ对
自由表面演化的调控差异。通过弱非线性分析划分四类失稳区域，量化各参数对临界振幅ζa的影响规律。

本研究建立的四场耦合模型与揭示的调控机制，为液膜流动精准控制提供理论支撑。 
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Abstract 
The stability control of liquid film flow on an inclined plate is a core research direction in multiphase 
flow and interfacial fluid mechanics, which is widely applied in engineering scenarios such as micro-
nano coating and industrial heat transfer. This study focuses on liquid film flow on an inclined plate 
coupled with four fields: shear, uniform thermocapillary, electric field, and odd viscosity. Through the 
establishment of a coupled mathematical model, long-wave approximation simplification, linear and 
weakly nonlinear stability analysis, finite difference numerical simulation, combined with the obser-
vation of space-time evolution of the free surface, the synergistic regulation mechanism of multiple 
fields is systematically explored. The study constructs a free surface evolution equation containing an 
asymmetric stress tensor of odd viscosity, and clarifies that the increase of Marangoni number Ma, 
electric parameter E, and shear stress τ significantly intensifies flow instability, while odd viscosity μ1 
achieves stabilization by modifying the stress tensor; the critical condition is determined, at which 
point the thermocapillary force and the Maxwell stress of the electric field cancel each other out, and 
the flow reaches a dynamic equilibrium; it is found that the coupling effect between odd viscosity and 
shear stress has a wave number dependence: when the wave number k is less than the wave number 
for P1, shear enhances stability; when k is greater than the wave number for P1, shear intensifies in-
stability. In addition, when μ1 = 1, it can significantly amplify the regulation difference of τ On evolu-
tion of the free surface. Four types of instability regions are divided through weakly nonlinear analysis, 
and the influence of each parameter on critical amplitude ζa is quantified. The four-field coupling 
model and the revealed regulation mechanism established in this study provide theoretical support 
for the precise control of liquid film flow. 
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1. 引言 

倾斜平板液膜流动是多相流与界面流体力学的经典研究方向，广泛应用于微纳涂层、工业换热、薄膜

制备等工程场景，液膜流动稳定性直接决定工艺实施效率与产品质量，因而成为流体力学领域长期关注的

研究热点[1] [2]。剪切作用、热毛细效应、外加电场等多物理场耦合下的液膜失稳机制，因涉及复杂的界面

动力学行为与动量输运过程，是研究的一大重点[3] [4]。早期围绕常规粘性液膜的剪切耦合失稳研究已形成

系统理论体系，而具有时间反演对称性破缺特性的奇粘度流体被引入液膜流动研究后，为液膜稳定性调控

开辟了全新路径，相关研究也逐步成为界面流体力学与非牛顿流体力学的交叉研究前沿[5] [6]。 
针对剪切作用下的液膜流动稳定性，国内外学者已开展大量基础性研究。Samanta [1]针对剪切施加

下的下降液膜，深入分析其最优扰动增长规律与临界雷诺数特性，明确了剪切力对液膜流动稳定性的核

心调控机制；Hossain 等人[3]结合基底起伏、热毛细效应等复杂工程工况，探究了剪切耦合下液膜的水动

力失稳特征。随着非牛顿流体研究的不断深入，奇粘度效应被引入剪切耦合液膜体系，Desai 等人[7] [8]
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将奇粘度与剪切、热毛细效应、基底滑移相结合，研究发现奇粘度可通过修正动量输运过程显著改变液

膜失稳阈值，证实了奇粘度在剪切耦合液膜失稳调控中的关键作用。 
奇粘度是一类打破经典流体本构关系的特殊粘性系数，由 Avron [5]首次从理论层面阐明其物理本质，

与传统偶粘度的能量耗散特性不同，奇粘度源于流体微观或介观尺度粒子的手性运动与旋转特性，核心

通过修正应力张量结构改变流体的动量输运规律[6]。经典粘性流体的应力张量满足对称特性，而奇粘度

的引入会使应力张量产生非对称分量，形成奇应力张量与偶应力张量耦合的本构形式，在不可压缩流体

体系中具体表现为对速度梯度项的非对称修正，进而改变流场压力梯度分布与界面演化规律[9] [10]。这

种非对称修正的本质，是奇粘度为流体微团提供了定向横向约束力，该力垂直于剪切、热毛细力的作用

方向，可有效阻碍微团的拉伸或偏移变形，削弱局部受力不均，这也是奇粘度实现宏观稳定化的核心物

理根源[5] [8]。在液膜流动体系中，奇粘度并非单纯的粘性耗散项，而是通过调控界面剪切应力分布、抑

制扰动波增长幅值实现对液膜流动的稳定化作用[7]，这一特性已在电场、热毛细效应等单物理场耦合的

液膜体系中得到实证验证，也为宏观液膜流动的非接触式精准调控提供了新途径[6] [11] [12]。 
在热场与奇粘度耦合的液膜失稳研究方面，Mukhopadhyay 等人[13]针对线性温度分布下的倾斜平板

液膜，探究了奇粘度对热毛细失稳与波系演化的影响，发现奇粘度可有效抑制热毛细效应诱导的界面扰

动增长；Jia & Jian [14]揭示了奇粘度对加热倾斜基底上液膜瑞利–泰勒失稳的调控机制，丰富了热场耦

合下奇粘度流体液膜的失稳理论体系。在外加电场与奇粘度耦合的液膜研究方面，Papageorgiou [15]系统

综述了电场作用下液膜流动的研究进展，明确了麦克斯韦应力对液膜界面形态与流动稳定性的调控规律；

Bao & Jian [9]首次将奇粘度与外电场耦合引入液膜流动体系，发现电场力与奇粘度的协同作用可实现对

液膜失稳的精准调控，为多物理场耦合下的液膜调控提供了新思路。 
本研究聚焦剪切作用、外加电场、热毛细效应与奇粘度效应耦合下的倾斜平板液膜流动，通过构建

多物理场耦合数学模型、细化演化方程求解逻辑，采用线性小扰动法与多尺度方法，分别开展液膜流动

的线性稳定性与弱非线性稳定性分析，揭示多场耦合下液膜的失稳规律与非线性失稳区域特征；通过有

限差分法开展数值模拟研究，验证理论分析结果的可靠性，系统揭示多场协同对液膜流动稳定性的调控

机制，为微纳涂层、换热系统等工程领域的流动控制与性能优化提供理论支撑与方法参考。 

2. 数学模型 

如图 1 所示，本文旨在研究剪切作用与外加电场共同作用下，倾斜均匀加热平板上具有奇粘度效应

的流体薄膜的自由流动特性。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of the flow model for odd-viscous fluid films on an inclined uniformly 
heated plane under shear action and external electric field 
图 1. 剪切作用与外加电场下，奇粘度流体薄膜在倾斜均匀加热平板上的流动模型示意图 
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该模型中，基底为刚性无渗透倾斜角为 β 的平板，平板长度为 L，g 为重力加速度，坐标系选取笛卡尔

坐标系 ( ),x z ，其中 x 轴沿倾斜平板方向延伸，z 轴垂直于基底向上，u 和 w 分别表示对应的速度分量。流

体薄膜的自由表面由 ( ),z h x t= 描述，该表面受到切向外部剪切应力 aτ 作用，当 0aτ > 时，剪切应力沿下游

方向施加；当 0aτ < 时，剪切应力沿上游方向作用。流体的物理性质参数设定如下：密度为 ρ、表面张力为

σ、热扩散率为 ( )th pcκ κ ρ=  (其中 thκ 为流体的热导率， pc 为流体在恒定压力下的比热容)。基底维持恒定

温度 wT T= ，液膜被均匀加热后与周围空气形成恒定温度差 ( ) 0aT T T∞∆ = − >  (T∞ 为环境空气温度)；本研

究假设流体无挥发性，且忽略浮力与蒸发效应的影响。此外，流动过程中施加外加电场，其中区域 1 (流体

层)视为理想导体，因此流体内部及薄膜界面处的电势ϕ 保持恒定值 cϕ ；采用静电近似处理电场问题(忽略

感应磁场)，区域 2 (空气层)视为理想电介质，其介电常数为 0ε ，上平板接地且电势为 0，该双层结构可模

拟水–空气系统。法向电场的引入会产生额外的麦克斯韦应力，进而对流体流动稳定性产生影响。 
对于均匀理想的牛顿流体，应力张量 ijτ 和应变率张量 klu 满足关系 ij ijkl kluτ µ= ，其中 ijklµ 是粘性张量，

iu 表示流体速度分量， ( )1 2kl l k k lu u x u x= ∂ ∂ + ∂ ∂ 。当时间反演对称性成立时，应力张量呈对称形式；而

当时间反演对称性被破坏时，粘性张量可分解为对称的偶粘度分量与无耗散的反对称奇粘度分量[5]。本

研究中，流体薄膜的时间反演对称性被破坏，柯西应力张量 ijτ 分解为偶部 e
ijτ 与奇部 o

ijτ ，即 e o
ij ij ijτ τ τ= +  

[5]-[10]。其中，偶部满足 ( )e e
ij ij ij jip u uτ δ µ= − + + ， , 1, 2i j = ， eµ 为标准偶粘度系数， ijδ 为克罗内克符

号，p 为流体压力；奇部满足 ( ) ( )( )1 1 2 2 12 1 2 2 1 11 222o o e
ij i j i j i j i ju u uτ µ δ δ δ δ µ δ δ δ δ= − − + − − ， , 1, 2i j = ， oµ 为

奇粘度系数。其中奇部应力张量的具体分量为： ( ) ( ) ( ), ,o o o o o o o
xx z x xz zx x z zz z xu u u u u uτ µ τ τ µ τ µ= − + = = − = + 。

后续统一采用 1u u= ， 2u w= ， 1x x= 和 2x z= 的符号表示。 

2.1. 控制方程 

基于流体力学基本原理建立如下的控制方程 
0x zu w+ = ，                                     (1) 

( ) ( ) ( )sin e o
t x z x xx zz xx zzu uu wu p g u u w wρ ρ β µ µ+ + = − + + + − + ，               (2) 

( ) ( ) ( )cos e o
t x z z xx zz xx zzw uw ww p g w w u uρ ρ β µ µ+ + = − − + + + + ，               (3) 

( )t x z xx zzT uT wT T Tκ+ + = + .                               (4) 

对于区域 2 (空气层)，电场满足高斯定律，其控制方程为： 

0xx zzϕ ϕ+ = ，                                    (5) 

式中，表面张力 σ 与温度的关系满足 ( ) ( )TT T Tσ σ α∞ ∞= − − 为参考温度下的表面张力， Tα 为表面张力温

度系数)。 

2.2. 边界条件 

在流体与基底的边界处(即 0z = 处)，由于基底表面光滑，我们考虑无滑移边界条件以及无渗透边界

条件，即 0u = ， 0w = 。此外假设基底温度保持在恒定温度 aT T= ，电势满足 aϕ ϕ= 。 
在自由表面 ( ),z h x t= 处，切向满足应力平衡 s an t t tτ σ τ⋅ ⋅ = ∇ ⋅ + ⋅

  



，法向满足应力平衡 
p n n n n M nτ σ∞ + ⋅ ⋅ = − ∇ ⋅ + ⋅ ⋅

    

。其中
2

0 0 2M EE Eε ε δ= − ，为空气的 Maxwell 应力张量，δ 是克罗内克

张量。还须符合运动学条件、牛顿冷却定律以及电势的连续性，具体边界条件如下： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

1/2 1/22 2

1 2 1 2

  1 1

e o
z x x x z x x z x z x x

x x z x a x

u w h u w h u w h u w h

h h h

µ µ

σ σ τ

   + − − − + − − + +   

= + + + +
，           (6) 
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( ) ( )( ) ( ){ }( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 2 2

3/2 122 2 2 20
0

2 1 2 1

1 1
2

e o
a x x z x x z z x x x z x x

xx x x x z x x z

p p u h u w h w u w h u w h h

T h h h h

µ µ

ε
σ ε ϕ ϕ ϕ ϕ

−

− −

  − + − + + + + − − − +   

= + + − + − +
，      (7) 

t xw h uh= + ，                                    (8) 

( )( ) ( )
1/221 0th z x x x gT h T h T Tκ κ
−

∞− + + − = ，                       (9) 

z chϕ ϕ
=
= ，                                   (10) 

由于倾斜顶板接地，在 z d= 处电势 0ϕ = 。上述定义中 gκ 为液膜与环境空气的热传递系数， ap 为大气压

力。 

2.3. 无量纲 

为消除物理量单位对分析结果的影响，选取特征尺度对各物理量进行无量纲化处理： 
2

0
sinH gU β
ν

= ，
eµν
ρ

= ， ( ) ( )* * * *, , , , , ,x z h H x z hδ δ= ， ( ) ( )* *
0, ,u w U u w= ， *

0

Ht t
U

= ， 

*0 eU
p p p

H
µ∞− = ， *ΔT T T T∞= + ， *

cϕ ϕ ϕ= ，                    (11) 

通过使用无量纲变量，方程(1)~(5)化为如下形式 
0x zu w+ = ，                                  (12) 

( ) ( )1Re 1t x z x xx zz xx zzu uu wu p u u w wµ+ + = − + + + − + ，                 (13) 

( ) ( )1Re cost x z z xx zz xx zzw uw ww p w w u uβ µ+ + = − − + + + + ，               (14) 

( )t x z xx zzPe T uT wT T T+ + = + ，                            (15) 

区域 2 (空气层)的电场控制方程无量纲形式为： 

0xx zzϕ ϕ+ = ，                                 (16) 

相应地，无量纲边界条件如下： 

在 0z = 平面，满足 0u = ， 0w = ， 1T = ，                      (17) 

在 ( ),z h x t= 处，满足无量纲后的边界条件有电势 1ϕ = ， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 2
1

1/2 1/22 2

  1 2 1 2

1 1

z x x x z x x z x z x x

x x z x x

u w h u w h u w h u w h

Ma T h T h h

µ

τ

   + − − − + − − + +   

= − + + + +
，           (18) 

( ) ( )( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 2 2
1

3/2 122 2 2 2
z

2 1 2 1

1 2 1

x x z x x z z x x x z x x

xx x x x z x x

p u h u w h w u w h u w h h

We MaT h h E h h E

µ

ϕ ϕ ϕ ϕ

−

− −

  = − + + + + − − − +   

− − + − − + + +
，        (19) 

t xw h uh= + ，                                 (20) 

( )( ) 1/221 0z x x xT h T h BiT
−

− + + = ，                          (21) 

在 z d= 处平面电势 0ϕ = 。其中，                         (22) 

0

Δ
eMa

U
σ
µ

= ， 2/3 1/3
0 Re sine

KWe
U
σ
µ β
∞= = ，

g

th

Bi H
κ
κ

= ， 0Re
HU
ν

= ， 
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Pr ν
κ

= ， 1

o

e

µµ
µ

= ，
2

0

02
c
eE
U H

ϕ ε
µ

= ，
0

s
e

H
U

τ
τ

µ
= ，                  (23) 

即马兰戈尼数 Ma (用于表征表面张力梯度引起的热毛细应力与重力诱导粘性应力的比值)、韦伯数

We (用于表征自由表面的 Blob 压力与重力诱导压力的比值) (Kapitza 数 K 在 20℃时约为 3000 [9])、自由

表面 Biot 数 Bi (用于表征表面对流换热与内部导热的相对强度)、雷诺数 Re (用于表征惯性力与粘性力的

比值)、普朗特数 Pr (用于表征动量扩散与热扩散的相对速率)、Péclet 数 Pe = RePr (用于表征对流换热与

导热的相对强度)、无量纲奇粘度系数 μ1、电参数 E、无量纲外加剪切应力 τ。值得注意的是，电参数 E 和

马兰戈尼数 Ma 均为 0 时，上述无量纲控制方程与边界条件退化为 Desai 等人[8]推导的结果。 

3. 长波近似 

基于润滑理论核心假设，结合长波流体流动特征，假设扰动波长远大于液膜特征厚度，引入小参数 ε 
(表征长波近似量级， 1ε  )，对空间与时间偏导数进行量级缩放： 

( ) ( ), ,t x Xτε∂ ∂ → ∂ ∂ ， 2
xx XXε∂ → ∂ ， w vε→ 。                    (24) 

将上述量级缩放关系代入无量纲控制方程(12)~(16)，得到长波近似下的简化控制方程组： 

0X zu v+ = ，                                    (25) 

( ) ( )2 2
1Re 1X z X XX zz XX zzu uu vu p u u v vτε ε ε µ ε ε+ + = − + + + − + ，                (26) 

( ) ( )2 3 2
1Re cosX z z XX zz XX zzv uv vv p v v u uτε β ε ε µ ε+ + = − − + + + + ，               (27) 

( ) 2
X z XX zzPe T uT vT T Tτε ε+ + = + 。                            (28) 

区域二满足 
2 0XX zzε ϕ ϕ+ = 。                                  (29) 

相应地，无量纲边界条件(17)~(22)经长波近似后转化为如下形式： 

在 0z = 平面，有 0u = ， 0v = ， 1T = 。                         (30) 

在 ( ),z h X τ= 处，有电势 1ϕ = ， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
1

1/2 1/22 2 2 2

1 2 1 2

1 1

z X X X z X X z X z X X

X X z X X

u v h u v h u v h u v h

Ma T h T h h

ε ε ε µ ε ε ε ε

ε ε τ ε

   + − − − + − − + +   

= − + + + +
，    (31) 

( ) ( )( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 2 2 2 2 2 2 2 2
1

3/2 2 12 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1

1 2 1

X X z X X z z X X X z X X

XX X X X y X X y

p u h u v h v u v h u v h h

We MaT h h E h h E

ε ε ε µ ε ε ε ε

ε ε ε ϕ ϕ ε ε ϕ ϕ

−

− −

   = − + + + + − − − +   

− − + − − + + +
， (32) 

Xv h uhτ= + ，                                    (33) 

( )( ) 1/22 2 21 0z X X XT h T h BiTε ε
−

− + + = 。                          (34) 

在 z d= 处平面电势 0ϕ = 。                              (35) 

在式(24)~(34)中，忽略高阶小项 ( )2O ε 。为保证方程推导的一致性与精度，本研究对关键参数的量

级做出如下假设：雷诺数 Re、马兰戈尼数 Ma、无量纲奇粘度系数 1µ 、无量纲剪切应力 τ、电参数 E 及

Biot 数 Bi 均为 ( )1O 量级；普朗特数 Pr 为 ( )O ε 量级(遵循 Desai 等人[7]的研究范式)；韦伯数 We 为 ( )2O ε −

https://doi.org/10.12677/aam.2026.153111


杨恩慧 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.153111 357 应用数学进展 
 

量级，定义无量纲表面张力参数 2W Weε= ， ( )1W O→ ，以适配长波近似下的量级平衡。 
通过联立式(25)与(31)，忽略 O(ε2)，求解得到长波近似下的压力场分布 

( )
( )

( )1 2cot z XX
Ep z h u Wh O

h d
β µ ε= − − + − − +

−
，                    (36) 

将压力场表达式(35)代入式(25)，结合连续性方程(24)，进一步化简得到长波近似下的流向动量输运方程： 

( )
( )31 cot X

X z zz XXX X
EhRe u uu vu u Wh h

h d
τ

ε
ε ε ε β+ + = + + − −

−
。                (37) 

4. 构建自由表面方程 

本尼方程模型是长波近似下处理重力作用下不可压缩流体薄膜流动的经典方法，适用于长波主导

的流动稳定性分析。本研究采用该模型，假设各物理量沿小参数 ε 展开为一阶渐近形式 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , ,u v p T u v p T u v p Tϕ ϕ ε ϕ= + ，其中 ( )0 0 0 0 0, , , ,u v p T ϕ 为前导阶解， ( )1 1 1 1 1, , , ,u v p T ϕ 为

一阶修正解。 
将上述渐近展开式代入长波近似下的控制方程组(24)~(28)及边界条件(29)~(34)，通过分离不同量级

项，建立前导阶方程组与对应边界条件，求解得到前导阶解： 

0 1
1

BizT
Bih

= −
+

， ( ) 2
0

1
2

u h z zτ= + − ， 2
0

1
2 Xv z h= − ， ( )( )

( )0 1 1 2cot XX
Ep z h Wh

h d
τµ β µ= − + − − −

−
。(38) 

将前导阶解代入一阶修正方程组，结合边界条件约束求解，得到一阶修正解中的流向速度分量： 

( )
( )

( )

( )

2
1 12 3

4 3 3

12 cot
21

Re
24 3 6

X X X XXX X

X

Bi Eu Mah z h h z h Wh h z hz
Bih h d

z zh z hh h

µ τ β

τ

   = − + + − + −   + − 
 

+ + + − 
 

，        (39) 

根据流体连续性原理，液膜厚度演化满足 0xh qτ + = ，其中
0

d
h

q u z= ∫ 为截面体积流量。将 u = u0 + u1 代入

流量表达式，结合厚度演化方程，经量级整理 ( ) ( ), ,t x Xτε∂ ∂ → ∂ ∂ ，最终得到液膜自由表面的演化方程： 

( )

( )
( )

( )

3 2 2
2

2 3 5
1 3

1 1
3 2 2 1

1 2cot 0,
3 15

t x

x x xxx x x

x

Bih h h Mah h
Bih

Eh h h h h Weh h Re h h h
h d

τ

µ τ β τ

+ + +
+

 
 

 
 
 

− + − − + + + =
  − 





           (40) 

其中各项分别代表了平均流量引起的对流项、外加剪切应力的驱动项、表面温度梯度引起的热毛细应力、

奇粘性的影响、重力项、表面张力效应、外加电场的调控作用与流体惯性效应。 

5. 线性稳定性分析 

采用线性小扰动方法对自由表面演化方程开展稳定性分析。在之前的工作中，我们得到了自由表面

h 的演化方程(39)，整理为如下形式 

( )1 2 3 0t x xxx x
h c c h c h+ + + = ，                            (41) 

其中 
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3 2
1

1 1
3 2

c h h τ= + ，
( )

( )
( )

( )
2

2 3 3 5
2 12 3

1 1 2cot
3 3 152 1

MaBih Ec h h h h Re h h
Bih h d

µ τ β τ= − + − − + +
+ −

， 3
3

1
3

c h We= 。(42) 

假设液膜厚度的基本解为恒定值 1，在基本解基础上施加小振幅扰动 ( ) ( ), 1 , . .ˆh x t h x t c c= + + ，将液

膜厚度扰动 ĥ 带入方程(40)，并对方程做泰勒展开，忽略四阶项 ( )4ˆO h 得到 

( )

2
1 2 3 1 2 2 3 3

2 2 2 2 431 2
2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0
2 2 2

ˆ ˆ
t x xx xxxx x xx x xxxx x xxx

x xx x xxxx x xxx

h c h c h c h c hh c hh c h c hh c h h
cc ch h h h c hh h h c hh h O h

′ ′′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + + +
′′′′′ ′′

′′ ′′+ + + + + + =
。              (43) 

我们假设 ( ) ( )ˆ ˆ, exp . .h x t h ikx i t c cω= − + 其中 ĥ 为扰动振幅(满足 0ĥ h )，k 为无量纲波数，忽略扰动

项的高阶小量( ( )2ˆO h 及以上)，对方程进行线性化展开，整理得到色散关系： 

( ) ( )
( ) ( )

( )
2

2 2 2
12 3

1 2, 1 cot 1
3 152 1 1

XXX
BiMaik ED k k Wh k ik Re ik

Bi d
ω τ β µ τ

    = + + − + + + − +    + − 
。     (44) 

由式(44)，扰动增长率 ωi 的符号可以判定流动的稳定性，ωi = 0 时流动临界稳定，得到临界雷诺数

Rec 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 2 3

5 3Re 3 1 cot e
2 1 2 1 1

c
Bi Ek W Ma
Bi d

µ τ β
τ

 
 = + + + − +
 + + − 

。             (45) 

6. 弱非线性稳定性分析 

为精准捕捉液膜流动失稳后的非线性演化特征，采用多尺度方法对自由表面演化方程开展弱非线性

稳定性分析。将液膜厚度扰动 ĥ 沿小参数ϕ  (表征扰动幅值量级， 1ϕ  )展开为幂级数形式： 

( ) 2 3
1 1 2 1 2 3, , ; , ,ˆ ˆ ˆ ˆh x x t t t h h hϕ ϕ ϕ= + + +  ，                     (46) 

其中 t 和 x 是快速变化的尺度，x1，t1 和 t2 是缓慢变化的尺度，各尺度间相互独立。对偏导数进行如下展

开： 

1 2

2
t t t tϕ ϕ∂ = ∂ + ∂ + ∂ +，

1x x xϕ∂ = ∂ + ∂ +。                     (47) 

将厚度扰动展开式(45)与偏导数展开式(46)代入线性化后的自由表面演化方程(42)，按小参数ϕ 的不

同量级分离方程，得到各阶扰动分量的控制方程及对应的边界条件。首先考虑一阶项 ( )O ϕ ，整理得到 1̂h
的控制方程 11

0 1̂ 0D h =  ( 11
0D 为一阶偏导算子)，假设其解为单色行波形式 ( )1̂ . .ˆexp rh h i kx t c cω= − +   ，其中，

k 为波数， rω 为线性扰动角频率，c. c.表示复共轭项。 
进一步考虑二阶项 ( )2O ϕ ，忽略高阶小项后得到 2̂h 的非齐次控制方程，假设其解为二次谐波形式： 

( )2
2 2

ˆ ˆ exp 2 . .rh F h i kx t c cω= − +   ，                           (48) 

将该解代入二阶控制方程，结合一阶解的边界条件约束，求解得到系数 F2 的表达式为  

( )
( )

2 2
2 3 1

2 2
3 2

2

4 4

k c c k ic k
F

k c k c

′ ′ ′− −
=

−
，                              (49) 

式中， 1c 、 2c 、 3c 由式(42)给出， 1c′、 2c′、 3c′分别为其对液膜厚度 h 的一阶导数。 
针对 ( )3O ϕ ，整理得到 3̂h 的控制方程 11 11 11 1

0 3 1 2 2 1 3
ˆ ˆ ˆ ΝD h D h D h+ + = −  ( 11

1D 、 11
2D 为高阶偏导算子， 1

3N 为

三阶非线性项)。根据三阶方程的可解性条件，得到扰动振幅的标准 Ginzburg-Landau 方程： 
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( )
2 1 1 1

22
1 2 4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0ˆ
t x x x ih iGh J h h J iJ h hϕ ω−+ + − + + = ，                      (50) 

其中，G 为色散修正系数， 2
1 2 36J c c k= − 为扩散系数，J4 为相位修正系数，J2 为朗道系数(其表达式为

2 2 4 4
2 1 2 1 2 2 2 3 2 31 2 1 2 7 1 2J ic F k ic k c F k c k c F k c k′′ ′ ′′ ′ ′′= + − − + + )， iω 为线性扰动增长率。 

忽略方程中的扩散效应与相位修正项，假设扰动振幅解的形式为 ( )2 2eˆ ib t th a −=  (a 为振幅幅值， ( )2b t
为相位因子)，代入 Ginzburg-Landau 方程后化简得到振幅演化方程(J2,r 为朗道系数 J2 的实部)： 

( )2 2
2,

2
i r

a J a a
t

ϕ ω−∂
= −

∂
。                                (51) 

当扰动达到平衡状态时， 2 0a t∂ ∂ = ，解得反映非线性失稳的强度的平衡振幅 ( )1/2
2,i ra Jζ ω= 。 

7. 数值研究 

结合流体连续性原理与自由表面演化方程，建立液膜厚度 h 与截面体积流量 q 的耦合控制方程组： 

0t xh q+ = ，                                     (52) 

 
( )

( )

( )
( )

3 2 2 2
12

3 5
3

1 1
3 2 2 1

1 2cot
1

.
3 5

x x

x xxx x x

Biq h h Mah h h h h
Bih

Eh h Weh h Re h h h
h d

τ µ τ

β τ

= + + − +
+

 
 − − + + +
 − 

                 (53) 

结合倾斜加热平板液膜流动的物理特性，设定如下边界约束条件，以排除边界扰动对流动稳定性的

干扰：在出口边界处 ( )x L= ：液膜厚度 ( ), 0.1h L t = ，自由表面斜率满足 ( ), 0xh L t = ，保证出口处液膜形

态稳定；入口边界处 ( )0x = ：自由表面斜率 ( )0, 0xh t = ，三阶导数 ( )0, 0xxxh t = ，避免入口处附加扰动诱

发液膜失稳。 
为模拟小扰动作用下的液膜流动演化，设定初始液膜厚度表达式为： 

( ) ( ),0 1 0.05cosh x kx= + ，                               (54) 

其中，无量纲基态厚度为 1，扰动振幅为 0.05，满足小扰动假设( ˆ 1h  )，k 为无量纲扰动波数。 
构建均匀空间网格 ( )1 , 1,2, ,ix i x i N= − ∆ =  ，其中 x L N∆ = 为网格步长，N 为网格节点数。为保证

高波数扰动的捕捉精度，选取网格节点数 50N ≥ 。为满足流动过程中的质量守恒条件，将截面体积流量

q 在网格半节点 1 2i = ± 处离散，液膜厚度的时间导数采用中心差分格式： 

1 1
2 2

i i

it

q q
h

x

+ −
−

=
∆

。                                   (55) 

对内部网格节点( 3 2i N≤ ≤ − )，采用中心差分格式离散各阶导数项，得到半节点流量的表达式： 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2
13 3 2 2 3 3 2 21 1 11 1

1 1 1 1 12
2 1

3 3
13 3 1 2 1 1 1

1 3 3
1

1
6 4 2 22

3 31 2cot
6 3 2
1

i i i i i i i i
i i i i i i i ii

i i

i ii i i i i i i i
i i

i i

MaBi h h h h h h h h
q h h h h h h h h

x x xBi h h

E h hh h h h h h h h
h h We

x xx h h d

µ µτ τ

β

+ + + +
+ + + +

+
+

++ + + − +
+

+

+ − − −
= + + + + − + − +

∆ ∆ ∆+ +

+− − + − − − + − − ∆ ∆∆  + −

+ ( ) ( )6 6 5 51 1
1 1Re Re

15 15
i i i i

i i i i
h h h h

h h h h
x x

τ+ +
+ +

− −
+ + +

∆ ∆

(56) 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.153111


杨恩慧 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.153111 360 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2
13 3 2 2 3 31 11

1 1 1 12
2 1

3 3
12 2 3 31 1 1 1 2 11

1 1 3 3
1

1
6 4 22

3 31 2cot
2 6 3 2
1

i i i i i i
i i i i i ii

i i

i ii i i i i i i i i i
i i i i

i i

MaBi h h h h h h
q h h h h h h

x xBi h h

E h hh h h h h h h h h h
h h h h We

x x xx h h d

µτ

µ
τ β

− − −
− − −

−
−

−− − + − − −
− −

+

+ − −
= + + + + − +

∆ ∆+ +

+− − − + − − − + − + − − ∆ ∆ ∆∆  + −

+ ( ) ( )6 6 5 51 1
1 1Re Re .

15 15
i i i i

i i i i
h h h h

h h h h
x x

τ− −
− −

− −
+ + +

∆ ∆

(57) 

为满足边界条件的约束，引入域外鬼点补充边界附近的导数计算：出口边界( x L= )：根据给定厚度

条件，取 1 0.1Nh + = ；基于平坦性假设，取 2N Nh h+ = ；入口边界( 0x = )：基于流动对称性条件，取 0 2h h= ，

1 3h h− = 。 
方程组(54)~(56)可以用标准微分方程求解器求解。 

8. 讨论  

本研究已推导得到本模型下流体薄膜的线性稳定性弱非线性稳定性解析解。后续分析在参数 β = π/2、
d = 2、Bi = 1 的前提下开展。首先，忽略奇粘度作用(μ1 = 0)，探究剪切应力 τ、马兰戈尼数 Ma、电参数

E 对流动线性稳定性的调控作用，相关结果由图 2 呈现；其次，固定 Ma = 1 且忽略外加电场作用(E = 0)，
分析奇粘度 μ1 及其与剪切应力 τ 的耦合效应对线性稳定性的影响机制，图 3 进行了详细展示；接着，基

于上述固定参数及多物理场耦合条件，开展弱非线性稳定性分析，结合失稳区域的划分规律探讨非线性

作用特征，图 4、图 5 分别呈现了相关分析结果，相关参数设置与图 2、图 3 保持一致；最后，采用数值

求解方法，绘制液膜自由表面的时空演化图与时间演化曲线，图 6~图 8 直观呈现了数值模拟结果。 

8.1. 线性稳定性分析 

图 2 直观呈现了忽略奇粘度作用(μ1 = 0)时，流动线性稳定性受参数调控效果，参数设置与前文设定

一致。图 2(a)~(c)为 Re-k 平面内流动中性稳定性曲线(ωi = 0)的参数依赖特性，曲线之上区域对应 ωi < 0，
扰动能量经粘性耗散或外力约束发生衰减，流动维持稳定状态；曲线之下区域对应 ωi > 0，扰动能量不断

累积叠加，流动逐步趋向失稳。图 2(d)~(f)反映了扰动增长率 ωi 随波数 k 的变化规律。由图 2(a)与图 2(d)
可观察到，外加剪切应力 τ 的增大破坏了流体的粘性平衡状态，显著加剧流动不稳定性，使失稳进程加

快，最大扰动增长率同步升高；与此同时，小波数区间(k < 0.015)内流动始终处于失稳状态，且不受 τ 变
化的影响，区间内扰动源持续存在，扰动能量难以通过粘性耗散过程消除，最终形成全局失稳的特征。

由图 2(b)与图 2(e)可知，电参数 E 增大时，流体内部会诱导产生附加应力场，使得不稳定区域范围扩大，

最大扰动增长率提升，进而加速流动失稳；当 E ≤ 0.5 时，小雷诺数下流体惯性力可忽略不计，电场作用

无法突破粘性耗散的约束，流动保持全局稳定。由图 2(c)与图 2(f)可得出，马兰戈尼数 Ma 的增大会诱导

沿界面的温度梯度驱动流形成，促使不稳定区域扩展、最大扰动增长率提高，推动流动失稳；由式(45)，
满足 3MaBi(1 − d)3 = 2E(1 + Bi)2 这一临界条件时，临界雷诺数 Rec 中热毛细作用与外加电场效应相互抵

消，流动稳定性达到动态平衡。 
图 3(a)与图 3(b)呈现了 Ma = 1 且 E = 0 时，μ1 对线性稳定性的影响。随着 μ1 的增大，其对扰动的“阻

尼效应”不断增强，能够快速吸收扰动能量并将其转化为热能耗散，促进流动稳定，最大扰动增长率随

之降低；小雷诺数下，粘性耗散主导流动，液膜保持全局稳定。图 3(c)进一步呈现了 μ1 = 1 时，外加剪切

应力 τ 变化的影响，与图 2(a)相比，奇粘度抑制剪切应力诱导的扰动增长，扩大了稳定的范围。且小雷诺

数下，流动依旧保持全局稳定。图 3(c)中，剪切应力对稳定性调控呈现“反转”，不同波数对应扰动尺度
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下，流场主导机制发生切换：波数 k < P1 时为长波扰动，对流输运作用占据主导，奇粘度的粘性耗散高

效吸收扰动能量，剪切应力的增大促进流体混合、削弱局部扰动集中，协同提升液膜稳定性；波数 k > P1

时为短波扰动，流场界面效应凸显，表面张力与奇应力的耦合产生共振效应，剪切应力引发的扰动频率

与流体本征频率匹配，叠加后的扰动能量突破奇粘度的抑制，剪切应力增大为短波扰动补充能量，最终

加剧液膜失稳。 
 

 
Figure 2. On (Re, k) plane, neutral stability curves for (a) different shear stresses τ when the electric parameter E = 0 and 
Marangoni number Ma = 1; (b) different electric parameters E when Ma = 1 and τ = 0; (c) different Marangoni numbers Ma 
when E = 0 and τ = 0. When Reynolds number Re = 30, disturbance growth rate ωi vs wave number k for (d) different τ when 
E = 0 and Ma = 1; (e) different E when Ma = 1 and τ = 0; (f) different Ma when E = 0 and τ = 0 
图 2. (Re, k)平面上，(a) 电参数 E = 0，马兰戈尼数 Ma = 1 时，不同剪切应力 τ 下；(b) Ma = 1 时，τ = 0 时不同 E 下；

(c) E = 0，τ = 0 时，不同 Ma 下的中性稳定性曲线。雷诺数 Re = 30 时，随波数 k 变化，(d) E = 0，Ma = 1 时，不同 τ
下；(e) Ma = 1 时，τ = 0 时，不同 E 下；(f) E = 0，τ = 0 时不同 Ma 下的扰动增长率 ωi 曲线 

 

 
Figure 3. When the applied shear stress τ = 0, on (Re, k) plane, (a) neutral stability curves with different μ1. When Reynolds 
number Re = 30, with the variation of wave number k, (b) disturbance growth rate ωi curves with different μ1. When μ1 = 1, on 
(Re, k) plane, (c) neutral stability curves with different τ 
图 3. 外加剪切应力 τ = 0 时，(Re, k)平面上，(a) 不同 μ1 下的中性稳定性曲线。雷诺数 Re = 30 时，随波数 k 变化，

(b) 不同 μ1 的扰动增长率 ωi 曲线。μ1 = 1 时，(Re, k)平面上，(c) 不同 τ 下的中性稳定性曲线 
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8.2. 弱非线性稳定性分析 

图 4 呈现了外加剪切应力 τ、外加电场电参数 E 和马兰戈尼数 Ma 对流动弱非线性稳定性的影响。图

4(a)~(c)为 Re-k 平面上的弱非线性不稳定分析相图(ωi = 0, J2,r = 0)，划分为四个特征区域：超临界稳定区

域 I (ωi > 0, J2,r > 0)、亚临界不稳定区域 II (ωi < 0, J2,r < 0)、无条件稳定区域 III (ωi < 0, J2,r > 0)及爆炸状态

区域 IV (ωi > 0, J2,r < 0)。图 4(d)~(f)反映了临界振幅 ζa 随波数 k 的变化。随着 τ、E 及 Ma 的增大，中性

稳定性曲线与 J2,r 曲线均向上偏移，导致Ⅱ、Ⅲ区面积缩小，Ⅰ、Ⅳ区面积扩大，流动趋于失稳，与线性稳

定性分析相比更能长迅速，流动快速崩溃；Ⅱ、Ⅲ区为过渡区域，扰动增长速率随参数动态变化。非线性

效应下参数的变化使流动更易趋近于“稳定极限”或“失稳极限”。图 4(d)~(f)的临界振幅 ζa 曲线中，曲

线左侧对应区域Ⅳ，上侧对应区域Ⅰ；随着 τ、E 及 Ma 的增大，区域Ⅳ的临界振幅 ζa 逐渐减小，区域Ⅰ的
临界振幅 ζa 增大，流动的稳定区域扩展，更大的扰动振幅下仍能维持稳定；失稳区域的收缩则表明流动

对扰动的耐受能力提升。 
 

 
Figure 4. On (Re, k) plane, weakly nonlinear instability phase diagrams with (a) different τ when E = 0 and Ma = 1; (b) 
different E when Ma = 1 and τ = 0; (c) different Ma when E = 0 and τ = 0. When Re = 30, critical amplitude ζa vs k for (d) 
different τ when E = 0 and Ma = 1; (e) different E when Ma = 1 and τ = 0; (f) different Ma when E = 0 and τ = 0 
图 4. (Re, k)平面上，(a) E = 0, Ma = 1 时，不同 τ 下；(b) Ma = 1, τ = 0 时，不同 E 下；(c) E = 0, τ = 0 时，不同 Ma 下

的弱非线性不稳定分析相图。雷诺数 Re = 30 时，随波数 k 变化，(d) E = 0, Ma = 1 时，不同 τ 下；(e) Ma = 1, τ = 0
时，不同 E 下；(f) E = 0, τ = 0 时，不同 Ma 下的临界振幅 ζa 曲线 

 
图 5(a)与图 5(b)呈现了奇粘度 μ1 对弱非线性不稳定性的调控。随着 μ1 的增大，中性稳定性曲线与 J2,r

曲线均向下偏移，导致Ⅱ、Ⅲ区面积扩大，Ⅰ、Ⅳ区面积缩小，临界振幅 ζa 同步降低，流动趋向稳定。从

微观而言，奇粘度增大使横向约束力增强，可有效限制流体微团的侧向偏移与局部变形，减少表面扰动

的幅值，临界振幅 ζa 的减小。图 5(c)呈现了 μ1 = 1 时，外加剪切应力 τ 变化对弱非线性不稳定性的影响，

与图 4(a)相比，相图曲线均右移，Ⅱ、Ⅲ区面积扩大，表明奇粘度弱化了剪切应力对非线性失稳的促进作

用。 
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Figure 5. When τ = 0, on (Re, k) plane, (a) weakly nonlinear instability phase diagrams with different μ1. When Re = 30, (b) 
critical amplitude ζa vs k for different μ1. When μ1 = 1, on (Re, k) plane, (c) weakly nonlinear instability phase diagrams with 
different τ 
图 5. 外加剪切应力 τ = 0 时，(Re, k)平面上，(a) 不同 μ1 的弱非线性不稳定分析相图。雷诺数 Re = 30 时，随 k 变化，

(b)不同 μ1 的临界振幅 ζa 曲线。μ1 = 1 时，(Re, k)平面上，(c) 不同 τ 的弱非线性不稳定分析相图。 

8.3. 自由表面时空演化分析 

图 6 的演化曲线表明：随着雷诺数 Re、马兰戈尼数 Ma 及电参数 E 的增大，液膜自由表面的波动幅

度持续增强，波峰与波谷之间的差值显著扩大，波动频率同步升高，流动失稳程度不断加剧。Re 增大使

惯性力相对粘性力增强，削弱粘性力对扰动的抑制作用，Ma 增大所诱导的热毛细驱动流以及 E 增大所引

发的麦克斯韦附加应力均会增加扰动能量的输入，促使扰动持续放大并沿液膜流动方向传播。 
 

 
Figure 6. When τ = 0 and μ1 = 0, Free surface space-time evolution when (a) Re = 15, E = 0 and Ma = 0; (b) Re = 30, E = 2 
and Ma = 0; (c) Re = 30, E = 0 and Ma = 10. Free surface temporal evolution when (d) Re = 15, E = 0 and Ma = 0; (e) Re = 
30, E = 2 and Ma = 0; (f) Re = 30, E = 0 and Ma = 10 
图 6. τ = 0，μ1 = 0 时，(a) Re = 15，E = 0，Ma = 0 时；(b) Re = 30，E = 2, Ma = 0 时；(c) Re = 30，E = 0，Ma = 10 时

的自由表面时空演化。(d) Re = 15，E = 0，Ma = 0 时；(e) Re = 30，E = 2，Ma = 0 时；(f) Re = 30，E = 0，Ma = 10 时

的自由表面时间演化 

 
图 7 呈现了剪切应力 τ 变化时，液膜自由表面的演化规律。当 τ 由 0 转为负值时，流体剪切方向与液
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膜流动方向相反，对扰动的“抑制性剪切效应”占据主导地位，波的频率与幅度减小，震荡强度显著弱化，

液膜趋于稳定，下游区域出现的波峰翻折现象也随之消失；当 τ 由 0 逐渐增大时，上述现象呈现反向变化，

剪切方向与液膜流动方向一致，扰动能量随剪切作用持续累积，波幅快速扩大、频率显著提升，初始时刻

扰动向上游传播的趋势明显增强，下游区域的波峰翻折程度同步加剧，液膜流动失稳程度不断升高。 
 

 
Figure 7. When Re = 30, E = 0, Ma = 0 and μ1 = 0, Free surface space-time evolution when (a) τ = −0.5; (b)τ = 0; (c) τ = 1. 
Free surface temporal evolution when (d) τ = −0.5; (e) τ = 0; (f) τ = 1 
图 7. Re = 30，E = 0，Ma = 0，μ1 = 0 时，(a) τ = −0.5 时；(b) τ = 0 时；(c) τ = 1 时的自由表面时空演化。(d) τ = −0.5
时；(e) τ = 0 时；(f) τ = 1 时的自由表面时间演化 

 
图 8 呈现了 μ1 = 1 时，剪切应力 τ 对液膜自由表面演化的影响。奇粘度通过修正应力张量的非对称分

量，进一步强化了剪切应力对扰动能量的“放大与抑制”效应，使 τ 对液膜自由表面演化的调控作用更加

突出。具体而言，当 τ 减小时，奇粘度的“阻尼效应”与负向剪切的扰动抑制作用相互叠加，液膜波动的

震荡幅度较图 7 进一步缩小，液膜流动稳定性得到显著提升；当 τ 增大时，尽管奇粘度可对扰动起到一定

的抑制作用，但正向剪切所输入的扰动能量占据主导地位，液膜波动的震荡幅度扩大，且 τ = 1 时，初始时

刻扰动向上游传播的趋势更为显著，下游区域的波峰翻折程度也同步加剧。这与 Desai 等人[7]提出的“奇

粘度通过动量输运修正调控液膜失稳”的研究范式形成呼应，完善了奇粘度与剪切应力的耦合调控理论。 
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Figure 8. When Re = 30, E = 0, Ma = 0 and μ1 = 2, free surface space-time evolution when (a) τ = −0.5; (b) τ = 0; (c) τ = 1. 
Free surface temporal evolution when (d) τ = −0.5; (e) τ = 0; (f) τ = 1 
图 8. Re = 30，E = 0，Ma = 0，μ1 = 2 时，(a) τ = −0.5 时；(b) τ = 0 时；(c) τ = 1 时的自由表面时空演化。(d) τ = −0.5
时；(e) τ = 0 时；(f) τ = 1 时的自由表面时间演化 

9. 结论 

本研究针对剪切–均匀热毛细–电场–奇粘度四场耦合下的倾斜平板液膜流动稳定性展开研究，通

过理论建模、稳定性分析与数值模拟，发现满足 ( ) ( )3 23 1 2 1MaBi d E Bi− = + 时，热毛细诱导的界面张力梯

度与电场麦克斯韦应力相互抵消。奇粘度 μ1 通过修正应力张量的非对称分量增强扰动的能量耗散，拓宽

稳定区间：小雷诺数下粘性耗散主导流动，液膜全局稳定。μ1 = 1、Ma = 1 且忽略电场时，剪切应力 τ 对
稳定性的影响呈现波数依赖性：波数 k 小于交点 P1 对应波数时，奇粘度耗散主导，τ 增大促进流体混合、

削弱扰动集中，液膜稳定性提升：k 大于该波数时，剪切扰动频率与流体本征频率易共振，突破奇粘度抑

制，τ 增大加剧失稳。弱非线性稳定性分析中，Ma、E、τ 增大时，Ⅱ、Ⅲ区面积扩大，Ⅰ、Ⅳ区面积扩大，

失稳趋势增强；μ1 增大则推动区域演化反向变化，临界振幅 ζa 减小，流动趋向稳定。液膜自由表面演化

显示，Ma、E、τ 增大时，液膜波动幅度与频率提升，下游波峰翻折加剧：τ 由 0 转为负值时，波频与幅

度减小、震荡弱化、翻折消失，液膜稳定。μ1 = 1 显著放大 τ 的调控差异：τ 减小时，阻尼与负向剪切抑

制作用叠加，震荡幅度缩小：τ 增大时，正向剪切能量输入占优，震荡幅度扩大，且 τ = 1 时上游扰动传

播与下游翻折更显著。 
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