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摘  要 

奇围长是一个图中所有奇圈的长度的最小值。2024年，Yuan与Peng证明了如果一个 n顶点非二部图G
的最小度大于 n 6，那么G 包含从11到 n2 21000 1+   之间的所有长度的奇圈。在本文中，我们证明了

如果一个 n 顶点非二部图 G 的奇围长为 l 且最小度大于 ( )( )n l2 2 1+ ，那么 G 包含从 l2 1+ 到

( )( )n l 42 128 2 1 1 + +  
之间的所有长度的奇圈。同时，这里的最小度条件是最好可能的。 
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Abstract 
The odd girth of a graph is the minimum length of its odd cycles. In 2024, Yuan and Peng proved that 
if an n -vertex non-bipartite graph G  has minimum degree greater than n 6 , then G  contains 
odd cycles of all lengths from 11 to n2 21000 1+   . In this paper, we show that if an n -vertex non-

bipartite graph G  has odd girth l  and minimum degree greater than ( )( )n l2 2 1+ , then G  
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contains odd cycles of all lengths from l2 1+  to ( )( )n l 42 128 2 1 1 + +  
. Furthermore, the mini-

mum degree condition is best possible. 
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1. 引言 

令 H 为一个图。如果一个图 G 不包含 H 作为子图，则称该图 G 是 H -禁止的( H -free)。我们用

( )ex ,n H 表示 H 的 Turán 数，即一个 n 顶点 H -禁止图中的最大边数。确定给定图 H 的 Turán 数是极值 

图论中最核心的研究问题之一。令 ( )rT n 表示 Turán 图，即具有 r 个部集(每个部集的大小为
n
r
 
  

或
n
r
 
  

的 

完全 r -部图，并令 ( ) ( )( )r rt n e T n= 。经典的 Turán 定理[1]表明， ( )rT n 是所有 n 个顶点的 1rK + -禁止图中

唯一达到最大边数的图。Erdős [2]和 Simonovits [3]证明了如果G 是一个具有 ( ) ( )2
rt n o n− 条边的 1rK + -禁

止图，那么一定可以通过添加或删除至多 ( )2o n 条边将G 变成 Turán 图 ( )rT n 。 
令G 为一个图。对于 ( )S V G⊆ ， [ ]G S 表示由 S 诱导的G 的导出子图。对于不相交的 ( ),X Y V G⊆ ，

[ ],G X Y 表示由 X 和Y 诱导的G 的二部子图，即 [ ],G X Y 的边集由所有一端在 X 中、另一端在Y 中的边

组成。令 ( )SN v 表示 v在 [ ]G S 中的邻点集合， ( )Sd v 表示 v在 S 中的邻点个数。对于 ( )T V G⊆ ，令G T−
表示由 ( )V G T− 诱导的子图， ( )GN T 表示T 中所有顶点在G 中的邻域的并集。我们用 ( )e S 表示 [ ]G S 中

的边数， ( ),e X Y 表示 [ ],G X Y 中的边数。在本文中令 kP 表示具有 k 个顶点的路， kC 表示具有 k 个顶点的

圈，我们将连接 kC 中任意两个不相邻顶点的边称为弦。 
令 ( )Gδ 表示图G 的最小度。1974 年，Andrásfai、Erdős 和 Sós [4]证明了如下结果。 
定理 1.1 [4]对于每个具有 n 个顶点的非二部图G ，若满足 

( ) 2
2 1

nG
k

δ >
+

， 

则图G 包含一个长度至多为 2 1k − 的奇圈。 
保证图中圈存在性的最小度条件已经得到了广泛的研究(见[5]-[11]等)。在[8]中，Häggkvist 得到了以

下结果。 
定理 1.2 [8]令G 为 n 个顶点的非二部图，并且满足 

( )( )
1

2 1 3 1
2

k
n k k 

 
 

+
> + −  

且 

( ) 2 .
2 1

nG
k

δ >
+

 

那么，要么G 包含一个 2 1kC − ，要么G 不包含长度大于 2k 的奇圈。 
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2024 年，Yuan 和 Peng [12]考虑了保证 2 1kC + -禁止图是二部图的最优最小度条件。 
定理 1.3 [12]令 5k ≥ 且 21000n k≥ 为整数。令G 为 n 个顶点的非二部图。如果 

( ) 1,
6
nGδ ≥ +  

则G 包含从 11 到 2 21000 1n +   之间的所有长度的奇圈。 
在此背景下，Györi、Nikiforov 和 Schelp [13]证明了在某些给定条件下，具有较大最小度的图G 中圈

长的集合包含任意长的连续奇数区间。 
定理 1.4 [13]令 k ，m为正整数。存在 ( )0 0 ,n n k m= 和 ( ),c c k m= ，使得对于每个 0n n> 个顶点的非二

部图G ，若其最小度满足 

( ) ( )
,

2 2 1
nG c
k

δ > +
+

 

且对于某个 4 1k s k≤ ≤ + ，有 2 1sC G+ ⊂ ，则对每个 [ ]j m∈ ，有 2 2 1s jC G+ + ⊂ 。 
2004 年，Nikiforov 和 Schelp [10]证明了若一个图G 的最小度相对较大时，那么G 中出现的圈的阶数

的间隔是有界的。 
定理 1.5 [10]假设 c是一个满足 0 1c< < 的实数。存在 ( )0 0n n c= 和 ( )k k c= ，使得对于每个图G ，若

0n n> 且最小度 ( )G cnδ > ，如果对于某个 2t k≥ 有 tC G⊂ ，则对于某个正整数 s k≤ ，有 2t sC G− ⊂ 。 

在本文中，我们针对 Györi、Nikiforov 和 Schelp 的结果，通过将最小度条件放宽到 ( ) ( )2 2 1
nG
l

δ >
+

， 

并在此条件下证明了以下定理。 
定理 1.6 令 l ， k 为正整数。对每个 ( )4128 2 1n k l> + 个顶点的非二部图 G ，若其最小度满足

( ) ( )2 2 1
nG
l

δ >
+

，且最短奇圈 2 1lC G+ ⊂ ，则对 ( )( )4128 2 1l k n l ≤ ≤ +  
，有 2 1kC G+ ⊂ 。 

定理 1.6 中的最小度条件是最好可能的。极值构造如下：取 2 1l + 个顶点互不相交的
( ) ( )2 2 1 2 2 1

,n n
l l

K
+ +

，在

每个
( ) ( )2 2 1 2 2 1

,n n
l l

K
+ +

中选取一个顶点，并将选中的顶点相连成 2 1lC + ，如图 1。 

 

 
Figure 1. The extremal construction 
图 1. 极值构造 
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当奇围长变大时，圈上每个点所在的二部图的点数会相应减少，整体结构并未发生本质变化。 

2. 定理 1.6 的证明 

在证明过程中，我们将应用以下两个结果。第一个(定理 2.1)是 Erdős 和 Gallai [14]关于路的 Turán 数

的经典结果。第二个(引理 2.2)保证每个图G 都包含一个最小度至少为G 平均度的一半的子图。 

定理 2.1 [14]对于 1k ≥ ，有 ( ) ( )
1

1
ex ,

2k
k n

n P +

−
≤ 。 

引理 2.2 [12]如果G 有m条边和 n 个顶点，那么G 包含一个子图 H ，满足 ( ) mH
n

δ ≥ 。 

定理 1.6 的证明：反证法，假设 G 不包含 2 1kC + 。令 2 1 1 2 2 1 1l lC v v v v+ +=  为 G 的一个最短奇圈。令

{ }1 2 2 1, , , lv v vZ +=  ，G G Z′ = − 。 
断言 2.3 [12]对于任意顶点 ( )v V G′∈ ，如果 2l ≥ ，则 ( ) 2Zd v ≤ 。 
我们将 ( )V G′ 划分为三部分： 

( ) [ ]{ }

( ) [ ]{ }
( )

2 1

1
2 1

1

, 2 1   ,

, 2 1   ,

.

l

i G i i
i

l

i G S i i
i

S N v i l S S

T N S i l T T

R V G S T

+

′
=

+

′−
=


= ∈ + =


 = ∈ + =


′= − −





且

且
 

对于 [ ], 2 1i j l∈ + 且 i j≠ ，如果我们沿着 2 1lC + 顺时针观察从 iv 到 jv 的路和沿着 2 1lC + 逆时针观察从 iv
到 jv 的路，那么其中一条路的阶数(顶点数)为偶数，另一条为奇数。在本文中我们将阶数为偶数的路记为

even
ijP  ，其阶数记为 even

ijp ，将阶数为奇数的路记为 odd
ijP ，其阶数记为 odd

ijp 。 
断言 2.4 令 [ ], 2 1i j l∈ + 且 i j≠ 。则 
(i) 在G′中不存在两端都在 iS 的 2kP ； 
(ii) 在G′中不存在一端在 iS 、另一端在 jS 的

2 1 odd
ijk p

P
+ −

； 

(iii) 在G′中不存在一端在 \i jS S 、另一端在 jT 的
2 even

ijk p
P

−
； 

(iv) 在G′中不存在一端在 \i jT T 、另一端在 jT 的
2 1 odd

ijk p
P

− −
。 

断言 2.4 的证明：(i) 如果在G′中存在一条两端都在 iS 的 2kP ，那么这条路与 iv 一起形成一个 2 1kC + ，

矛盾。 
(ii) 如果在G′中存在一条一端 x 在 iS 、另一端 y 在 jS 的

2 1 odd
ijk p

P
+ −

，那么这条路与边 ixv 、 jyv 以及路

odd
ijP 一起形成一个 2 1kC + ，矛盾。 

(iii) 如果在G′中存在一条一端 x 在 \i jS S 、另一端 y 在 jT 的
2 even

ijk p
P

−
，那么这条路与边 ixv 、路 jyzv  

(其中 z x≠ 是 jS 中与 y 相邻的顶点)以及路 even
ijP 一起形成一个 2 1kC + ，矛盾。 

(iv) 如果在G′中存在一条一端 x 在 \i jT T 、另一端 y 在 jT 的
2 1 odd

ijk p
P

− −
，那么这条路与路 ixx v′ 和 jyy v′

(其中 x′是 iS 中与 x 相邻的顶点， y′是 jS 中与 y 相邻的顶点)以及路 odd
ijP 一起形成一个 2 1kC + ，矛盾。 

断言 2.4 证毕。 
以下观察对于获得G 的结构信息很重要。 

断言 2.5 对于 [ ], 2 1i j l∈ + 且 i j≠ ，有
( )216 2 1

i j
nS S
l

∩ <
+

。 
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断言 2.5 的证明：反证法，假设存在 [ ], 2 1i j l∈ + 且 i j≠ ，使得
( )216 2 1

i j
nS S
l

∩ ≥
+

。令 ij i jS S S= ∩ ，

( )T ij ijN S T= ，则
( )216 2 1

ij
nS
l

≥
+

。对于每个顶点 ( )ijv V S∈ ，由于 ( ) ( ) ( )2 2 1
nd v G
l

δ≥ >
+

且断言 2.3 成立，

我们有 ( ) ( )
3

2 2 1G
nd v
l′ ≥ −
+

。那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1
3 , , 2 .

2 2 1 ij

l

ij G ij ij ij t ij ij
v S t

nS d v e S T e S S S e S
l

+

′
∈ =

 
⋅ − ≤ ≤ + − +  + 

∑ ∑             (2.1) 

由断言 2.4 (ii)，对于每个 [ ]2 1t l∈ + ， ,ij t ijG S S S − 是 2 1 odd
ijk p

P
+ −

-禁止的。由断言 2.4 (i)， ijG S  是 2kP
-禁止的。那么应用定理 2.1，我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 2 1

1 1

2 1

1

2 2 2 2, 2 2
2 2

1 2 1 2

1 2 3 2 1 .

l l

ij t ij ij ij t ij ij
t t

l

ij ij t ij
t

ij

k ke S S S e S S S S S

k l S S S S

k l S l n

+ +

= =

+

=

− − − + ≤ + − + ⋅  
 ≤ − + + + −  
 ≤ − + + + 

∑ ∑

∑              (2.2) 

由不等式(2.1)和(2.2)以及 ( )4128 2 1n k l> + ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

3

, 3 1 2 3 2 1
2 2 1

3 1 2 3 1 2 1
2 2 1

2 1
4 2 116 2 1

.
128 2 1

ij ij ij ij

ij

ne S T S k l S l n
l

nS k l k l n
l

n n l kn
ll

n
l

 
 ≥ − − − + + +    + 

 
≥ − − − + − − + + 

> ⋅ − +
++

>
+

                (2.3) 

由(2.3)我们可以知道 ,ij ijG S T  中含有较多的边，这会导致其中一部分边和圈上的边构成一个 2 1kC + 。 

根据引理 2.2，我们可以找到一个子图 ,ij ijF G S T ⊆  ，使得 ( )
( )3 2

128 2 1
nF k
l

δ > >
+

，因此我们可以贪心 

地找到 F 中一条两端均在 ijS 的
2 1 even

ijk p
P

+ −
，那么这条路与路 even

ijP 一起形成一个 2 1kC + ，矛盾。断言 2.5 证毕。 

断言 2.6 
( )4 2 1

nR
l

<
+

。 

断言 2.6 的证明：对于每个 [ ]2 1i l∈ + ，我们令 

( )
[ ]

( )
[ ]

* *

2 1 2 1
, .i i i j i i i j

j l j l
i j i j

S S S S T T T T
∈ + ∈ +
≠ ≠

= − ∩ = − ∩
 

 

由 *
iS 和 *

iT 的定义可以知道对于 [ ] { }2 1 \j l i∈ + ，有 *
jiS S∩ =∅，且 *

jiT T∩ =∅。对于每个顶点 *
iv S∈ ，

有 ( ) { }Z iN v v= ，所以 ( ) ( )
1

2 2 1G
nd v
l′ > −
+

。那么 

( ) ( ) ( )
[ ]

( )
[ ]

( ) ( )
*

* * * * * *

2 1 2 1
1 , , , 2 .

2 2 1
i

G t t
t l t lv

t i t

i i i i i i

i
S

n d v e eS S T S S e T e
l

S S′
∈ + ∈ +∈

≠ ≠

 
⋅ − < ≤ + + +  + 

∑ ∑ ∑         (2.4) 
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由断言 2.4 (ii)， *, tiG SS  是 2 1 odd
itk p

P
+ −

-禁止的。由断言 2.4 (iii)， *, tiG TS  是 2 even
itk p

P
−

-禁止的。由断言

2.4 (i)， *
iG S  是 2kP -禁止的。因此由定理 2.1，我们有 

[ ]
( )

[ ]
( ) ( ) ( )

2 1 2 1

* * *, , 2 4 2 .t t
t l t l

i

i

t i

i i

t

S Se S e T e l knS
∈ + ∈ +

≠ ≠

+ + ≤ +∑ ∑                   (2.5) 

由不等式(2.4)和(2.5)，我们有 

( ) ( ) [ ]
( )

[ ]
( ) ( )

( ) ( )

* * * * * *

*

2 1 2 1
, 1 , , 2

2 2 1

1 4 2 .
2 2 1

t t
t l t l

t i t

i i i i i i

i

i

ne e S e TS T S S S e
l

n l

S

S kn
l

∈ + ∈ +
≠ ≠

 
   > ⋅ − − + +    +   

 
 

> ⋅ − − +  + 

∑ ∑
           (2.6) 

由断言 2.5，对于 [ ], 2 1i j l∈ + ，有
( )216 2 1

i j
nS S
l

∩ <
+

。再由断言 2.3，G′中的点最多与 Z 中 2 点相

邻，因此，只有当 2j i= ± 时 i jS S∩ 非空，当 2j i≠ ± 且 j i≠ 时 i jS S∩ 为空集。此外，对于 [ ]2 1i l∈ + ，有

( )
2

2 2 1i
nS
l

≥ −
+

，因此我们有 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

[

2

*

2

2

2 1]

2 2
2 2 1 16 2 1

8 3 16 2 1
.

8 2 1

i i i j
j l

i j

n n
l l

n

S S S S

l l
l

∈ +
≠

=

> − − ⋅
+ +

+ − +
=

+

− ∩


                          (2.7) 

由于 ( )* * * *,i i i ie S T S T≤ 那么 

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 4

2

* *
*

*

*

,

2 2 1
1

2 2 1

2 2 1
1

2 2 1 2 2
2 2 1 16 2 1

4 2 8 3 16 2 1 32 2 1
.

2 2 1 8 3 16 2 1

i i
i

i

i

e

l knn
l

l knn
n nl l
l l

n l n l l kn l

l n l l

S T
T

S

S

≥

  +
> − −  + 

+
> − −

+ − − ⋅
+ +

− − + − + − +
=

 
 

 + + − + 

                 (2.8) 

根据(2.7)和(2.8)我们可以知道互不相交的集合 *
iS 和 *

iT 的下界，其中 [ ]2 1i l∈ + 。再根据 *
iS 和 *

iT 的定

义我们可以知道 *
i iS S⊆ 并且 *

i iT T⊆ ，而
2 1

1

l

i
i

S S
+

=

=


并且
2 1

1

l

i
i

T T
+

=

=


，那么我们可以得到 S 和T 两个集合大小

之和的下界，即 
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1

1

2 5

* *

2

2

8 3 16 2 1 16 7 24 2 1 128 2 1
.

8 2 1 8 3 16 2 1

i
i

i

l
SS T

n l l l n l kn l

l n l l

T
+

=

 
 

+ ≥ +

 + − + + − + − + >
 + + − + 

∑
            (2.9) 

根据定义我们可以知道 R 是G′去掉 S 和T 剩下的点的集合，并且 { }1 2 2 1, , , lv v vZ += 
，G G Z′ = − ，

所以由不等式(2.9)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 5

2

2 2 5

2

8 3 16 2 1 16 7 16 2 1 128 2 1

8 2 1 8 3 16 2 1

8 3 16 2 1 16 2 1 128 2 1

8 2 1 8 3 16 2 1

.
4 2 1

R n S T Z

n l l l n l kn l
n

l n l l

n l l n l kn l

l n l l

n
l

≤ − − −

+ − + + − + − +
< −

 + + − +

   
   

   
  



+ − + + + + +
=

 + − + 

<
+


+

           (2.10) 

断言 2.6 证毕。 
以下断言对定理 1.6 的证明至关重要。 
断言 2.7 令 [ ]2 1i l∈ + 。则 
(i) 对于每个顶点 iv S∈ ，有 ( ) 2

iTd v k≥ ； 
(ii) 对于每个顶点 iv T∈ ，有 ( ) 2

iSd v k≥ 。 
断言 2.7 的证明：(i) 反证法，假设存在一个顶点 ix S∈ ，使得 ( ) 2

iTd x k< ，那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 .
2 2 1iT Z

nd x d x d x k l
l

− − > − − +
+

 

根据平均值原理，必然存在某个 jS ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 .
2 2 1jS

nd x k l l
l

 
> − − + +  + 

 

令 ( )
jj SS N x′ = ，则 

( ) ( )2 2
2 2 1 .

2 12 2 1 4 2 1
j

n k l nS
ll l
+ +′ > − >
++ +

                       (2.11) 

由于 ( ) ( )2 2 1
nG
l

δ >
+

，对于任意顶点 jv S ′∈ ，我们有 ( ) ( )
3

2 2 1G
nd v
l′ ≥ −
+

。那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1
3 , , 2 .

2 2 1 j

l

j G j j j t j j
v S t

nS d v e S T e S S S e S
l

+

′
′∈ =

 
′ ′ ′ ′ ′⋅ − ≤ = + − +  + 

∑ ∑             (2.12) 

对于 t j≠ ，由断言 2.4 (ii)， ,j t jG S S S′ ′ − 是 2 1 odd
jtk p

P
+ −

-禁止的。对于 t j= ，由断言 2.4 (i)， ,j j jG S S S′ ′ − 

是 2kP -禁止的。由断言 2.4 (i)， jG S ′  是 2kP -禁止的。因此，由不等式(2.12)和定理 2.1，我们有 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 1

1

2

2 2

3 3

2

3

, 3 , 2
2 2 1

2 3
4 2 14 2 1

16 2 1 32 2 1

32 2 1

l

j j j j t j j
t

ne S T S e S S S e S
l

n n l kn
ll

n n
l l

n
l

+

=

   ′ ′ ′ ′ ′≥ ⋅ − − − +    +   

> ⋅ − +
++

≥ −
+ +

≥
+

∑

                (2.13) 

因为
( )24 2 1

j
nS
l

′ >
+

 (见不等式(2.11))且 ( )4128 2 1n k l> + 。由引理 2.2，存在一个子图 ,j jK G S T′ ⊆  ，

使得 ( )
( )3 2

32 2 1
nK k
l

δ > >
+

。如果 j i= ，那么我们可以贪心地找到 K 中一条两端均在 iS ′的阶数为 2 1k −  

的路 P ，使得 { }, iP x v+ 形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。如果 j i≠ ，我们可以贪心地找到 K 中一条两

端均在 jS ′ 的阶数为 2 even
ijk p− 的路 P ，使得 { }P x+ 与 2 1lC + 的偶长弧 1 1i i j jv v v v+ − 一起形成一个长度为

2 1k + 的圈，矛盾。 
(ii) 反证法，假设存在一个顶点 iy T∈ ，使得 ( ) 2

iSd y k< 。由于 iy T∈ ，存在一个顶点 iy S′∈ 使得 

( )yy E G′∈ 。由于 ( ) ( )2 2 1
nG
l

δ >
+

，我们有 

( ) ( ) ( )
2 .

2 2 1iS
nd y d y R k R
l

− − > − −
+

                       (2.14) 

由于 ( )4128 2 1n k l> + ，根据(2.14)和断言 2.6，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 .

2 2 1 4 2 1 4 2 1iS
n n nd y d y R k k
l l l

− − > − − > −
+ + +

 

根据平均值原理，要么存在某个 jS 且 j i≠ ，使得 

( )
( )2 ,

2 18 2 1jS
n kd y

ll
> −

++
 

要么存在某个 jT ，使得 

( )
( )2 .

2 18 2 1jT
n kd y

ll
> −

++
 

情况 1. 存在某个 jS 且 j i≠ ，使得 ( )
( )2 2 18 2 1jS

n kd y
ll

> −
++

。 

我们令 ( )
jj SS N y′′ = ，则

( )2 2 18 2 1
j

n kS
ll

′′ > −
++

。由于 ( ) ( )2 2 1
nG
l

δ >
+

，对于任意顶点 jv S ′′∈ ，我们有

( ) ( )
3

2 2 1G
nv
l

d ′ ≥ −
+

。那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1
3 , , 2 .

2 2 1 j

l

j G j j j t j j
v S t

nS d v e S T e S S S e S
l

+

′
′′∈ =

 
′′ ′′ ′′ ′′ ′′⋅ − ≤ = + − +  + 

∑ ∑             (2.15) 
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对于 t j≠ ，由断言 2.4(ii)， ,j t jG S S S′′ ′′ − 是 2 1 odd
jtk p

P
+ −

-禁止的。对于 t j= ，由断言 2.4 (i)， ,j j jG S S S′′ ′′ − 
是 2kP -禁止的。由断言 2.4(i)， jG S ′′  是 2kP -禁止的。因此，由不等式(2.15)和定理 2.1，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 1

1

2 2

3 3

2

3

, 3 , 2
2 2 1

3 2 3
2 2 1

32 2 1 64 2 1

64 2 1

l

j j j j t j j
t

j

ne S T S e S S S e S
l

nS l kn
l

n n
l l

n
l

+

=

   ′′ ′′ ′′ ′′ ′′≥ ⋅ − − − +    +   
 

′′> ⋅ − − +  + 

≥ −
+ +

≥
+

∑

 

因为
( )2 2 18 2 1

j
n kS

ll
′′ > −

++
且 ( )4128 2 1n k l> + 。由引理 2.2，存在一个子图 ,j jL G S T′′ ⊆   ，使得

( )
( )3 2

64 2 1
nL k
l

δ > >
+

。那么我们可以贪心地找到 L 中一条两端均在 jS ′′的阶数为 2 1 odd
ijk p− − 的路 P ，使

得 { },P y y′+ 与 2 1lC + 中的奇长弧 1 1i i j jv v v v+ − 一起形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。 

情况 2. 存在某个 jT ，使得 ( )
( )2 2 18 2 1jT

n kd y
ll

> −
++

。 

令 ( )
jj TT N y′ = ，则

( )2 2 18 2 1
j

n kT
ll

′ > −
++

。由于 ( ) ( )2 2 1
nG
l

δ >
+

且
( )4 2 1

nR
l

<
+

，对于任意顶点

jv T ′∈ ，我们有 

( ) ( ) ( )
.

2 2 1 4 2 1G R
n nd v R
l l′− ≥ − >
+ +

 

那么 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

4 2 1

, , ,

, 2 .

j
j G R

v T

j j j t j j t j
t j t j

j j j j

nT d v
l

e S T e T T T e T S S

e T T T e T

′−
′∈

≠ ≠

′ ⋅ <
+

′ ′ ′ ′= + − + −

′ ′ ′+ − +

∑

∑ ∑                 (2.16) 

对于 t j≠ ，由断言 2.4 (iii)， ,j t jG T S S′ − 是 2 even
jtk p

P
−

-禁止的，且由断言 2.4 (iv)， ,j t jG T T T′ ′ − 是

2 1 odd
jtk p

P
− −

-禁止的。因为 ( )
jj TT N y′ = ，所以 jG T ′   是 2kP -禁止的。那么由不等式(2.16)，定理 2.1 以及

( )4128 2 1n k l> + ，我们有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

2

3 2

2

3

, ,

, , 2
4 2 1

4 2
32 2 1 4 2 1

.
64 2 1

j j j j j

j j t j j t j j
t j t j

e S T e T T T

nT e T T T e T S S e T
l

n kn l kn
l l

n
l

≠ ≠

′ ′ ′+ −

 
′ ′ ′ ′ ′> ⋅ − − + − + +  

> − − +
+ +

≥
+

∑ ∑
                (2.17) 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.153101


江平，王健 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.153101 234 应用数学进展 
 

根据平均值原理，要么 ( )
( )

2

3,
128 2 1

j j
ne S T
l

′ >
+

，要么 ( )
( )

2

3,
128 2 1

j j j
ne T T T
l

′ ′− >
+

。 

情况 2.1. ( )
( )

2

3,
128 2 1

j j
ne S T
l

′ >
+

。 

由引理 2.2，存在一个子图 ,j jM G S T ′ ⊆  ，使得
( )3( ) 2

128 2 1
nM k
l

δ > >
+

。如果 j i≠ ，那么我们可以 

贪心地找到 M 中一条避开 y′、阶数为 2 1 even
ijk p− − 的路 P ，其一端在 jS 中与 y′不同的顶点，另一端在 jT ′

中，使得 { },P y y′+ 与 2 1lC + 中的偶长弧 1 1i i j jv v v v+ − 一起形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。如果 j i= ，

那么我们可以贪心地找到 M 中一条避开 y′、阶数为 2 2k − 的路 P ，其一端在 iS 中与 y′不同的顶点，另一

端在 iT ′中，使得 { }, , iP y y v′+ 形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。 

情况 2.2. ( )
( )

2

3,
128 2 1

j j j
ne T T T
l

′ ′− >
+

。 

由引理 2.2，存在一个子图 , ,j j j j jG T Q G T T T′′ ′ ′   ⊆ −   ，使得 ( )
( )3,

128 2 1
j j

nG T Q
l

δ ′′  >  +
，其中 j jT T′′ ′⊆

且 j j jQ T T ′⊆ − 。 

情况 2.2.1. ( ) { }
jS jN T y′′ ′= 。 

由于 ( )
( )3, 2

128 2 1
j j

nG T Q k
l

δ ′′  > >  +
，我们可以贪心地找到 ,j jG T Q′′  中一条两端均在 jT ′′的阶数为 

2 1k − 的路 P ，使得 { },P y y′+ 形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。 
情况 2.2.2. 存在一个顶点 ( )jx S x y′ ′ ′∈ ≠ 使得 ( )jS jx N T′ ′′∈ 。 
由于 ( )jS jx N T′ ′′∈ ，存在一个顶点 jx T ′′∈ 使得 ( )xx E G′∈ 。如果 j i≠ ，由于 

( )
( )3, 2

128 2 1
j j

nG T Q k
l

δ ′′  > >  +
，我们可以贪心地找到 ,j jG T Q′′  中一条阶数为 2 2 even

ijk p− − 的路 P ，其一 

端为 jx T ′′∈ ，另一端在 jT ′′中，使得 { }, ,P y y x′ ′+ 与 2 1lC + 中的偶长弧 1 1i i j jv v v v+ − 一起形成一个长度为 2 1k +
的圈，矛盾。如果 j i= ，我们可以贪心地找到 [ ],i iG T Q′′ 中一条阶数为 2 3k − 的路 P ，其一端为 jx T ′′∈ ，另

一端在 jT ′′中，使得 { }, , ,iP y y v x′ ′+ 形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。断言 2.7 证毕。 
断言 2.8 对于 [ ]2 1i j l≠ ∈ + ，我们有 
(i) i jS S∩ =∅且 i jT T∩ =∅； 
(ii) [ ]( )iE G S =∅且 [ ]( )iE G T =∅； 
(iii) ( ),i jE G S S   = ∅， ( ),i jE G T T   = ∅且 ( ),i jE G S T   = ∅。 
断言 2.8 的证明：(i) 反证法，假设存在一个顶点 i jx S S∈ ∩ 。由断言 2.7， [ ],i iG S T 的最小度至少为

2k ，那么我们可以贪心地找到 [ ],i iG S T 中一条一端为 x 、另一端在 iS 的阶数为 2 1 odd
ijk p+ − 的路 P ，使得

P 与 2 1lC + 中的奇长弧 1 1i i j jv v v v+ − 一起形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。类似地，如果存在一个顶点

i jy T T∈ ∩ ，由于 jy T∈ ，存在一个顶点 jy S′∈ ，使得 ( )yy E G′∈ 。由断言 2.7，我们可以贪心地找到 [ ],i iG S T
中一条一端为 y 、另一端在 iS 的阶数为 2 odd

ijk p− 的路 P ，使得 { }P y′+ 与 2 1lC + 中的奇长弧 1 1i i j jv v v v+ − 一

起形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。 
(ii) 反证法，假设存在一条边 [ ]( )1 1 ix y E G S∈ 。由断言 2.7， [ ],i iG S T 的最小度至少为 2k ，那么我们

可以贪心地找到 [ ],i iG S T 中一条避开 1x 、一端为 1y 、另一端在 iS 的阶数为 2 1k − 的路 P ，使得 { }1, iP x v+

形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。类似地，如果存在一条边 [ ]( )2 2 ix y E G T∈ ，由于 2 ix T∈ ，存在一个顶

点 2 ix S′ ∈ ，使得 ( )2 2x x E G′ ∈ 。由断言 2.7，我们可以贪心地找到 [ ],i iG S T 中一条避开 2x 和 2x′ 、一端为
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2 iy T∈ 、另一端在 iS 的阶数为 2 2k − 的路 P ，使得 { }2 2, , iP x x v′+ 形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。 
(iii) 反证法，假设存在一条边 ( ),i jxy E G S S∈    ，其中 ix S∈ 且 jy S∈ 。由断言 2.7，那么我们可以贪

心地找到 [ ],i iG S T 中一条一端为 x 、另一端在 iS 的阶数为 2 even
ijk p− 的路 P ，使得 { }P y+ 与 2 1lC + 中的偶长

弧 1 1i i j jv v v v+ − 一起形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。类似地，如果存在一条边 ( ),i jpq E G T T∈    ，其

中 ip T∈ 且 jq T∈ ，那么存在一个顶点 ip S′∈ ，使得 ( )pp E G′∈ 。由断言 2.7，我们可以贪心地找到 ,j jG S T  
中一条一端为 jq T∈ 、另一端在 jS 的阶数为 2 1 even

ijk p− − 的路 P ，使得 { },P p p′+ 与 2 1lC + 中的偶长弧

1 1i i j jv v v v+ − 一起形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。类似地，如果存在一条边 ( ),i jst E G S T∈    ，其中

is S∈ 且 jt T∈ ，那么存在一个顶点 jt S′∈ ，使得 ( )tt E G′∈ 。由断言 2.7，我们可以贪心地找到 [ ],i iG S T 中

一条一端为 s 、另一端在 iS 的阶数为 2 1 odd
ijk p− − 的路 P ，使得 { },P t t′+ 与 2 1lC + 中的奇长弧 1 1i i j jv v v v+ − 一

起形成一个长度为 2 1k + 的圈，矛盾。断言 2.8 证毕。 
我们继续定理 1.6 的证明。由断言 2.8，对于每个顶点 iv S∈ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) 1

iT Zd v d v d v Gδ= − ≥ − 。由

于 ( ) ( )
1

2 2 1
nG
l

δ ≥ +
+

，那么
( )2 2 1i

nT
l

≥
+

。此外，由断言 2.8 和 ( ) ( )
1

2 2 1
nG
l

δ ≥ +
+

，对于 [ ]2 1i l∈ + ，有

( )
1

2 2 1i
nS
l

≥ −
+

。因此 

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1

1 1
2 1

2 1 1 2 1 2 1
2 2 1 2 2 1

.

i

l l

i
i i

S T Z S l

n nl l l

T

l l

n

+ +

= =

+ + = + + +

 
≥ + − + + ⋅ + +  + + 
≥

∑ ∑

  

因此 R =∅，对于每个 [ ]2 1i l∈ + ，有
( )

1
2 2 1i

nS
l

= −
+

且
( )2 2 1i

nT
l

=
+

。另一方面，由断言 2.8，对

于每个顶点 iv T∈ ，有 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 1iS
nd v d v G
l

δ= ≥ ≥ +
+

，但是
( )

1
2 2 1i

nS
l

= −
+

，矛盾。因此我们证明了

如果 ( ) ( )2 2 1
nG
l

δ >
+

，则G 包含一个 2 1kC + 。 

3. 结语 

本文主要通过对极图结构的构造，从而得出了关于具有较大最小度的图中连续奇数圈长的区间的结

论。对于条件中 n 的范围的优化仍需要后续进一步研究。 
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